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Wissenschaft  und  Hypothese 

Sammlung  von  Einzeldarstellungen  aus  dem  Gesamtgebiete 
der  Wissenschaften  mit  besonderer  Berücksichtigung  ihrer 
Grundlagen  und  Methoden,  ihrer  Endziele  u.  Anwendungen 

Wissenschaft  U.  Methode.    Von  H.  Poincar^.    Deutsch 

von  F.  und  L.  Lindemann.     1914.    Geb.  Jl  5.80.    XVII.  Bd. 

„Verf.  ist  im  selben  Maße  Naturforscher  wie  Philosoph.     Das  Buch 

ist  eine  echte  Geistesnahrung  für  jeden  V  reund  tiefschürfenden  Denkens." 

(Königsberger  Allgemeine  Zeitung.) 

Der  Wert  der  Wissenschaft.  Vod  h.  Poincar6.  Dtsch.v. 

E.u.H.Weber.  Mit  Bildn.  d.  Verf.  3. Aufl.  1921.   JC  5.—.  ü.  Bd. 
Der   geistvolle  Verfasser   gibt   einen    Überblick    über  den   heutigen 
Standpunkt  der  Wissenschaft,  über  ihre  allmähliche  Entwicklung  und  zeigt, 
wie  er  sich  ihre  zukünftigen  Fortschritte  denkt. 

Probleme  der  W^issenSChaft  Von  F.Enriques.  Deutsch 
von  K.  Grelling.    2  Teile,     »qio.    XI.  Bd. 
l.  Teil    Wirklichkeit  und  Logik.    Geb.  M  5.40 
II.     -     Die  Grundbegriffe  der  Wissenschaft.    Geb.  Jt  6.60 

Der  Verfasser  entwickelt  durch  eine  Analyse  der  Fragen  der  Logik 
uud  Psychologie  eine  neue  Theorie  der  Erkenntnis,  dabei  die  verschie- 
denen Zweige  der  Wissenschaft,  von  der  Mathematik  bis  zur  Biologie, 
Wirtschaftslehre  und  Geschichte,  berührend. 

Wissenschaft  und  W^irklichkeit  Von  M.  Frischeisen- 
Köhler.    IQ12.    Geb.  Jt  9.20.    XV.  Bd. 

Das  Buch,    das   aus  umfassenden  Studien  über  die  philosophischen 

Grundlagen  der  Natur-  und  Geisteswissenschaften  hervorgegangen  ist, 

gibt  eine  neue  Grundlage  des  kritischen  Realismus. 

Das  Weltproblem  vom  Standpunkte  des  relativi- 
stischen Positivismus  aus.  Historisch-kritisch  dargestellt 
von  J.  Petzoldt.  4.  Aufl.  unter  besonderer  Berücksichtigung 
der  Relativitätstheorie.   1924.    Geb.  Ji  5.20.    XIV.  Bd. 

W^issenschaft  u.  Religion  in  d.  Philosophie  unserer 

Zeit.  V.fe.Boutroux.  Dtsch.v.  E.Webe  t.  1910.  .^  7.20.  X.Bd. 
Boutroux  zeigt  uns  in  klarer,  anschaulicher  und  kritischer  Weise  die 
Ideeu  einiger  der  größten  Denker  über  die  Beziehungen  zwischen  Wissen- 
schaft und   Religion, 

Mythenbildung  und  Erkenntnis.    Eine  Abhandl.  üb.  d. 

Grundlagen  d.  Philos.  V.G.  F.  Lipps.  iqoy.  Geb.  .^6.  —  .  III.  Bd. 
„Das  vorliegende  Buch  bietet  dem  Leser  durch  die  klare  Darstellung 
in  schöner  einfacher  Sprache  und  auch  durch  die  gediegene,  geschmack- 
volle Ausstattung  einen  ästhetischen  Genuß."         (Literar.  Zentralblatt.) 

Probleme    der    Sozialphilosophie.    Von  R.  Michels. 

1914.    Geb.  Ji  4.80.    XVIII.  Bd. 

Bezweckt  eine  eindringliche  Untersuchung  der  im  Mittelpunkt  der 
soziologischen  Forschung  stehenden  Probleme,  wie:  Kooperation, 
Solidarität,   Kastenbildung. 

k^  Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin  jj 
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Ethik  als  Kritik  der  Weltgeschichte.  Von  A.  Görland. 
19 14.    Geb.  Ji  7.80.    XIX.  Bd. 

Geschichte  der  Psychologie.  Von  O.  Klemm.  1911. 
Geb.  Jl  7.60.    Vin.  Bd. 

Grundlagen  der  Psychologie.  Von  Th.  Ziehen.  1915. 

I.  Bd.:  Geb.  Jt  6.—.     II.  Bd.:  Geb.  JC  7.—.     XX./XXI.  Bd. 

„Die  physiologische  Psychologie  hat  durch  Ziehen  eine  möglichst 
geschlossene,  scharf  u.  umsichtig  entwickelte  wie  durchgeführte  erkennt- 
nistheoretische Grundlegung  erhalten."  (Zeitsch.  f.  Philos.u.  phiL  Kritik.) 

Wissenschaft  U.  Hypothese.  Von  H.  Poincar6.  Deutsch 

von  F.  u.  L.  Lindemann.    3.  Aufl.    1914.   Geb.  .^  7. — .    I.  Bd. 

Behandelt   in    den   Hauptstücken:    Zahl   und   Gröfie,   Raum,   Kraft, 

Natur,  Mathematik,  Geometrie,  Mechanik  u.  einige  Kapitel  der  Physik. 

Erkenntnistheoretische  Grundzüge  d.  Naturwissen- 
schaften u.  ihre  Beziehungen  z.  Geistesleben  d.  Gegen- 
wart. V.  P.  Volkmann.  2.  Aufl.  1910.  Geb.  *^  9.— .  IX.  Bd. 

Zur  Geschichte  der  Logik.  Grundlagen  und  Aufbau  der 
Wissenschaft  im  Urteil  der  mathematischen  Denker.  Von  F. 
Enriques.  Deutsch  von  E.  Löff  1er.  [U.d.Pr.  1925.]  XXVI.  Bd. 

Die  log.  Grundlagen  d.  exakten  Wissenschaften.  Von 

P.  Natorp.    3.  Aufl.    1923.    Geb.  Ji  9.60.    XII.  Bd. 

Das  Buch  versucht  eine  in  den  Hauptzügen  vollständige,  geschlos- 
sene Philosophie  der  exakten  Wissenschaften  zu  bieten,  wobei  ein 
strenger  Systemzusammenhang  angestrebt  ist. 

Das  Wissenschaftsideal    der    Mathematiker.     Von 

P.  Boutroux.   Übersetzt  von  H.  Pollaczek.    [U.  d.  Pr.  1925.] 

XXVIII.  Bd. 

Boutroux  unternimmt  es  in  diesem  Werke,  die  leitenden  Gedanken 
und  Prinzipien,  die  psychologische  Einstellung  zu  schildern,  die  den 
Mathematiker  bei  seinen  Forschungen  leiten  und  beeinflussen.  Also 
nicht  die  fertige,  sondern  die  werdende  Wissenschaft  ist  es,  der  die 
eigenartige,  auch  nicht  Mathematikern  verständliche  Darstellung  gilt. 
Die  Methode  des  Verfassers  ist  eine  historisch-kritische.  Er  hebt  die 
Geschichte  der  Mathemathik  von  einer  Chronik  der  einzelnen  Ent- 
deckungen und  der  einzelnen  Entdecker  zu  einer  Geschichte  der  mathe- 
matischen Ideen  empor. 

Das  Wissen  d.  Gegenwart  in  Mathematik  u.  Natur- 

^vissenschaft.  Von  £.  Picard.  Deutsch  von  F.  u.L.  Linde- 
mann.   19 13.    Geb.  JC  6.60.    XVI.  Bd. 

Über  den  Bildungswert  der  Mathematik.   Ein  Beitrag 

zur  philosophischen  Pädagogik.  Von  W.  Birkemeier.  1923. 
Geb.  JC  5.60.    XXV.  Bd. 

Eine  tiefgründige  Untersuchung  über  Bildung  und  Bildungswerte 
der  Mathematik  im  Allgemeinen  und  Wesen  und  Wert  der  Mathematik 
für  die  allgemeine  und  berufliche  Bildung  im  Besonderen. 

l    Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin   i 
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Die  nichteuklidische  Geometrie.  Histor.-krit.  Darstellung  i 

ihr.  Entwicklung.  Von  R.  Bonola.  Deutsch  von  H.  Lieb  mann. 

3.  Aufl.    Mit  52  Fig.    1921.    Geb.  c/^  4.80,    IV.  Bd. 

Gibt  ein©  Einführung  in  die  Methoden  u.  Ziele  der  nichteuklidischen 
Geometrie,  die  so  elementar  gehalten  ist,  daß  auch  der  mathematisch 
weniger  Vorgebildete  den  Ausführungen  zu  folgen  vermag. 

Grundlagen  der  Geometrie.   Von  D.  H  i  1  b  e  r  t.    6.  Aufl. 

Mit  zahlr.  i.  d.  Text  gedruckten  Fig.  1923.  Geb.  c/^  7.80.  VII.  Bd. 

„.    .Das  Buch  stellt  im  besten  Sinne  des  Wortes  ein  Meisterwerk  dar.** 

(Zeitschrift  f.  Elektronik,  Atomistik,  Fonologie,  Radioaktivität.) 

Die  Grundbegriffe  der  reinen  Geometrie  in  ihrem 

Verhältnis  zur  Anschauung.  Untersuchungen  zur  psycho- 
logischen Vorgeschichte  der  Definitionen,  Axiome  und  Postulate. 
Von  R.  Stroh al.  [Erscheint  Sept.  1925.] 

Die  philosophischen  Grundlagen  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung. Von  E.  Czuber.  1923.  Geb.  JC  loöo. 
XXIV.  Bd. 

Das  "Werk  will  zeigen,  wie  die  Wahrschemlichkeitslehre  vorteilhaft 
in  enger  Verbindung  der  Mathematik  mit  der  Philosophie  behandelt 
werden  soll,  und  bildet  so  eine  wertvolle  Ergänzung  zu  der  „Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung" des  gleichen  Verfassers,  die  sich  seit  nunmehr 
20  Jahren  als  Lehrbuch  allgemein  bewährt  hat. 

Physik  u.  Erkenntnistheorie.  Von  E.  Gehrcke.  192 1. Geb. 

JC  2.80.    XXn.  Bd. 

Die  Schrift,  die  sich  an  den  Physiker  wie  den  Philosophen  aber 
auch  den  Mathematiker  wendet,  kommt  dem  allgemeinen  Verlangen 
nach  Naturphilosophie,  nach  Znsammenfassung  des  Einzelwissens  auf 
den  von  ihr  behandelten  Gebieten  entgegen. 

Relativitätstheorie  und  Erkenntnislehre.  Eine  Unter- 
suchung über  die  erkenntnistheoretischen  Grundlagen  der  Ein- 
steinschen  Theorie  und  die  Bedeutung  ihrer  Ergebnisse  für  die 
allgem.  Probleme  des  Naturerkennens.  Von  J.  Winternitz. 
1923.    Geb.  JC  5.20.    XXni.  Bd. 

Der  erste  Versuch,  den  ganzen  mit  der  Relativitätstheorie  zusam- 
menhängenden philosophischen  Problemkreis  systematisch  darzustellen. 

Das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Energie.  Von  M.Planck. 

5.  Aufl.    1924.    Geb.  JC  6.60.  VI.  Bd. 

„Das  Studium  des  klar  und  durchweg  leicht  verständlich  geschrie- 
benen Werkes  wird  jedem  mit  den  Grundlagen  der  Physik  vertrauten 
Gebildeten  ein  Genuß  sein."  (Naturwissensch.  Rundschau.) 

Ebbe  u.  Flut  sowie  verw.  Erschein,  im  Sonnensystem. 

VonG.H. Darwin.  Deutsch  von  A.  Po ckels.  2.  Aufl.  Mit  i  Ein- 
fuhrungswort v.G.v.  Neu  may  er  u.  52lUustr.  191 1.  J^  8.40.  V.Bd. 

Pflanzengeographische  Wandlungen  der  deutschen 

Landschaft  Von  H.  Hausrat h.  1911.  G€b.JC  5. 40.  Xin.Bd. 

Die  Sammlung  wird  fortgesetzt. 

V  Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin  j 
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Vorwort. 

In  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  begegnen  sich  zwei 
Richtungen:  eine  philosophische  und  eine  mathematische.  Sie 
sind  zumeist  nicht  nebeneinander  einhergegangen.  Die  mathe- 
matische Seite  des  Gegenstandes  ist  der  philosophischen  in 
der  Entwicklung  weit  vorausgeeilt,  die  klassischen  Vertreter 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  haben  wohl  die  philosophi- 
schen Fragen  gestreift,  sind  auf  sie  mitunter  auch  näher  ein- 
gegangen, aber  erst  die  neuere  Zeit  ist  ihnen  in  weiterem 
Umfange  gerecht  geworden.  Dieser  Fortschritt  macht  sich 
auch  an  den  Lehr-  und  Handbüchern  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung bemerkbar;  während  die  älteren  Schriften  meist 
ohne  jede  Vorbereitung  mit  der  Definition  der  mathematischen 
Wahrscheinlichkeit  begannen  und  von  dieser  aus  das  Lehr- 
gebäude je  nach  dem  verfolgten  Ziel  mehr  oder  weniger  aus- 
führlich entwickelten,  ohne  der  Bedeutung  der  verwendeten 
Begriffe,  dem  tieferen  Sinn  der  abgeleiteten  Sätze  und  den 
Bedingungen  ihrer  Anwendbarkeit  auf  die  Behandlung  prak- 
tischer Fragen  viel  Beachtung  zu  schenken,  weisen  die  neue- 
ren Werke  dieser  Art  schon  eine  größere  Rücksichtnahme  auf 
all  das  auf,  was  über  das  rein  Mathematische  hinausgeht. 

Eine  engere  Verbindung  der  beiden  Richtungen  scheint  mir 
im  gegenseitigen  Interesse  zu  liegen.  Insbesondere  sollte  die 
mathematische  Behandlung  der  Wahrscheinlichkeitslehre  von 
den  Ergebnissen  der  philosophischen  Forschung  in  höherem 
Maße  Kenntnis  nehmen,  als  dies  bisher  zu  geschehen  pflegt. 
Denn  die  mathematischen  Definitioneil  der  Begriffe  erschöp- 
fen nicht  deren   Inhalt,  und  zu  den  mathematischen  Formu- 


IV  Vorwort 

lierungen  der  Sätze  gehören  sachliche  Auslegungen,  die  ihren 
logischen  Gehalt  zum  Bewußtsein  bringen.  Tritt  dann  die 
Rechnung  aus  sich  heraus,  um  sich  den  Anwendungen  zu- 
zuwenden, so  sind  dafür  bessere  Vorbedingungen  vorhanden 
als  bei  ausschließlicher  Betonung  des  Mathematischen. 

Aus  solchen  Erwägungen  sind  die  folgenden  Blätter  hervor- 
gegangen. Den  Hauptanstoß  zu  ihrer  Verfassung  gab  A. 
Meinongs  großzügiges  Werk  „Über  Möglichkeit  und  Wahr- 
scheinlichkeit" i,  wohl  die  umfassendste  erkenntnistheoretische 
Untersuchung  über  den  Gegenstand,  die  um  so  schwerer  wiegt, 
als  ihr  Autor  dieser  Seite  philosophischer  Forschung  schon 
seit  langem  seine  Kraft  zugewendet  hat.  Beigetragen  hat  zu 
dem  Entschlüsse  auch  eine  zweite  umfangreiche  Schrift,  die 
wohl  dem  Titel  nach  einem  anderen  philosophischen  Thema 
sich  zuwendet,  dieses  aber  mit  der  Wahrscheinlichkeitslehre 
in  so  enge  Verbindung  bringt,  daß  es  dieser  zugezählt  werden 
muß,  und  zwar  als  eine  Arbeit,  die  kritisch  tief  einschneiden 
will;  ich  meine  K.  Marbes  „Die  Gleichförmigkeit  in  der 
Welt".  2 

Neben  diesen  zwei  ungleich  orientierten  Erscheinungen  ha- 
ben naturgemäß  auch  verschiedene  kleinere  Veröffentlichun- 
gen Berücksichtigung  gefunden,  die  sich  mit  der  philosophi- 
schen Seite  der  Wahrscheinlichkeitslehre  beschäftigen.  Und 
es  schien  angemessen,  bei  einer  solchen  Umschau  auch  auf 
einige  der  hervorragenden  Klassiker  zurückzugreifen,  um  bei 
ihnen  nach  den  Quellen  für  spätere  Gedankenbildungen  zu 
suchen  und  die  ursprünglichen  Auffassungen  kennen  zu  ler- 
nen. So  sind  insbesondere  Jakob  Bernoulli,  Laplace 
und  Poisson  in  den  Kreis  der  Betrachtung  einbezogen 
worden. 

Aber  noch  ein  anderer  Umstand  war  maßgebend  für   die 


*  Mit  dem  Nebentitel:  Beiträije  zur  Gegenstandstheorie  und  Erkenntnis- 
theorie.    Leipzig  19 15. 

-  Untersuchungen  zur  Philosophie  und  positiven  Wissenschaft.  Mün- 
chen  19 16. 


Vorwort  V 

Inangriffnahme  der  vorliegenden  Arbeit.  Die  mathematische 
Theorie  der  Wahrscheinlichkeit  hat  in  letzter  Zeit  von  philo- 
sophischer Seite  mitunter  eine  so  abweisende  Kritik  erfahren, 
daß  man  fast  an  ihrer  Berechtigung  zweifeln  sollte.  Es  gilt 
dies  insbesondere  von  der  Schrift  O.  Sterzingers  „Zur  Lo- 
gik und  Naturphilosophie  der  Wahrscheinlichkeitslehre"  3,  bei 
deren  Durchsicht  man  sich  die  Frage  vorlegen  möchte,  ob  es 
denn  möglich  sei,  daß  Männer,  denen  die  Geschichte  der 
Wissenschaft  eine  so  hervorragende  Stellung  einräumt,  so  we- 
nig Überlegtes  und  Ausgereiftes  geschaffen  haben  sollten. 

Es  wird  vielleicht  nicht  unpassend  erscheinen,  wenn  die 
philosophischen  Schriften  über  die  Wahrscheinlichkeitslehre 
vom  mathematischen  Standpunkte  aus  angesehen  werden,  in 
erster  Linie,  um  daraus  Wertvolles  hervorzuholen,  das  geeignet 
ist,  die  mathematische  Behandlung  des  Gegenstandes  zu  för- 
dern, zu  vertiefen  und  in  ihren  Ergebnissen  besser  zu  würdi- 
gen; in  zweiter  Linie,  um  zu  manchen  von  philosophischer 
Seite  vertretenen  Auffassungen  eine  Gegenmeinung  zu  äußern; 
in  dritter  Linie,  um  manche  unbegründet  erscheinende  Kritik 
auf  ihr   rechtes   Maß   zurückzuführen. 


Gnigl  im  Salzburgischen,  Juli  1922. 


Ein  umfassender  Lösungsversuch.     Leipzig  191 1. 


E.  Czuber. 
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den  verdienen:  möglich,  unmöglich,  gewiß,  ungewiß,  wahr- 
scheinlich, notwendig,  zufällig,  regelmäßig,  gesetzmäßig  und 
die  zugehörigen  Substantive;  femer  Vermutung,  Zweifel,  Über- 
zeugung, Wahrheit,  Wirklichkeit,  Tatsächlichkeit.  Jeder  ver- 
bindet mit  diesen  Wörtern  innerlich  einen  gewissen  Sinn,  ohne 
ihm  immer  mit  klaren  Worten  Ausdruck  geben  zu  können, 
Sie  teilen  eben  das  Geschick  der  Scheidemünze,  deren  Ge- 
präge durch  den  vielfachen  Gebrauch  undeutlich  wird.  Für 
den  wissenschaftlichen  Verkehr  aber  sind  nur  Münzen  schar- 
fen Gepräges  verwendbar. 

Wenn  es  sich  nun  darum  handelt,  den  Sinn  solcher  im 
Sprachgebrauch  schwankenden  Wörter  festzulegen,  um  sie  als 
brauchbares  Baumaterial  in  die  wissenschaftliche  Sprache  auf- 
zunehmen, so  ist  der  erste  sich  darbietende  Weg  dazu  das  Ablau- 
schen der  Bedeutungen,  die  man  ihnen  im  unbefangenen, 
naiven  Verkehr  beilegt;  denn  alle  wissenschaftliche  Denkweise 
hat  ihren  Keim  in  der  naiven.  Damit  beginnt  dann  die  wissen- 
schaftliche Arbeit  selbst,  wenn  man  aus  der  Vielheit  der  Be- 
deutungen dasjenige  auserwählt,  was  den  Begriff,  der  mit  dem 
Worte  verbunden  werden  soll,  wertvoll  macht  für  den  wissen- 
schaftlichen Gedankenaufbau.  Man  wird  dabei  schließlich  zu 
Wörtern  kommen  müssen,  die  einer  weiteren  Erklärung  nicht 
mehr  fähig  sind,  ihrer  auch  nicht  bedürfen,  weil  sie  dem 
Denkenden  selbstverständlich  sind,  wie  z.  '  B.  die  Wörter 
„kann",  „muß"  und  ihre  Verneinungen. 

So  lange  es  an  einer  solchen  Klarstellung  der  einzelnen 
Wörter  fehlt,  muß  auch  die  Deutlichkeit  der  mit  ihnen  gebilde- 
ten Sätze,  der  ganzen  wissenschaftlichen  Darstellung  leiden; 
mißverständliche  Auffassungen  und  Schlußfolgerungen  kön- 
nen dann  nicht  ausbleiben.  Es  ist  hauptsächlich  Aufgabe  der 
Erkenntnistheorie,  diese  Klarstellung  zu  vollziehen  und  der 
Wahrscheinlichkeitslehre  ein  System  grundlegender  Begriffe 
und  Erkenntnisse  bereitzustellen.  An  diesen  kann  natürlich 
auch  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  als  mathematische  Diszi- 
plin nicht  achtlos  vorübergehen. 
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2.  Einer  der  grundlegenden  Begriffe,  der  wegen  seiner  über- 
aus häufigen  Verwendung  bei  der  Darlegung  unseres  Wis- 
sens von  der  Außenwelt  und  von  unserem  Innenleben  eine  be- 
sonders wichtige  Rolle  spielt,  ist  der  Begriff  der  Möglich- 
keit. Um  ihn  in  seiner  ganzen  reichen  Gestaltung  zu  er- 
fassen, ist  es  nötig,  ihn  mit  mehreren  anderen  Begriffen  in 
Beziehung  zu  bringen  und  gegen  sie  abzugrenzen.  —  Wenn 
man  auf  die  Grundwörter  der  Sprache  zurückgeht  —  so  wol- 
len wir  die  einer  Erklärung  oder  Umschreibung  nicht  bedürfti- 
gen Wörter  nennen  — ,  so  bietet  sich  das  Wort  „kann"  dar, 
das  in  einem  unverkennbaren  Zusammenhang  mit  dem  Begriff 
steht,  den  wir  mit  dem  Worte  Möglichkeit  erfassen  wollen. 
A.  Höfleri  kennzeichnet  die  Relationen,  die  durch  die 
Wörter  muß  und  kann  und  ihre  Negationen  ausgedrückt  wer- 
den, wie  folgt: 

„muß"  drückt  eine  Notwendigkeitsrelation, 
„kann  nicht"  eine   Unverträglichkeitsrelation  aus; 
„muß  nicht"  negiert  eine  Notwendigkeitsrelation, 
„kann"  negiert  eine  Unverträglichkeitsrelation  und  behaup- 
tet eine  Möglichkeitsrelation. 
Damit  wäre   der  rein    logische    Zusammenhang     zwischen 
„kann"    und    „Möglichkeit"    gekennzeichnet.     Aber    in    dem 
Worte  „können"  steckt  auch  ein  Sinn,  der  mit  dem  Begriff 
der  Möglichkeit,  wie  wir  ihn  verstehen  wollen,  nichts  zu  tun 
hat;  das  ist  der  Sinn  der  Fähigkeit,  der  Eignung  zu  irgend 
etwas.    Eine  solche   Fähigkeit  wird  beispielsweise  zum  Aus- 
druck gebracht  in  den  Sätzen:  Holz  kann  auf  dem  Wasser 
schwimmen.    Ich  kann  schreiben.  —  Wenn  ich  aber  von  je- 
mandem, von  dem  ich  weiß,  daß  er  schreiben  kann  (die  Fähig- 
keit   zu   schreiben    besitzt)    sage,  daß  er  jetzt,  da  ich  an  ihn 
denke,   schreiben  kann,   dann  meine  ich   das,   was   mit   dem 
Worte  Möglichkeit  ausgesagt  werden  soll :  es  ist  möglich,  daß 
er  jetzt  schreibt. 
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Meinong  legt  daher  in  der  Definition:  „Möglich  ist,  was 
sein  kann",  die  auf  den  ersten  Blick  als  nichtssagend,  weil 
tautologisch,  erscheinen  möchte,  den  Nachdruck  auf  die  Wort- 
verbindung „sein  kann"  und  nicht  auf  das  bloße  „kann", 
um  die  Nebenbedeutung  der  Fähigkeit,  Eignung  auszuschal- 
ten; „sein  können"  wäre  sonach  eine  Umschreibung  für  Mög- 
lichkeit. 

Weitere  Klarstellung  des  Begriffs  der  Möglichkeit  ist  aus 
seiner  Gegenüberstellung  zu  andern  mit  ihm  zusammenhängen- 
den Begriffen  zu  erhoffen. 

3.  In  der  obigen  Zusammenstellung  erscheint  an  erster  Stelle 
die  Notwendigkeitsbeziehung.  „Notwendig  ist,  was  sein  muß" 
wäre  die  der  eben  gebildeten  Möglichkeitsdefinition  analog 
gebildete  Definition  der  Notwendigkeit.  Mit  ihrer  Hilfe 
kann  dann  „Unmög  lichkeit"  als  Notwendigkeit  der  Nicht- 
existenz  (des  Nichtseins)  des  betreffenden  Gegenstandes  er- 
klärt werden.  Und  von  der  Unmöglichkeit  her  kann  in  ne- 
gativer Weise  definiert  werden:  „Möglich  ist,  was  nicht  un- 
möglich ist." 

In  diesem  Ring  von  Begriffen  ist  es  der  der  Notwendig- 
keit, der  auf  die  anderen  einiges  Licht  auszubreiten  vermag. 
Wenn  man  definiert,  notwendig  sei  das,  was  man  zu  glau- 
ben genötigt  ist,  indem  man  das  Gegenteil  nicht  zu  glauben 
imstande  ist,  so  wird  man  hierin  sofort  etwas  Subjektives 
entdecken,  den  Wissensstand  desjenigen,  der  die  Notwendig- 
keit behauptet;  schon  darum  kann  eine  so  gefaßte  Definition 
nicht  befriedigen,  es  sei  denn,  daß  man  die  Überzeugung  ge- 
wonnen hat,  die  Notwendigkeit  sei  einer  objektiven  (unsub- 
jektiven) Auffassung  nicht  fähig.  Das  folgende  Beispiel  be- 
lehrt aber  darüber,  daß  dem  nicht  so  ist. 

Wer  nur  mit  den  Anfangsgründen  des  Rechnens,  mit  sei- 
nen mechanischen  Operationen  vertraut  ist,  wird  nicht  glau- 
ben, daß  bei  der  Quadratwurzelausziehung  aus  2  die  Rech- 
nung niemals  enden  kann,  es  sei  denn  auf  eine  autoritative 
Behauptung  von  anderer  Seite  hin;  er  wird  also  die  Notwen- 
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digkeit  dieses  Sachverhaltes  nicht  einsehen.  Wer  aber  in  die 
Gesetze  des  Rechnens  eingedrungen  ist,  der  wird  von  dieser 
Notwendigkeit  überzeugt  sein,  sie  einsehen.  Diese  Notwen- 
digkeit besteht  nicht  kraft  seines  Wissensstandes,  sondern  kraft 
der  Natur  der  Zahlen. 

Daß  ein  losgelassener  Stein  „fällt**,  ist  auch  eine  Notwen- 
digkeit unsubjektiver  Natur,  aber  doch  verschieden  von  der 
letztbetrachteten,  und  zwar  durch  die  Art  ihrer  Erschließung: 
nicht  auf  Grund  einer  „Einsicht",  sondern  auf  Grund  der  „Er- 
fahrung" wird  sie  ausgesagt.  —  In  diesem  Sinne  ist  es,  daß 
Meinong2  zwei  Arten  der  Notwendigkeit  unterscheidet  je 
nach  der  Grundlage,  auf  der  sie  sich  aufbaut. 

Die  absolute  Notwendigkeit  besteht  nur  im  Gebiet  des 
Apriorischen  und  wird  „aus  Gründen"  erschlossen.  Solcher 
Art  sind  die  Notwendigkeiten,  die  in  den  Sätzen  der  Mathe- 
matik zum  Ausdruck  kommen.  Daß  in  einem  Dreieck,  das 
zwei  gleiche  Seiten  hat,  auch  zwei  Winkel  gleich  sind,  ist 
eine  absolute  Notwendigkeit,  die  sich  durch  Zurückführung 
auf  die  Grundsätze  der  Geometrie  einsehen  und  verstehen 
läßt. 

Die  empirische  Notwendigkeit  ist  „auf  Erfahrung"  ge- 
gründet und  besitzt  nur  die  Kraft  dieser.  Insbesondere  sind  es 
die  Naturwissenschaften,  wo  Notwendigkeiten  dieser  Art  auf- 
gestellt werden.  So  ist  es  nicht  auf  Einsicht  zu  gründen,  son- 
dern nur  aus  der  Erfahrung  erschlossen,  daß  eine  Magnet- 
nadel durch  einen  vorbeigeführten  Strom  in  der  bekannten 
Art  abgelenkt  wird;  es  ist  eine  unsubjektive,  in  der  Natur 
gelegene,  nicht  in  unserem  Denken  begründete  Notwendigkeit. 

Entsprechend  der  obigen  Definition,  welche  die  Unmöglich- 
keit auf  Notwendigkeit  stützt,  ergeben  sich  auch  zwei  Arten 
von  Unmöglichkeit:  absolute  Unmöglichkeit  (daß  ein  Drei- 
eck zwei  rechte  Winkel  hat;  daß  drei  Ebenen  einen  Raum  be- 
grenzen)  und  empirische   Unmöglichkeit    (daß  ein   losge- 

«  S.  232 ff. 
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lassener  Stein  aufwärts  steigt;  daß  ein  Mensch  ohne  Ende 
lebt). 

4.  Schon  der  gewöhnliche  Sprachgebrauch  weist  darauf  hin, 
daß  unter  den  Begriff  der  Möglichkeit  auch  etwas  fällt,  was 
Intensitätsunterschiede  aufweist,  steigerungsfähig  ist  oder  wie 
man  diese  auf  Quantitatives  hinweisende  Eigenschaft  sonst 
nennen  will.  Man  gebraucht  alltäglich  die  Wendungen,  etwas 
sei  kaum  möglich,  schwer  möglich,  leicht  möglich,  etwas  sei 
leichter  möglich  als  ein  anderes;  auch  die  wissenschaftlich 
höchst  wichtige  Vorstellung  des  „gleichmöglichen"  ist  als  Be- 
leg anzuführen.  So  unbestimmt  und  vage  solche  Ausdrucks- 
weisen auf  den  ersten  Blick  erscheinen  mögen,  so  ist  es  doch 
unzweifelhaft,  daß  ümen  ein  guter  Sinn  innewohnt.  Vollends 
klar  wird  dies,  wenn  man  einen  Fall  zu  konstruieren  vermag, 
wo  auf  das  Quantitative  der  Möglichkeit  ein  offensichtlicher 
Einfluß  geübt  wird.  Die  Möglichkeit,  mit  einem  würfelförmi- 
gen Körper  5  zu  werfen,  kann  durch  eine  Abänderung  an  dem 
Würfel  gesteigert  oder  gemindert  werden,  indem  man  an  der 
gegenüberliegenden  oder  an  der  Seite  5  selbst  eine  Masse 
anbringt. 

In  dem  Begriff  der  Möglichkeit  steckt  aber  auch  etwas 
Absolutes,  einer  Steigerung  oder  eines  Intensitätsunterschie- 
des nicht  Fähiges.  Mir  will  scheinen,  als  ob  diese  Art  der 
Möglichkeit  am  besten  umschrieben  würde  mit  „denkbar,  nicht 
vernunftwidrig".  Sage  ich,  es  sei  möglich,  daß  sich  auf  dem 
Sirius  Eisen  befindet,  so  meine  ich  damit,  dieses  Vorkommen 
sei  denkbar,  verstoße  nicht  gegen  die  Vernunft;  es  hat  aber 
nach  meinem  Dafürhalten  keinen  Sinn,  diese  Möglichkeit  mit 
derselben  auf  einen  andern  Fixstern  bezüglichen  quantitativ 
zu  vergleichen.  So  unterscheidet  denn  auch  Meinong  eine 
steigerungsfähige  und  eine  steigerungsunfähige 
Möglichkeit,  und  der  ersteren  wendet  sich  das  größere  In- 
teresse zu. 

Die  beiden  vorgeführten  Beispiele  weisen  Merkmale  auf,, 
die   den   Unterschied   aufzuklären   scheinen;   doch   sei   damit 
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nicht  behauptet,  daß  es  sich  in  allen  Fällen  so  verhalte.  In 
dem  Würfelbeispiel  ist  das  Substrat,  auf  das  sich  die  Mög- 
lichkeit bezieht  (der  Würfel),  abänderungsfähig;  in  dem  Si- 
riusbeispiel handelt  es  sich  um  ein  Substrat,  das  der  Einfluß- 
nahme, der  Abänderung,  entzogen  ist. 

5.  Bevor  in  der  Analyse  des  Möglichkeitsbegriffes  weiter 
gegangen  und  seine  Inbeziehungsetzung  mit  anderen  Begriffen 
fortgesetzt  wird,  erscheint  es  notwendig,  auf  einige  Gedanken- 
bildungen einzugehen,  deren  Urheber  Meinong  ist,  die  we- 
gen ihres  abstrakten  Charakters  anfänglich  Schwierigkeiten 
bereiten,  ihre  Berechtigung  aber  immer  deutlicher  erweisen, 
je  länger  man  sich  mit  ihnen  beschäftigt. 

Meinong  faßt  alles,  was  unserm  Denken  zugänglich  ist, 
unter  dem  Namen  „Gegenstand"  zusammen.  In  seiner  Dar- 
stellung spielt  nun  die  Scheidung  der  Gegenstände  in  dieser 
weiten  Auffassung  in  zwei  Klassen,  in  Objekte  und  Objek- 
tive, eine  wesentliche  Rolle.  Es  ist  nicht  leicht,  diese  zwei 
Arten  von  Gegenständen  durch  kurze  Definitionen  erschöp- 
fend zu  kennzeichnen;  wohl  aber  ist  es  möglich,  durch  An- 
führung von  Beispielen  und  Hervorhebung  charakteristischer 
Merkmale  klar  zu  machen,  was  unter  der  einen  und  der  andern 
Bezeichnung  gemeint  sein  soll.  Leichter  ist  es,  den  Begriff 
„Objekt"  deutlich  zu  machen,  denn  für  Objekte  besitzt  die 
Sprache  einfache  Namen.  Schwieriger  steht  es  mit  dem,  was 
Meinong  zu  den  „Objektiven"  gezählt  wiesen  will;  zu  ihrer 
Bezeichnung  sind  Sätze  oder  Wortgruppen  erforderlich,  ob- 
wohl auch  da,  wenn  nicht  mißverständliche  Auffassung  zu 
befürchten  ist,  mitunter  ein  einzelnes  Wort  genügt. 

Hinsichtlich  der  Objekte  wird  es  genügen,  einige  zu  nen- 
nen, um  darüber  klar  zu  sein,  was  mit  dieser  Bezeichnung  ge- 
meint ist.  Mensch,  Tisch,  Stadt,  Dreieck,  Distanz,  Freude, 
Schmerz  sind  Namen  von  Objekten. 

Objektive  sind  ideale  Gegenstände,  nichts  Wirkliches  oder 
der  Verwirklichung  Fähiges.  Sprachlich  erscheinen  sie  oft  in 
der  Form  von  Sätzen,  die  mit  „daß"  beginnen,  oder  lassen  sich 
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ohne  Zwang  in  solche  umsetzen,  doch  kann  diese  sprachliche 
Form  auch  abgestreift  werden  und  das  Objektiv  unter  einer 
Wortgruppe  erscheinen,  die  nicht  einen  Satz  bildet,  ja  selbst 
unter  einem  einzigen  Wort  wie  ein  Objekt.  Gerade  diese  Wan- 
delbarkeit des  sprachlichen  Ausdrucks  bedeutet  eine  Schwierig- 
keit und  erfordert  große  Aufmerksamkeit.  Doch  dürften  einige 
Beispiele  am  besten  an  den  Kern  der  Sache  führen.  —  Wird 
behauptet,  daß  für  eine  Person  Lebensgefahr  besteht,  so  be- 
zieht sich  die  Behauptung  auf  ein  Objektiv,  das  in  dem  „daß"- 
Satze  steckt;  am  kürzesten  ist  dieses  Objektiv  durch  das  eine 
Wort  Lebensgefahr  bezeichnet;  das  ist  weder  etwas  wirkliches, 
noch  etwas,  was  verwirklicht  werden  kann.  Vielleicht  noch 
deutlicher  tritt  die  Natur  des  Objektivs  in  dem  Ausspruch  der 
Meinung  hervor,  daß  alle  Bewegung  relativ  sei;  die  Meinung 
gilt  einem  Objektiv,  das  wieder  durch  einen  „daß"-Satz  ausge- 
drückt ist,  aber  kürzer  durch  die  Wortgruppe  „Relativität  der 
Bewegung"  gegeben  werden  kann.  Enthält  eine  Urne  neben 
weißen  auch  Kugeln  verschiedener  Farben,  und  erwartet  je- 
mand, daß  beim  Ziehen  eine  farbige  Kugel  erscheinen  werde, 
so  bezieht  sich  die  Erwartung  auf  das  durch  den  letzten  Satz 
umschriebene  Objektiv,  das  seine  kürzeste  Ausdrucksform  in 
dem  Worte  Farbigkeit  hat. 

Zur  weiteren  Kennzeichnung  des  Objektivbegriffes  sei  noch 
das  Folgende  angeführt.  Häufig  trifft  man  Objektive  unter 
den  abstrakten  Substantiven,  namentlich  solchen  auf 
„heit"  und  „keit"  (so  Farbigkeit  so  viel  als  Farbigsein,  im 
Gegensatze  zu  Farbe,  die  nur  als  Eigenschaft  eines  Objektes 
auftreten  kann;  Blindheit  in  ähnlicher  Auslegung).  Ferner 
sind  es  die  Benennungen  von  Relationen,  unter  wel- 
chen sich  viele  Objektive  befinden  (Gleichheit  so  viel  wie 
Gleichsein;  Ungleichheit,  Rechtwinkligkeit).  Auch  unter  der 
Benennung  von  Vorgängen  findet  man  viele  Objektive, wenn 
man  nicht  an  einen  bestimmten,  individuellen  Vorgang  denkt 
(sterben,  heiraten,  gebären;  Ankunft  eines  Eisenbahnzuges  im 
Sinne  von  ankommen). 
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Man  kann  aus  diesen  Beispielen  abstrahieren,  daß  es  sich 
bei  den  Objektiven  um  ein  „Sein"  handelt,  im  besonderen  um 
ein  Was-sein  oder  ein  Wie-sein.  In  der  Aussage,  daß  der 
Mensch  ein  organisches  Wesen  ist,  bedeutet  das  Objektiv  ein 
Was-sein ;  in  der  Aussage,  daß  der  Mensch  sterblich  ist,  kommt 
ein  Objektiv  vor,  das  ein  Wie-sein  oder  ein  So-sein  behauptet. 

Offenkundig  stehen  die  Objektive  mit  den  Urteilen  in  einer 
engen  Beziehung;  wegen  des  häufigen  Vorkommens  der  Ob- 
jektive in  Urteilen  hat  Meinong  sie  auch  Urteilsgegen- 
stände genannt. 

6.  Für  die  weiter  folgenden  Untersuchungen  erweist  sich 
die  von  Meinong  getroffene  Unterscheidung  zwischen  voll- 
ständigen und  unvollständigen  Gegenständen  als  besonders 
wichtig. 

Ein  vollständiger  Gegenstand  ist  dadurch  gekenn- 
zeichnet, daß  bei  ihm  bezüglich  eines  jeden  wie  immer  gearte- 
ten „wie"  und  „was"  bestimmt  geantwortet  werden  kann,  ob 
es  ihm  eigen  ist  oder  nicht.  Hingegen  soll  ein  Gegenstand, 
bei  welchem  dies  wenigstens  in  einzelnen  Hinsichten  nicht 
möglich  ist,  ein  unvollständiger  Gegenstand  genannt 
werden.  Beispiel  eines  vollständigen  Gegenstandes  ist  jedes 
konkrete  Ding,  sagen  wir  dieser  bestimmte  Ofen,  den  ich 
vor  mir  habe.  Denn  auf  jede  Frage  von  der  Art  wie:  Ist  er 
ein  lebendes  Wesen,  ist  er  rot,  ist  er  rund,  ist  er  eisern  ?  usw. 
kann  mit  ja  oder  nein,  immer  aber  bestimmt  geantwortet  wer- 
den. —  Beispiel  eines  unvollständigen  Gegenstandes  ist  der 
Begriff  „das  Dreieck";  auf  die  Frage:  Ist  es  gleichschenklig? 
kann  weder  mit  ja  noch  mit  nein  geantwortet  werden;  desglei- 
chen auf  die  Frage :  Ist  es  rechtwinklig  ?,  und  so  in  noch  man- 
chen andern  Hinsichten. 

Das  Verhältnis  zwischen  den  beiden  Arten  von  Gegenstän- 
den ist  also  dasselbe  wie  zwischen  einem  Begriff  und  einem 
unter  ihn  fallenden  Gegenstand.  Von  einem  wie  immer  ge- 
arteten „wie"  kann  ich  in  bezug  auf  den  Begriff  weder  aus- 
sagen, daß  es  ihm  zukommt,  noch  daß  es  ihm  nicht  zukommt; 

Wiss.  u.  Hyp.  24:  Cr  über,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  2 
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dem  einzelnen  bestimmten  Gegenstand,  der  unter  den  Begriff 
fällt,  eignet  es  sicher  oder  eignet  es  nicht.  „Der  Baum"  ist 
weder  groß,  noch  ist  er  klein;  der  bestimmte  Baum,  den  ich 
betrachte  oder  meine,  ist  entweder  das  eine  oder  das  andere. 
Das  Dreieck  an  sich:  von  ihm  kann  ich  weder  sagen,  daß  es 
rechtwinklig  ist,  noch  das  Gegenteil;  von  einem  bestimmten 
Dreieck  gilt  entweder  das  eine  oder  das  andere. 

Der  menschliche  Intellekt  ist  nicht  imstande,  einen  voll- 
ständigen Gegenstand  zu  erfassen,  wegen  der  unbegrenzt  vie- 
len Bestimmungen,  die  ihn  zu  einem  vollständigen  machen;  wir 
erfassen  statt  seiner  immer  nur  einen  unvollständigen  Gegen- 
stand, der  ihn  für  unsere  Denkzwecke  zu  ersetzen  bestimmt  ist. 

Vor  Abschluß  dieser  kurzen  Betrachtung  über  die  „Gegen- 
stände" sei  noch  bemerkt,  daß  Meinong  auf  den  von  ihm 
so  weit  gefaßten  Gegenstandsbegriff  eine  Gegenstands- 
theorie aufgebaut  hat.^  Er  umschreibt  ihren  Inhalt  mit  den 
Worten:  „Was  aus  der  Natur  des  Gegenstandes,  also  a  priori, 
in  betreff  dieses  Gegenstandes  erkannt  werden  kann,  das  ge- 
hört in  die  Gegenstandstheorie."  Höfler  weist  in  der  Wis- 
senschaftslehre seiner  Logik*  der  Gegenstandstheorie  die  Stel- 
lung der  „allgemeinen  Wissenschaft  von  idealen  Gegenstän- 
den nach  apriorischen  Methoden"  zu,  die  somit  auch  die 
Logik  und  die  Mathematik  mit  umfaßt. 

7.  Die  oft  erörterte  Frage,  ob  der  Möglichkeit  und  der  Un- 
möglichkeit eine  objektive  Bedeutung  zukomme  oder  ob  sie 
der  Gegenstand  einer  bloß  subjektiven  Auffassung  sein  kön- 
nen, findet  bei  Meinong  eine  Erledigung  im  Sinne  der  ersten 
Alternative.  ^  Die  Argumente,  die  er  dafür  ins  Feld  führt, 
scheinen  mir  überzeugend,  jedenfalls  aber  der  Beachtung  wert 
zu  sein. 

Hinsichtlich  der  steigerungsfähigen  Möglichkeit  handelt  es 
sich  um  die  Kritik  des  Erklärungsversuches :  Möglich  sei  nur. 


*  Gesammelte  Abhandlungen  I.    Zur  Erkenntnistheorie  und  Gegenstands- 
theorie.    Leipzig  1913.  ^  2,  Aufl.    §  97.  ^  S.  71  ff. 
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was  man  sich  vorstellen  kann,  oder  noch  schärfer  ausgedrückt, 
unmöglich  sei  das  Unvorstellbare.  Würde  sich  diese  Definition 
als  zu  Recht  bestehend  erweisen,  so  wäre  damit  ein  subjek- 
tives Moment  in  die  Sache  gebracht;  denn  die  Vorstellbar- 
keit,  die  innere  Anschauung,  hängt  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  von  dem  Subjekt  ab,  von  seiner  Vorstellungskraft;  was 
der  eine  sich  nicht  mehr  vorzustellen  vermag,  braucht  einem 
andern,  im  Vorstellen  geübten,  keine  Mühe  zu  bereiten.  Die 
Stichhaltigkeit  obiger  Erklärung  scheint  mir  nun  glücklich 
widerlegt  zu  sein  durch  den  Hinweis  darauf,  daß  beispielsweise 
zwei  genau  parallele  Gerade,  selbst  eine  Gerade  im  streng 
mathematischen  Sinne,  ein  reguläres  Tausendeck,  eine  Million 
unbedingt  anschaulich  unvorstellbar  sind,  die  ersteren  wegen 
ihrer  äußersten  Präzision,  die  letzten  zwei,  weil  sie  die  obere 
Grenze  des  Erfaßbaren  überschreiten,  deshalb  aber  doch  nicht 
(logisch)  unmöglich  sind.  Hingegen  bereitet  es  wohl  nieman- 
dem Schwierigkeiten,  sich  anschaulich  vorzustellen,  daß  ein 
losgelassener  Stein  sich  nach  aufwärts  bewegt,  und  doch  ist 
dies  (empirisch)  unmöglich.  So  kommt  denn  Meinong  zu 
dem  Schlüsse,  die  steigerungsunfähige  Möglichkeit  sei  etwas 
Objektives. 

Das  gleiche  sucht  er  bezüglich  der  steigerungsfähigen  nach- 
zuweisen und  wählt  dazu  ein  Glücksspiel,  also  eine  Materie, 
bei  der  man  am  ehesten  meinen  sollte,  daß  sie  ausschließlich 
subjektiven  Eingebungen  unterliegt.  Aus  der  Analyse  der  Mo- 
tive, die  den  Spieler  zur  Leistung  des  Spieleinsatzes  veran- 
lassen können,  ergibt  sich  ihm  der  folgende  Schluß:  „Der 
Spielende  kauft  um  den  Preis  seines  Einsatzes  zwar  keine 
Hoffnung,  wohl  aber  eine  Aussicht,  oder,  um  jeder  Anspie- 
lung auf  eine  gewisse  Gemütslage,  also  auf  Subjektives,  aus 
dem  Wege  zu  gehen,  eine  Chance  oder  auch  eine  Möglich- 
keit, die  sich  als  etwas  ganz  Unsubjektives  herausstellt." 
Der  Kern  dieses  Schlusses  scheint  mir  das  richtige  zu  treffen, 
so  gewagt  sonst  das  Operieren  mit  Worten  wie  Hoffnung, 
Aussicht,   Chance  auch  ist:  der  letzte  Grund  für  die  Reteili- 
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gung  an  einem  Spiele  oder  einer  Wette  ist  die  objektiv  vor- 
handene Möglichkeit,  den  ausgesetzten  Preis  zu  erlangen,  und 
wenn  sie  auch  nicht  das  einzige,  so  ist  sie  sicher  ein  Motiv. 

Was  das  Wort  „Chance"  betrifft,  so  hat  es  insbesondere 
Poisson^  in  einem  Sinne  gebraucht,  der  deutlich  erkennen 
läßt,  daß  ihm  der  Begriff  einer  objektiven  Möglichkeit  vor- 
schwebte, einer  Möglichkeit,  die  in  der  Natur  der  Sache  be- 
gründet und  unabhängig  ist  von  der  urteilenden  Person. 

In  einen  ähnlichen  Gedankenkreis  wie  Chance  verweist 
Meinong  auch  die  Worte  Gefahr  und  Verdacht.  Auch 
hinter  dem  Worte  Gefahr  stecke  in  letzter  Linie  eine  steige- 
rungsfähige Möglichkeit  und  so  auch  hinter  dem  Worte  Ver- 
dacht. Das  erste  findet  eine  gute  Stütze  in  dem  Hinweis  auf 
das  Versicherungswesen,  das  Gefahren  der  verschiedensten 
Grade  kennt  und  in  ihnen  nichts  anderes  als  wohlbegründete 
Möglichkeiten  (des  Eintrittes  materieller  Schäden)  erblickt. 
Bei  Verdacht  oder  Verdächtigkeit  handelt  es  sich  auch  um 
eine  Möglichkeit,  nämlich  um  die  Möglichkeit,  daß  die  davon 
betroffene  Person  eine  böse  Tat,  ein  Verbrechen  begangen 
hat  oder  um  die  Möglichkeit  einer  gerechten  Beschuldigung. 
Aus  der  letzten  Umschreibung  fühlt  man  vielleicht  am  deut- 
lichsten heraus,  daß  der  Verdacht  eine  außerhalb  der  Person 
befindliche  Grundlage  besitzt;  nicht  beirren  lassen  darf  man 
sich  durch  den  Gedanken,  daß  das  Verdächtigtwerden  auch 
mit  von   der   Person   abhängt. 

8.  Als  sehr  bemerkenswert  an  der  Meinongschen  Unter- 
suchung erscheint  mir  die  Erörterung  der  Frage,  wovon  denn 
eigentlich  Möglichkeit  ausgesagt  wird,  als  wessen  Attribut 
sie  anzusehen  ist.  Bei  der  Aufsuchung  der  richtigen  Antwort 
darf  es  sich  um  nichts  anderes  handeln  als  um  ein  Eindringen 
in  den  Sprachgeist,  um  Betätigung  eines  entwickelten  Sprach- 
gefühls.  Dieses  nun  sträubt  sich  dagegen,  wenn  man  es  ver- 

*  Recherches  sur  la  probabilite  des  jugements  en  matiere  criminelle  et 
en  matiere  civil  pr6cedees  des  regles  generales  du  calcul  des  probabilit^s. 
Paris  1837.     Deutsch  von  Schnuse,  S.  i. 
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suchen  will,  von  einem  Objekt  auszusagen,  es  sei  möglich, 
also  z.  B.  von  einem  Berg,  einem  Ofen,  einer  Empfindung, 
einer  Trauer;  während  man  keinem  Widerstand  begegnet,  wenn 
man  Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit  einem  Objektiv  zu- 
schreiben will.  Bei  näherem  Überlegen  findet  man  ungezwun- 
gen, wie  natürlich  sich  ein  Objektiv  schon  vermöge  seiner 
sprachlichen  Form  dem  Möglichkeitsbegriff  anpaßt:  Es  ist 
möglich,  oder  ich  halte  es  für  möglich,  daß  etwas  ist  oder 
so  ist;  in  dem  „daß"-Satze  erkennt  man  die  charakteristische 
Ausdrucksweise  für  ein  Objektiv.  Wird  für  dieses  eine  andere 
Bezeichnung  gewählt,  namentlich  die  in  der  Gestalt  eines 
bloßen  Substantivs,  dann  allerdings  muß  man  darauf  achten, 
daß  man  nicht  ein  Objektiv  irrtümlich  für  ein  Objekt  hält. 
In  treffender  Weise  wird  dies,  wenigstens  für  den  mathe- 
matisch Denkenden,  durch  das  folgende  Beispiel  beleuchtet: 
In  der  Behauptung,  es  sei  unmöglich,  daß  Gleichheit  zwischen 
dem  Kreisumfang  und  dem  Produkt  aus  dem  Durchmesser 
mit  einer  rationalen  Zahl  bestehe,  bezieht  sich  das  Attribut 
Unmöglichkeit  nicht  auf  den  Kreisumfang,  der  ein  Objekt 
ist,  sondern  auf  die  Gleichheit,  das  Gleichsein,  also  auf  einen 
idealen  Gegenstand,  ein  Objektiv. 

Meinong  verkennt  nicht  die  Schwierigkeit,  die  in  dem 
Gebrauch  des  ungewohnten  Worteä  „Objektiv"  für  den  übli- 
chen Terminus  „objektiv"  (wofür  er  daher  auch  lieber  un- 
subjektiv sagt)  gelegen  ist.  Aus  der  Nichtbeachtung  des  We- 
sensunterschiedes könnte  die  Meinung  entstehen,  es  liege  ein 
Widerspruch  darin,  wenn  man  die  Möglichkeit  auf  der  einen 
Seite  als  etwas  Objektives  hinstellt  und  auf  der  andern  Seite 
als  Attribut  eines  Objektivs  erklärt;  ein  und  dasselbe  Stamm- 
wort in  geringfügiger  Modifikation  (das  Objektive  und  das 
Objektiv)  dient  hier  zur  Bezeichnung  ganz  verschiedener  Be- 
griffe. 

Wenn  in  früherer  Zeit  (und  es  geschieht  dies  auch  heute 
noch)  die  Möglichkeit  als  Attribut  eines  Urteils  aufgefaßt 
wurde,  so  hängt  dies  mit  der  engen  in  Nr.  5  bereits  erwähnten 
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Beziehung  der  Urteile  zu  den  Objektiven  zusammen^  welche 
den  Anlaß  gab,  die  Objektive  auch  Urteilsgegenstände  zu  nen- 
nen.'^ Wenn  ein  Möglichkeitsurteil  wie:  „Es  ist  mög- 
lich, daß  A  B  ist"  ausgesprochen  wird,  so  kommt  die  darin 
enthaltene  Möglichkeit  nicht  dem  Urteil  als  solchem,  sondern 
eignet  dem  im  Nachsatze  steckenden  Objektiv. 

9.  Es  liegt  nahe  und  kann  die  Erfassung  wie  in  vielen 
anderen  Fällen  unterstützen,  daß  man  die  verschiedenen  Grade 
der  steigerungsfähigen  Möglichkeit  geometrisch  auf  einer  Ge- 
raden zur  Darstellung  bringt.  Dabei  entsteht  die  Frage,  welche 
Bedeutung  man  den  Endpunkten  zuzuschreiben  hat.  Mei- 
nong  leitet  diese  Darstellung  mit  folgenden  Worten  ein^: 
„Denkt  man  sich  die  Gesamtheit  der  Möglichkeitsgrade  auf 
einer  Geraden  abgebildet,  so  muß  in  einer  solchen  Abbildung 
die  Wirklichkeit  an  das  eine  Ende  dieser  Linie  zu  stehen 
kommen,  indes  diese  am  anderen  Ende,  gleich  jeder  Größen- 
linie, durch  die  Null  begrenzt  sein  muß.  Wirklichkeit  ist  inso- 
fern das  Maximum  der  Möglichkeit,  Möglichkeit  aber  .herab- 
gesetzte Wirklichkeit'."  —  Diese  Betrachtung  macht  still- 
schweigend die  Voraussetzung,  daß  alle  Möglichkeitsgrade 
endlich  sind.  Mir  schiene  eine  andere  Darstellung  in  man- 
cher Hinsicht  zutreffender.  Die  Wirklichkeit  ist  gegenüber 
der  Möglichkeit  ein  Grenzbegriff,  indem  keine  noch  so 
große  Möglichkeit  Wirklichkeit  ist.  Da  würde  denn  der  un- 
endliche Halbstrahl  mit  seinem  uneigentlichen  Punkt  im  Un- 
endlichfernen der  Sachlage  besser  entsprechen;  dieser  un- 
eigentliche Punkt  wäre  das  Bild  der  Wirklichkeit.  Dem  kann 
freilich  entgegengehalten  werden,  daß  es  nicht  passend  ist,  die 
so  leicht  zugängliche  Wirklichkeit  durch  einen  uneigentlichen, 
also  nicht  erreichbaren  Punkt  darzustellen.  Bleibt  man  also 
bei  der  Verbildlichung  im  Endlichen,  dann  wäre  besser  zu 
sagen,  die  Wirklichkeit  sei  die  obere  Grenze  der  Mög- 
lichkeit und  nicht  ihr  Maximum,  —  An  der  obigen  Fassung 


'  Meinong,  S.  30.  "  S.  90. 
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ist  noch  auszustellen,  daß  dem  untern  Endpunkt  wohl  die 
Null  (als  Zahl),  nicht  aber  eine  sachliche  Bedeutung  zugeord- 
net ist,  und  daß  von  der  dem  obem  Endpunkt  entsprechenden 
Zahl  nichts  gesagt  ist.  Verschiedene  Erwägungen  lassen  in- 
dessen Zweifel  zu,  ob  mit  dem  Worte  „Wirklichkeit"  alles 
das  gedeckt  ist,  was  hier  auftreten  kann;  denn  der  Begriff  des 
Existierens,  an  den  man  dabei  in  erster  Linie  denkt,  wäre  zu 
eng,  weü  nur  für  Objekte  zutreffend.  Bei  der  Ausschau  nach 
einer  umfassenderen  Bezeichnung  verfällt  Meinong  auf  das 
im  gewöhnlichen  Sprachgebrauch  kaum  anzutreffende  Wort 
Tatsächlichkeit  (in  der  Form  dem  Worte  Wirklichkeit 
nachgebildet,  dem  gebräuchlichen  „Tatsache"  nahestehend). 
Der  Unterschied,  der  mit  dieser  Namengebung  getroffen  wer- 
den soll,  liegt  nicht  gerade  offen  zutage.  Wirklichkeit  und 
Tatsächlichkeit  können  sich  ebensowohl  auf  Objekte  als  auf 
Objektive  beziehen;  im  ersten  Falle  handelt  es  sich  um  tat- 
sächliche Existenz,  im  zweiten  Falle  um  tatsächlichen 
Bestand.  Am  besten  vermag  ein  Beispiel  die  Sache  zum 
Bewußtsein  zu  bringen.  Die  Aussage,  „daß  es  Antipoden 
gibt",  ist  ein  Objektiv,  das  sich  auf  ein  Objekt  mit  tatsäch- 
licher Existenz  bezieht;  „daß  es  zu  jedem  Kreise  ein  regel- 
mäßiges Sechseck  gibt,  das  ihm  auf  beliebig  viele  Arten  ein- 
geschrieben werden  kann",  ist  eine  Aussage,  in  der  es  sich 
um  einen  idealen  Gegenstand  handelt,  dem  nur  tatsächlicher 
Bestand  zukommt. 

Der  Umstand,  daß  „Wirklichkeit"  auch  Objektiven  attri- 
buierbar  ist,  veranlaßt  Meinong,  „Tatsächlichkeit"  für  Ob- 
jektive allein  vorzubehalten  und  sie  als  dasjenige  zu  erklären, 
was  der  Möglichkeit  als  deren  obere  Grenze  (besser  als  der 
von  Meinong  gebrauchte  Terminus  Maximum)  gegenüber- 
zustellen ist.  —  Nicht  befreunden  kann  ich  mich  mit  der  Wen- 
dimg, Möglichkeit  sei  herabgesetzte  oder  gleichsam  noch  un- 
fertige Tatsächlichkeit,  weil  ich  finde,  daß  damit  den  Be- 
griffen der  Tatsächlichkeit  und  Möglichkeit  eher  Gewalt  an- 
getan wird  als  daß  sie  eine  Klärung  erführen.    Ebenso  kann 
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ich  mich  nicht  einverstanden  erklären,  daß  die  ursprünglich 
als  Möglichkeitslinie  bezeichnete  geometrische  Darstel- 
lung nunmehr  den  Namen  Tatsächlichkeitslinie  erhal- 
ten soll;  die  erstere  Bezeichnung  kennzeichnet  die  Hauptmasse 
dessen,  was  auf  der  Linie  zur  Verbildlichung  kommt,  während 
die  andere  nur  den  obern  Endpunkt  trifft. 

Nunmehr  erhält  auch  der  untere  Endpunkt  eine  sachliche 
Bedeutung,  er  wird  zum  Bild  der  Tatsächlichkeit  des  Gegen- 
teils und  erhält  den  Namen  Untatsächlichkeitspunkt, 

Sowie  der  Tatsächlichkeit  die  Tatsächlichkeit  des  Gegen- 
teils in  der  Untatsächlichkeit  zugeordnet  ist,  so  besteht  auch 
eine  Zuordnung  zwischen  der  Möglichkeit  irgendeines  Gra- 
des und  der  Möglichkeit  des  Gegenteils,  und  zwei  einander 
so  zugeordnete  Möglichkeitsgrade  werden  als   Gegenmög» 
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Fig.  I.  Fig.  2. 

lichkeiten  erklärt.  Der  ganze  Sachverhalt  kann  dann  auf 
einer  Möglichkeitsdoppellinie  zur  Darstellung  gebracht  wer- 
den, wie  es  Fig.  i  zeigt,  wo  die  Zeichen  T,  ÜT ,  M,  GM  der 
Reihe  nach  Tatsächlichkeit,  Untatsächlichkeit,  Möglichkeit  und 
Gegenmöglichkeit  bedeuten. 

10.  Es  wird  indessen  die  Frage  zu  erwägen  sein,  ob  nicht 
andere  Bedeutungen  der  Endpunkte  der  Möglichkeitslinie  sich 
dem  Begriff  der  Möglichkeit  besser  anpassen  würden.  Zwei 
Wortepaare  bieten  sich  für  den  obern  und  den  untern  End- 
punkt an:  Sein  und  Nichtsein,  Notwendigkeit  und  Unmöglich- 
keit. Ohne  auf  die  schwer  verständlichen  Wesensunterschei- 
dungen einzugehen,  die  Meinong  zwischen  Tatsächlichkeit 
und  Sein  konstruiert  ^  sei  nur  auf  den  einen,  leichter  faßbaren, 
weil  sprachgemäßen  Umstand  hingewiesen,  daß  Sein  auch  von 
Objekten,  ja  von  diesen  in  erster  Linie,  ausgesagt  wird  und 

»  S.  i04ff. 
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daher  zur  Möglichkeit  nicht  paßt,  die  vornehmlich  ein  Attribut 
von  Objektiven  ist.  Der  Versuch,  Tatsächlichkeit  durch  Sein, 
Untatsächlichkeit  durch  Nicht-sein  zu  ersetzen,  wird  somit  ab- 
gelehnt. —  Anders  steht  es  mit  dem  zweiten  Gedanken.  Schon 
der  naiven  Auffassung  erscheint  die  Begriffsfolge:  Unmög- 
lichkeit, Möglichkeit,  Notwendigkeit  natürlicher  als  die:  Un- 
tatsächlichkeit, Möglichkeit,  Tatsächlichkeit.  Denn  es  läßt  sich 
nicht  in  Abrede  stellen,  daß  die  letztere  mit  ungewohnten  Aus- 
drücken arbeitet,  in  deren  Sinn  man  sich  erst  hineindenken 
muß.  In  der  erstangeführten  Wortfolge  findet  insbesondere 
ein  naturgemäßer  Anschluß  des  untern  Endes  an  den  Kern 
statt.  Es  sprechen  aber  noch  tiefere  Erwägungen  für  die  neue 
Bezeichnung,  die  in  Fig.  2  der  früheren  gegenübergestellt  ist. 
Es  liegt  nämlich  ein  Vorzug  der  Darstellung  II  darin,  daß  bei 
ihr  die  Negierung  der  Endpunkte  auf  Punkte  im  Innern  schlie- 
ßen läßt,  was  bei  der  Darstellung  I  nicht  der  Fall  ist.  Das  ist 
so  zu  verstehen: 

Negierung  der  Notwendigkeit  .  .  .  führt  auf  Möglichkeit 
(und  Unmöglichkeit), 

Negierung  der  Unmöglichkeit  .  .  .  führt  auf  Möglichkeit 
(und  Notwendigkeit); 
mit  andern  Worten:  schließt  man  das  „muß"  aus,  so  bleibt 
das  „kann"  und  „kann  nicht"  noch  offen;  schließt  man  das 
„kann  nicht"  aus,  so  bleiben  „kann"  und  „muß"  übrig. 
Hingegen  ist 

Negierung  der  Tatsächlichkeit  .  .  .   Untatsächlichkeit, 

Negierung   der   Untatsächlichkeit  .  .  .   Tatsächlichkeit, 
und  für  Möglichkeit  bleibt  kein  Platz  übrig.  ^^ 


*°  Indessen  gibt  Meinong  der  Sache  eine  Wendung,  die  auch  der 
Möglichkeit  Raum  läßt,  und  zwar  mit  Hilfe  des  Begriffs  der  unvollständi- 
gen Gegenstände.  Ein  unvollstärdiger  Gegenstand  ist  „das  Dreieck".  Daß 
„das  Dreieck"  rechtwinklig  ist,  hat  weder  Tat«ächlichkeit  noch  Untatsäch- 
lichkeit, und  dasselbe  gilt  von  dem  entgegengesetzten  Objektiv,  daß  „das 
Dreieck"  nicht  rechtwinklig  ist;  und  doch  bleibt  für  beides  die  Möglichkeit 
offen.    Auf  diese  Weise  —  d.  h.  wenn  man  vollständige  Gegenstände  grund- 


l3  I.  Möglichkeit  und  Wahrscheinlichkeit 

Es  unterliegt  keinem  Zweifel,  daß  die  Begrenzung  der  Mög- 
lichkeitslinie mit  Notwendigkeit  einerseits  und  mit  Unmöglich- 
keit anderseits   die  natürlichere  ist. 

11.  Einige  Begriff  sauf  Stellungen,  die  Meinong  mit  der 
Möglichkeit  in  Verbindung  bringt,  scheinen  mir,  so  interessant 
sie  vom  logischen  Gesichtspunkte  sein  mögen,  keine  prak- 
tische Bedeutung  zu  haben,  ja  der  greifbaren  Unterlage  zu 
entbehren.  ^^  Das  gilt  von  dem,  was  unter  dem  Namen  „Mög- 
lichkeitsgesetz des  Potius"  verstanden  sein  soll.  Dieses  Ge- 
setz sagt  aus,  die  größere  Möglichkeit  „schließe"  jede  klei- 
nere, die  Tatsächlichkeit  also  jede  Möglichkeit  „ein*',  mit 
Ausschluß  der  untern  Grenze,  der  Untatsächlichkeit.  Es  ist 
nicht  recht  zu  begreifen,  was  unter  dem  „Einschließen"  ver- 
standen werden  soll;  darüber  hilft  auch  der  Ausspruch  nicht 
hinweg,  was  tatsächlich  ist,  müsse  auch  (in  irgendeinem  Grade) 
möglich  sein;  denn  ist  etwas  tatsächlich,  so  kann  es  nicht  zu- 
gleich auch  bloß  möglich  sein.  Auch  der  Hinweis  auf  „Dis- 
position" vermag  keine  Aufklärung  darüber  zu  bringen,  was 
mit  dem  Gesetz  gesagt  sein  will;  es  ist  richtig,  wer  die  Fähig- 
keit oder  die  Disposition  besitzt,  ein  großes  Gewicht  zu  he- 
ben, kann  auch  ein  kleineres  bewältigen,  und  wer  ein  schwieri- 
ges Klavierstück  spielen  kann,  wird  es  auch  mit  einem  leich- 
teren treffen.  Ich  vermag  aber  bei  der  Möglichkeit  nichts  zu 
erkennen,  was  diesem  Sachverhalt  ähnlich  wäre. 

Ebensowenig  wie  das  Gesetz  des  Potius  scheint  die  darauf 
gegründete  Unterscheidung  zwischen  einer  „Auchmöglichkeit" 
und  einer  „Nurmöglichkeit"  ohne  praktische  Bedeutung  zu 
sein.  „Auchmöglich"  soll  etwas  heißen,  dem  man  die  Mög- 
lichkeit wegen  der  (einmal)  konstatierten  Tatsächlichkeit  zu- 
schreibt; die  Bezeichnung  „nurmöglich"  soll  dort  angewendet 

sätzlich  ausschließt,  von  welchen  nur  das  eine  oder  das  andere  Extrem  gel- 
ten kann  —  kann  also  durch  Negierung   der  Tatsächlichkeit   und   der  Un- 
tatsächlichkeit doch  auch  der  Weg  zur  Möglichkeit  gefunden  werden. 
'^  S.  97ff. 
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werden,  wo  es  sich  um  eine  eigenberechtigte,  also  nicht  um  eine 
bloß  aus  der  Tatsächlichkeit  erschlossene  Möglichkeit  handelt. 

12.  Bisher  ist  nur  von  den  Endpunkten  der  Möglichkeitslinie 
gesprochen  worden,  nicht  aber  von  der  Einrichtung  der  auf  ihr 
aufgetragenen  Stufenleiter.  Da  es  sich  um  die  Darstellung 
von  Möglichkeiten,  also  von  etwas  Unräumlichem,  handelt, 
so  erfordert  es  Überlegung,  wie  die  Abbildung  getroffen  wer- 
den soll,  damit  sie  die  Vorstellung  von  dem  Abzubildenden 
möglichst  treffe. 

Hierzu  gibt  Meinong  zwei  Alternativen.  ^^  Ordnet  man 
der  Tatsächlichkeit  die  Zahl  i  zu,  so  entsprechen  den  Mög- 
lichkeiten Zahlen  zwischen  o  und  i,  also  echte  Brüche. 

Bezüglich  der  ersten  Alternative  heißt  es:  „Da  die  Tat- 
sächlichkeit (im  uneigentlichen  Sinne)  von  der  Möglichkeit 
I  ebensoweit  absteht  wie  die  Möglichkeit  l  von  der  Möglich- 
keit ^,  so  sollte  dem  Erfordernis  der  gleichen  Distanzen  gemäß 
auch  zwischen  den  zugehörigen  Bildpunkten  der  gleiche  Ab- 
stand gesetzt  werden,  dann  natürlich  nicht  minder  zwischen 
^  und  i,  l  und  ^^  usf.  ins  Unendliche,  ohne  daß  je  der  Null- 
punkt in  der  Abbildung  zu  erreichen  wäre."  Daraus  ersieht 
man,  daß  Meinong  als  „Abstand"  zweier  Möglichkeiten  das 
Verhältnis  ihrer  Maßzahlen  auffaßt.  Die  daraus  entspringende 
Abbildung  I,  Fig.  3,  wahrt  den  Gedanken  der  Abstandsgieich- 
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heit,  die  Möglichkeiten  sind  durch  Punkte  versinnlicht,  der 
Untatsächlichkeitspunkt  als  Nullptmkt  hat  im  Endlichen  keinen 
Platz,  ist  vielmehr  durch  den  uneigentlichen  unendlich  fernen 
Punkt  vertreten. 
Die  zweite  Alternative  besteht  darin,  daß  man  den  Punkten 
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der  Möglichkeitslinie  die  vom  Nullpunkt  aus  gezählten  S  t  r  e  k  - 
ken  zuordnet  als  Bilder  der  betreffenden  Möglichkeiten,  II, 
Fig.  3;  bei  der  so  erhaltenen  Abbildung  ist  der  Forderung  der 
Ähnlichkeit,  nicht  aber  jener  der  Abstandsgleichheit  genügt, 
der  Untatsächlichkeitspunkt  bekommt  seinen  Platz  im  End- 
lichen.   Darin  liegt  ein  Vorzug  der  zweiten  Abbildungsweise. 

13.  Nun  wäre  äußerlich  alles  geordnet,  was  sich  auf  die 
Möglichkeitslinie  bezieht.  Es  erhebt  sich  aber  die  Frage,  ob 
in  der  Welt  des  Wirklichen  Raum  für  Möglichkeiten  vorhan- 
den ist,  ob  die  ganze  Darstellung  durch  die  Möglichkeitslinie 
einen  vernünftigen  Sinn  hat,  da  es  doch  nach  dem  Satze  vom 
ausgeschlossenen  Dritten  zwischen  Tatsächlichem  und  seiner 
Negierung,  dem  Untatsächlichen,  kein  Zwischending  geben 
sollte,  als  welches  eben  die  Möglichkeit  auftauchen  soll.  Die 
Frage  würde,  anschaulich  gesprochen,  dahin  führen,  nach 
einem  „Raum"  zu  suchen,  in  welchem  der  Satz  vom  ausge- 
schlossenen Dritten  keine  Geltung  hat  und  so  daher  die  Mög- 
lichkeiten untergebracht  werden  können.  Die  zu  dieser  höchst 
bemerkenswerten  Fragestellung  von  Meinong  beigebrachten 
Untersuchungen  gehören  nach  meinem  Urteil  zu  den  schwierig- 
sten seines  Buches,  weil  sie  ein  sehr  hohes  Maß  von  Abstrak- 
tion erfordern.  Hier  sei  nur  kurz  angedeutet,  daß  der  Schlüssel 
zur  Lösung  in  der  Unterscheidung  zwischen  vollständigen  und 
unvollständigen  Gegenständen  gelegen  ist,  auf  die  schon  in 
Nr.  6  hingewiesen  wurde. 

Ein  bestimmtes  Dreieck  stellt  einen  vollständigen  Gegen- 
stand dar.  Das  Objektiv  „Rechtwinkligkeit"  hat  bei  ihm  ent- 
weder Tatsächlichkeit  oder  Untatsächlichkeit,  d.  h.  das  Dreieck 
ist  entweder  rechtwinklig  oder  ist  es  nicht,  ein  Drittes  ist 
undenkbar.  Hier  ist  das  Material  des  Objektivs  ein  idealer 
Gegenstand  (eben  das  Dreieck),  der  nur  Bestand  hat.  Das 
Material  kann  indessen  auch  ein  reales  Objekt,  also  ein  Exi- 
stierendes sein.  Von  einer  bestimmten  Person  kann  man  nur 
aussagen,  daß  sie  rothaarig  ist  oder  daß  sie  es  nicht  ist;  eine 
dritte   Aussage   in   bezug    auf   das   Objektiv  „Rothaarigkeit"   ist 
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bei  ihr  ausgeschlossen.  Anders  steht  es  bei  einem  unvollständi- 
gen Gegenstand.  Vom  Dreieck  „an  sich"  läßt  sich  weder  be- 
haupten, daß  es  rechtwinklig,  noch  daß  es  nicht  rechtwinklig 
ist,  aber  es  bleibt  die  Möglichkeit  der  Rechtwinkligkeit  offen. 
So  ist  es  auch  mit  der  Rothaarigkeit  bei  einer  nicht  näher  be- 
zeichneten Person,  die  in  ihrer  Unbestimmtheit  einen  unvoll- 
ständigen Gegenstand  bildet.  In  diesem  Sinne  ist  es,  daß  man 
auch  von  Objekten  Möglichkeiten  prädizieren  kann. 

Von  einem  unvollständigen  Gegenstand  ohne  Einschränkung 
wird  man  sprechen,  wenn  alles  unbestimmt  bleibt,  was  nicht 
zum  Wesen  des  Begriffs  gehört.  Werden  einige  Bestimmungen 
hinzugefügt,  so  soll  von  einem  vervollständigten  Gegenstand 
gesprochen  werden,  dem  immer  noch  (im  allgemeinen  unbe- 
grenzt viele)  Bestimmungen  zu  einem  vollständigen  Gegen- 
stande fehlen.  So  kann  es  Gegenstände  derselben  Art  von 
verschiedenem  Grade  der  Unbestimmtheit  geben.  Beispiels- 
weise ist  „das  gleichschenklige  Dreieck"  gegenüber  „dem  Drei- 
eck" ein  vervollständigter  Gegenstand,  und  wiederum  kann  von 
ihm  Rechtwinkligkeit  weder  behauptet  noch  negiert  werden; 
jedoch  bleibt  Raum  für  ihre  Möglichkeit,  diese  aber  ist  eine 
andere  als  beim  uneingeschränkt  unvollständigen  Dreieck.  Die 
unvollständigen  Gegenstände  verschiedener  Grade  der  UnvoU- 
ständigkeit  sind  es  nun,  welche  die  Domäne  der  Möglichkeit 
ausmachen;  bei  ihnen  ist  der  Satz  vom  ausgeschlossenen 
Dritten  außer  Geltung. 

Die  volle  Erfassung  eines  vollständigen  Gegenstandes,  d.  h. 
das  simultane  Gegenwärtighalten  aller  seiner  Bestimmungen 
erweist  sich  selbst  bei  einfachen  Gegenständen  als  unmöglich. 
Wir  substituieren  einem  vollständigen  Gegenstand,  dem  Ziel 
unserer  Betrachtung,  einen  unvollständigen,  wenn  auch  mehr 
oder  weniger  vervollständigten,  einen  Hilfsgegenstand.  Mei- 
n  o  n  g  nimmt  Anlaß,  diesem  Sachverhalt  durch  Unterscheidung 
zweier  Arten  von  Möglichkeit  Rechnung  zu  tragen.  Als  reine 
Möglichkeit  bezeichnet  er  eine  auf  einen  unvollständigen,  von 
allen    entbehrlichen    Ergänzungen    oder    Vervollständigungen 
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freien  Gegenstand  bezügliche  Möglichkeit;  üir  stellt  er  als 
angewandte  eine  Möglichkeit  gegenüber,  die  von  einem 
unvollständigen  Gegenstand  auf  einen  durch  ihn  vertretenen 
vollständigen  übertragen  wird.  Diese  Übertragung  ist  nicht 
frei  von  subjektiven  Momenten,  herrührend  von  den  Vervoll- 
ständigungen, die  das  urteilende  Subjekt  je  nach  seinem  Wis- 
sen an  dem  Hüfsgegenstand  anbringt.  —  Wie  mir  scheint, 
sind  diese  Betrachtungen  sehr  wohl  geeignet,  die  Erfassung 
des  Möglichkeitsbegriffs  zu  unterstützen. 

14.  Vom  philosophischen  Gesichtspunkte  aus  ist  die  Frage 
des  „Wodurch"  und  „Wie"  der  Erfassimg  und  des  Erkennens 
von  Möglichkeiten  begreiflicherweise  von  dem  größten  In- 
teresse. In  der  Tat  sieht  man  sich,  Möglichkeiten  gegenüber- 
gestellt, vor  Sachverhalten,  die  so  ganz  anderer  Art  sind  als 
die  Erfassung  und  Erkennung  physischer  Eigenschaften  und 
Erscheinungen.  Hier  bildet  die  reale  Wirklichkeit  die  Grund- 
lage, die  äußern  Sinne  besorgen  die  Vermittlung  und  führen 
dem  Intellekt  das  Material  zur  Gewinnung  von  Erkenntnissen 
zu.  Farbe  kann  man  sehen,  den  Ton  kann  man  hören,  und 
wiederholt  gesehene  Farben  und  gehörte  Töne,  bzw.  ihre  Re- 
siduen^ machen  das  Substrat  aus  für  die  an  den  Begriffen 
Farbe,  Ton  zu  vollziehende  Denkarbeit. 

An  der  Möglichkeit  findet  sich  nichts  dergleichen,  man 
möchte  sagen,  nichts  Greifbares,  was  sich  dem  Denkvermögen 
so  unmittelbar  darböte.  Bei  der  Umschau  um  das,  was  hier 
als  Grundlage  zu  dienen  hätte,  erweist  sich  die  oben  heran- 
gezogene reale  Wirklichkeit  als  zu  eng;  ist  doch  schon  fest- 
gestellt worden,  daß  Objekte,  worunter  sich  eben  auch  wirk- 
liche Dinge  befinden,  nur  unter  besonderen  Voraussetzungen 
das  Subjekt  von  Möglichkeiten  bilden  können.  Als  umfassen- 
der und  den  hier  anzutreffenden  Sachverhalten  adäquat  erweist 
sich  das,  was  Meinong  unter  den  Begriff  der  „Tatsächlich- 
keit" gestellt  hat;  die  reale  Wirklichkeit  ist  darin  als  beson- 
derer Fall  mit  enthalten.  Meinong  eröffnet  seine  Darlegun- 
gen, deren  oberstes  Ziel  es  ist,  zu  zeigen,  daß  Tatsächlich- 


14.  Kollektive  2T, 

keit  die  Quelle  berechtigter^^  Möglichkeiten  ist, 
mit  einem  vortrefflich  gewählten  Beispiel,  i* 

Über  die  mit  Ausschluß  Fremder  durchgeführten  Beratun- 
gen einer  Körperschaft  dringen  Nachrichten  in  die  Öffentlich- 
keit; somit  muß  ein  Mitglied  der  Körperschaft  Vertrauens- 
bruch begangen  haben.  Die  Folge  dieser  Tatsächlichkeit  ist, 
daß  nun  auf  jedem  Mitglied  der  Verdacht  lastet,  es  habe  sich 
der  Indiskretion  schuldig  gemacht;  Verdacht  ist  aber  Mög- 
lichkeit. Hier  empfindet  man  deutlich,  daß  Tatsächlichkeit 
zur  Quelle  von  Möglichkeiten  geworden  ist.  i^  —  Von  diesem 
Beispiel  abstrahiert  Meinong  einen  allgemeinen  Satz  und 
knüpft  daran  die  Einführung  eines  Begriffes,  der  sich  hier  als 
außerordentlich  fruchtbar  und  anpassungsfähig  erweist.  Der 
Satz  lautet:  „Enthält  ein  Kollektiv  wie  immer  gearteter  Ge- 
genstände unter  seinen  Bestandstücken  eines,  dem  eine  bestimmte 
Eigenschaft  X  tatsächlich  zukommt,  dann  gilt  für  ein  beliebi- 
ges Bestandstück  dieses  Kollektivs,  daß  ihm  die  Eigenschaft 
möglicherweise  zukonlmt;  aus  jener  Tatsächlichkeit  folgt 
diese  Möglichkeit."  In  dem  Wortlaute  des  Satzes  erscheint 
auch  schon  der  Name  für  den  berührten  Begriff;  es  ist  der 
Begriff  des  Kollektivs,  dessen  methodische  Verwendung 
in  diesem  Gebiete  Meinong  auf  G.  Helm  zurückführt. 

Die  in  dem  Satze  ausgedrückte  Schlußweise  von  der  Tat- 


*'  Man  kann  auch  Möglichkeiten  meinen,  glauben,  behaupten,  für  die 
keine  Grundlage  vorhanden  oder  nachweisbar  ist;  solche  Möglichkeiten 
werden  in  der  Regel  unberechtigt  sein.  ^*  S.  301. 

^^  Man  kann  auch  wohl  im  allgemeinen  von  einer  Möglichkeit  des  Ver- 
trauensbruchs durch  Mitglieder  beratender  Körperschaften  sprechen  und  sich 
dabei  auf  Erwägungen  allgemeiner  Natur  oder  auf  fernliegende  Erfahrungen 
(Tatsächlichkeiten)  berufen,  so  wie  man  von  der  Möglichkeit  des  Ziehens 
einer  roten  Kugel  aus  einer  Urne  sprechen  kann,  einfach  darum,  weil  es 
denkbar  ist,  daß  sich  in  einer  Urne  rote  Kugeln  befinden.  Hier  aber  han- 
delt es  sich  um  bestimmte  Gegenstände,  nämlich  um  die  Mitglieder  der 
Körperschaft,  aus  der  die  Nachrichten  widerrechtlich  nach  außen  gedrungen 
sind,  denen  die  Möglichkeit  zugeschrieben  wird,  und  es  ist  eine  bestimmte 
Tatsächlichkeit,  auf  die  sich  die  Berechtigung  der  Möglichkeitsaussage  gründet. 
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sächlichkeit  bei  einem  Kollektivgliede  auf  die  Möglichkeit  bei 
allen  führt  Meinong  unter  der  Bezeichnung  Partizipa- 
tionsprinzip in  seine  Betrachtungsweise  ein  und  nennt  (bild- 
lich gesprochen)  das  Übergreifen  der  an  einem  Gliede  tatsäch- 
lich vorhandenen  Modalität  auf  alle  Glieder  die  Modalpar- 
tizipation. Dem  Partizipationsprinzip  gegenüber  verhalten 
sich  alle  Glieder  des  Kollektivs  gleich,  das  mit  der  Eigen- 
schaft X  behaftete  ebenso  wie  die  andern.  Das  liegt  daran, 
daß  der  Urteilende  sich  hierüber  in  Unwissenheit  befindet. 
So  stehen  ihm  bei  dem  obigen  Beispiel  alle  Mitglieder  der  be- 
ratenden Körperschaft  völlig  gleich  gegenüber. 

Zur  Bildung  von  Kollektiven  durch  Zusammenfassung  von 
Gegenständen  sei  gleich  eine  Bemerkung  gemacht.  Der  Vor- 
gang hat  gewisse,  durch  die  Forderung  eines  „vernünftigen" 
Denkens  gezogene  Schranken.  Prinzipiell  könnte  man  ja  die 
verschiedenartigsten  Gegenstände  zu  einem  Kolbktiv  vereini- 
gen und  vom  Partizipationsprinzip  in  bezug  auf  diese  oder 
jene  Modalität  Gebrauch  machen.  Aber  die  vernünftige  Hand- 
habung der  Begriffe  schließt  solch  ein  unbeschränktes  Vor- 
gehen aus.  „Einmal  sind  die  Kollektive  jederzeit  aus  seienden, 
näher  entweder  existierenden  oder  bestehenden  Komponenten 
zusammengesetzt;  dann  aber  ist  das  so  in  ein  Kollektiv  ein- 
bezogene Existierende  oder  Bestehende  jederzeit  ent- 
weder innerlich  oder  doch  mindestens  äußerlich  zusammenge- 
hörig, d.  h.  entweder  von  verwandter  Beschaffenheit  oder 
durch  ein  zwar  gleichsam  von  außen  hinzutretendes,  aber  nicht 
etwa  durch  die  Willkür  des  erfassenden  Subjekts  hineinge- 
tragenes Moment  zusammengehalten."  Die  Urnen  mit  ihren 
Inhalten  an  Kugeln,  die  Kartenspiele  mit  ihren  einzelnen  Blät- 
tern sind  wohl  die  einfachsten  Kollektive,  wie  sie  schon  längst 
in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  Verwendung  standen, 
und  sicher  der  Keim  des  verallgemeinten  und  ausgebildeten 
Kollektivbegriffs. 

15.  Hinsichtlich  der  Auslegung  des  Partizipationsprinzips, 
das  in   Meinongs   Darstellung   eine   so   wesentliche     Rolle 
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spielt,  vermag  ich  nicht,  in  allen  Punkten  mit  ihm  übereinzu- 
stimmen. Wenn  er  von  Ausstrahlung  der  Tatsächlichkeit,  ja 
selbst  von  ihrer  Aufteilung  auf  die  Kollektivglieder  spricht, 
so  unterläßt  er  es  nicht,  eine  solche  Redeweise  ausdrücklich 
als  bildlich  zu  kennzeichnen;  unter  diesem  Vorbehalte  ist  auch 
gar  nichts  dagegen  einzuwenden,  wenn  man  von  der  darin 
liegenden  Anschaulichkeit  Gebrauch  machen  will.  Sehr  wich- 
tig erscheint  der  wiederholte  Hinweis  darauf,  daß  bei  der 
Anwendung  des  Partizipationsprinzips  die  Kollektivglieder  le- 
diglich in  ihrer  Eigenschaft  als  solche,  also  mit  Ausschluß 
jedes  besondern  Wissens  über  sie  in  Betracht  kommen.  Ohne 
Beachtung  dieses  Gesichtspunktes  können  sich  mißverständ- 
liche Auffassungen  und  scheinbare  Widersprüche  ergeben. 

Wir  gehen  nun  auf  das  erste  von  Meinong  zu  den  Kollo- 
kationskollektiven  behandelte  Beispiel ^^  ein  und  lernen 
dabei  zugleich  die  einfachste  An  von  Kollektiven  kennen: 
Die  in  einer  Urne  enthaltenen  Kugeln,  die  beiden  Seiten  einer 
Münze,  die  Seiten  eines  Würfels,  die  Blätter  eines  Karten- 
spiels sind  gewissermaßen  nur  durch  die  Tatsache  des  Bel- 
sammenliegens  zu  einem  Kollektiv  zusammengefaßt,  darum  der 
Name  Kollokationskollektiv.  Auf  ein  solches  bezieht  sich  dieses 
erste  Beispiel,  auf  eine  Urne,  von  der  man  bloß  weiß,  daß 
6ie  vier  Kugeln  enthält  und  daß  eine  davon  rot  ist.  Im  Sinne 
des  Partizipationsprinzips  folgt  daraus  der  Schluß,  „daß  jede 
von  den  Kugeln  diese  eine,  also  jede  rot  sein  kann".  Dieser 
Formulierung  wird  man  sich  wohl  ohne  weiteres  anschließen. 
Aber  die  weiteren  Konsequenzen,  die  damit  begründet  werden, 
daß  es  sich  bei  dem  Partizipationsprinzip  um  eine  objektive 
Auffassung  handelt,  die  nicht  an  unserem  Wissensstande  hän- 
gen kann,  dürften  kaum  Zustimmung  finden.  So  heißt  es: 
„Ist  etwa  neben  der  roten  eine  gelbe  Kugel  zu  sehen,  so  darf 
dieser  die  Möglichkeit,  rot  zu  sein,  nicht  abgesprochen  werden, 
eine  Konsequenz,   die  vorerst  verwunderlich  genug  aussieht^ 
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aber  man  nimmt  an  ihr  nur  so  lange  Anstoß,  als  man  unbe- 
dacht läßt,  daß  der  gelben  Kugel  die  Möglichkeit,  rot  zu 
sein,  nicht  kurzweg  zukommt,  sondern  nur  als  Kugel  dieses 
Kollektivs."  Das  heißt  also  doch  wieder:  die  gelbe  Kugel 
kann  rot  sein.  Noch  schärfer  tritt  das  Unannehmbare  dieser 
Auslegungsweise  in  dem  zweiten  Beispiel  hervor,  mit  dem  auch 
die  Dehnbarkeit  des  Kollektivbegriffs  illustriert  werden  soll. 
Aus  einem  Zimmer,  in  dem  sich  verschiedene  Einrichtungs- 
stücke befinden,  hört  man  Klavier  spielen  —  die  Einrichtungs- 
stücke mit  Einschluß  des  Klaviers  bilden  das  Kollokations - 
kollektiv,  diesmal  im  wörtlichen  Sinne.  Die  Modalität,  die 
jetzt  dem  Partizipationsprinzip  unterzogen  wird,  ist  die  Spiel- 
barkeit.  Und  da  heißt  es:  „An  dieser  Tatsache  (daß  eines 
der  Einrichtungsstücke  ein  Klavier  sein  muß)  partizipieren 
modal  alle  Einrichtungsstücke  des  Zimmers,  so  daß  auch  dem 
Tisch  oder  Sessel,  der  etwa  in  diesem  Zimmer  steht,  die  Mög- 
lichkeit  zuzuschreiben   ist,   auf  ihm   Klavier   zu   spielen." 

Ich  kann  mich  dieser  Auslegung  des  Partizipationsgedankens 
nicht  anschließen,  und  Ausdrucksweisen  wie  die:  irgendeine 
Kugel  kann  rot  sein,  auf  irgendeinem  Einrichtungsstück  des 
betreffenden  Zimmers  ist  es  möglich,  Klavier  zu  spielen,  er- 
scheinen mir  unzulässig. 

Die  Tatsache  des  Vorhandenseins  einer  roten  Kugel  in 
der  Urne,  eines  Klaviers  in  dem  Zimmer,  ist  ohne  Zweifel  der 
Ursprung  der  hier  in  Frage  kommenden  Möglichkeit.  Aber  mit 
dieser  Möglichkeit  steht  es  nach  meiner  Auffassung  so :  Wenn 
ich  die  vier  Kugeln  in  der  Urne  mit  fortlaufenden  Nummern 
bezeichne,  ebenso  die  Einrichtungsstücke  in  dem  Zimmer,  und 
wenn  ich  jemandem  das  bloße  Nummernverzeichnis  einmal 
der  Kugeln,  ein  andermal  der  Einrichtungsstücke  vorlege,  ihm 
auch  die  Tatsache  des  Vorhandenseins  einer  roten  Kugel, 
bzw.  eines  Klaviers  mitteile,  so  wird  er,  auf  eine  Nummer 
hinweisend,  sagen  können:  Die  unter  diese  Nummer  fallende 
Kugel  kann  die  rote  sein,  das  unter  diese  Nummer  fallende 
Einrichtungsstück  kann  das  Klavier  sein.    Aber  nicht:  Es 
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ist  möglich,  daß  die  unter  diese  Nummer  fallende  Kugel  rot 
ist,  daß  ich  auf  dem  unter  diese  Nummer  fallenden  Einrich- 
tungsstück Klavier  spielen  kann.  Bei  dieser  Auffassung  hört 
meines  Erachtens  die  Paradoxie  auf,  die  darin  gelegen  ist, 
einer  gelben  Kugel  die  Möglichkeit  zuzumuten,  rot  zu  sein, 
oder  einem  Sessel  die  Möglichkeit,  auf  ihm  Klavier  zu  spielen. 
Dann  entfällt  aber  auch  die  Alternative :  ^'^  Entweder  die  Konse- 
quenzen der  restriktiven  Betrachtungsweise  (die  Restriktion 
soll  darin  bestehen,  daß  man  die  Gegenstände  nur  als  Glieder 
des  Kollektivs  nimmt)  auf  sich  nehmen  oder  auf  die  Anwen- 
dung des  Möglichkeitsgedankens  auf  Existierendes  und  Be- 
stehendes verzichten. 

In  dem  Beispiel  mit  den  Kugeln  mag  man  immerhin  statt 
der  Wendung  „daß  die  unter  die  bezeichnete  Nummer  fallende 
Kugel  die  rote  ist"  die  kürzere  gebrauchen,  „daß  sie  rot  ist", 
aber  in  dem  zweiten  Beispiel  fällt  die  Unzulässigkeit  der  Wen- 
dung „daß  ich  auf  dem  so  bezeichneten  Einrichtungsstück 
Klavier  spielen  kann"  jedem  auf,  und  jeder  wird  sagen,  die 
Möglichkeit  (jetzt  allerdings  im  Sinne  der  Eignung)  besteht 
nur  dann,  wenn  das  bezeichnete  Einrichtungsstück  das  Kla- 
vier ist. 

Der  Unterschied  zwischen  den  beiden  Auffassungen  besteht 
darin,  daß  es  sich. das  einemal  um  Soseinsmöglichkeiten  (bei 
Meinong),  das  anderemal  um  Seinsmöglichkeiten  handelt. 
Die  Tatsächlichkeit,  von  der  jnan  ausgeht,  kann  im  Urnen- 
beispiel heißen :  eine  der  Kugeln  ist  rot  —  in  der  Urne  ist 
eine  rote  Kugel  vorhanden;  im  zweiten  Beispiel:  auf  einem 
der  Einrichtungsstücke  kann  man  Klavier  spielen  —  in  dem 
Zimmer  ist  ein  Klavier  vorhanden.  Bei  den  Kugeln  fällt  der 
Unterschied  weniger  auf,  bezüglich  des  Klaviers  aber  wird 
man  wohl  die  zweite  Ausdrucksweise  als  die  natürlichere  an- 
erkennen. 

16.   An  den  Kollektiven  nimmt  Meinong  die  Messung  der 
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Möglichkeit  vor.  In  der  Auffassung  der  steigerungsfähigen 
Möglichkeit  als  Größe,  in  ihrer  zahlenmäßigen  Be- 
stimmung ist  die  Brücke  zu  erblicken,  die  von  der  philo- 
sophischen Betrachtung  zur  mathematischen  Behandlung  der 
Möglichkeit  führt.  Meinong  hat  recht i^^  wenn  er  betont, 
die  Mathematik  dürfe  an  diesem  prinzipiellen  Punkte  nicht 
achtlos  vorbeigehen. 

Der  Grundgedanke  für  die  Messung  von  Möglichkeiten  ist 
in  der  folgenden  Ausgestaltung  des  Partizipationsprinzips  ent- 
halten i^^  „Die  Modalpartizipation  besteht  darin,  daß  die  dem 
einen  Gliede  des  Kollektivs  eigene  Soseinstatsächlichkeit  20^ 
natürlich  ohne  darum  diesem  Gliede  verloren  zu  gehen,  doch 
auf  die  Gesamtheit  der  Glieder  übergreift,  aber  so,  daß  der 
Gesamtbetrag  sich  unter  die  Glieder  gleich  verteilt,  woraus 
resultiert,  daß  auf  das  einzelne  Glied  so  viel  an  Möglichkeit 
kommt,  als  sich  ergibt,  wenn  man  die  ganze  Tatsächlichkeit 
gleichsam  in  so  viele  Teile  zerlegt,  als  das  Kollektiv  Glieder 
hat."  Übergang  und  gleichmäßige  Verteilung  der  Tatsäch- 
lichkeit auf  die  Kollektivglieder,  das  sind  die  wesentlichen 
Gedanken  des  Prinzips.  Ordnet  man  der  Grundgröße,  und 
als  solche  ist  die  Tatsächlichkeit  anzusehen,  eine  Zahl  zu,  und 
das  soll  in  Übereinstimmung  mit  der  bei  der  Möglichkeitslinie 
getroffenen  Wahl  die  Zahl  i  sein,  so  ergibt  sich  bei  n  Kollek- 
tivgliedern für  jedes  derselben  die  Möglichkeitszahl  — 

Dieser  Schluß  setzt  die  Gleichmöglichkeit  der  Glie- 
der voraus,  wie  sie  in  dem  zitierten  Satze  schon  dogmatisch 
ausgesprochen  ist;  erst  aus  ihr  ergibt  sich  die  Meßbarkeit. 
Es  drängt  sich  daher  die  Frage  auf:  Worauf  stützt  sich  die 
Annahme  der  Gleichmöglichkeit  ?  Wer  der  Gleichmöglichkeit 
nicht  unmittelbare  Evidenz  zuerkennen  will,  den  verweist  Mei- 
nong auf  den  Umstand,  daß  die  Kollektivglieder  in  gar  kei- 
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•®  Wie  an  einer  früheren  Stelle  bemerkt  wurde,  kann  es  sieb  auch  um 
Seinstatsächlichkeit  handeln. 
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ner  andern  Beziehung  in  Betracht  kommen  als  in  ihrer  Zuge- 
hörigkeit zum  Kollektiv  und  daß  sie  hierin  einander  vollkom- 
men gleichen.  In  dieser  restriktiven  Auffassung  liegt  auch 
der  Ausschluß  jedes  subjektiven  Moments  und  die  Begründung 
des  objektiven  Charakters  der  erschlossenen  Möglichkeit. 

Kommt  die  Modalität  X,  auf  welches  die  Aufmerksam- 
keit gerichtet  ist,  nicht  bloß  an  einem  Gliede,  sondern  an 
g  Gliedern  vor,  so  verteilen  sich  diese  g  Tatsächlichkeiten 
unabhängig  voneinander  je  auf  alle  Kollektivbestandteile  und 
addieren  sich,  so  daß  nunmehr  jedem  von  ihnen  die  Möglich- 

pr 

keitszahl  —  zuk(jmmt. 
n 

Als  ein  „Bild"  dessen,  was  die  innere  Einsicht  über  die 
Sache  gibt,  kann  man  diese  Darstellung  gelten  lassen,  aber 
auch  nur  als  ein  Bild.  Meinong  überschätzt  ihren  Wert 
keineswegs  21 ;  er  weist  auf  die  angreifbarsten  Punkte  deut- 
lich hin:  Teilbarkeit  der  Tatsächlichkeit,  Bedeutungsänderung 
nach  der  Teilung.  Weniger  Berechtigung  hat  sein  Einwurf 
gegen  den  Nenner,  von  dem  er  meint,  es  liege  in  seiner  Wahl 
eine  Willkür  und  es  bleibe  die  Frage  offen,  ob  nicht  irgend- 
eine Potenz  von  n  dafür  genommen  werden  sollte.  Ich  meine, 
sobald  einmal  die  Vorstellung  von  der  Teilbarkeit  der  Tatsäch- 
lichkeit und  ihrer  gleichmäßigen  Verteilung  auf  die  Kollek- 
tivglieder konzipiert  ist,  kann  über  den  Nenner  kein  Zweifel 
mehr  sein.  Ohne  Einschränkung  sei  zugestanden,  daß  das  Bild 
in  seiner  weitem  Ausgestaltung  ein  sehr  geeignetes  Arbeits- 
mittel auf  dem   Gebiet   der   Möglichkeitsmessung  abgibt. 

17.  Ein  Kollektiv  von  der  bisher  betrachteten  Art,  dessen 
Funktion  darin  besteht,  eine  in  ihm  bestehende  Tatsächlich- 
keit auf  alle  Glieder  gleichmäßig  zu  verteilen,  soll  Grund- 
kollektiv heißen.  Seine  Glieder  waren  in  den  bisher  vor- 
geführten Beispielen  reale  Objekte.  Aus  den  abstrahierten 
Möglichkeiten  bildet  Meinong  ein  neues  Kollektiv  und  nennt 
es    das    zu    dem    Grundkollektiv   gehörige    Möglichkeits- 
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kollektiv.  In  dieser  unmittelbaren  Zuordnung  sind  beide 
Kollektive  von  gleichem  Umfang.  Doch  büdet  ein  solcher 
Sachverhalt  nicht  die  Regel,  es  ergeben  sich  auch  Fälle,  wo 
die  Mächtigkeiten  verschieden  sind. 

Angenommen,  n'  Glieder  des  im  ganzen  /z-gliedrigen  Grund- 
kollektivs hätten  die  Modalität  X' y  n'\  andere  die  Modalität 
X'\^'-n^'^  letzte  die  Modalität  X^^  (Obliqua  des  Grundkollek- 
tivs nennt  Meinong  diese  Modalitäten);  dann  zerfällt  das 
Grundkollektiv  in  bezug  auf  seine  Obliqua  in  /  Günstig- 
keit s  kollektive.  Das  abstrahierte  Möglichkeitskollektiv 
umfaßt  nur  i  Glieder,  zugeordnet  den  Obliquis  X\X'\-"X^^^^  von 

n     7i"  n^*^ 

den  Betragen  — ,  — ,  •  •  • 
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Die  Bedeutung  und  Wichtigkeit  des  Möglichkeitskollektivs 
neben  dem  Grundkollektiv  will  Meinong  erst  bei  solchen  zu- 
sammengesetzteren Fragen  über  Möglichkeiten  hervortreten 
sehen,  wo  entweder  ein  und  dasselbe  Grundkollektiv  wiederholt 
heranzuziehen  ist  oder  mehrere  solcher  nebeneinander  auf- 
treten; in  dem  letzteren  Falle  gehört  zu  dem  Problem  kein 
Gnmdkollektiv,  wohl  aber  ein  Möglichkeitskollektiv,  an  dem 
dann  die  Zählung  oder  Messung  der  Möglichkeiten  vorzuneh- 
men ist.  Im  Grunde  genommen  ist  in  dieser  Betrachtungsweise 
nichts  als  eine  andere  Form  der  Kombinatorik  zu  erblicken, 
die  bei  der  Aufstellung  von  Möglichkeiten  eine  so  große  Rolle 
spielt.  Ein  Beispiel  wird  genügen,  um  dies  zu  bekräftigen. 
Liegt  eine  Urne  vor,  die  eine  rote  (a),  eine  gelbe  (h),  eine 
grüne  (c)  und  eine  blaue  Kugel  (d)  enthält,  so  bilden  die  Ku- 
geln zusammen  ein  viergliedriges  Grundkollektiv,  zu  dem  ein 
unmittelbares  ebenfalls  viergliedriges  Möglichkeitskollek- 
tiv gehört,  dessen  Glieder  den  Wert  -j-  haben.  Dieses  Möglich- 
keitskollektiv kommt  z.  B.  in  Betracht,  wenn  es  sich  um  die 
Frage  nach  der  Möglichkeit  des  Treffens  einer  roten  Kugel 
handelt.  Die  Frage  nach  der  Möglichkeit,  zweimal  nachein- 
ander rot  zu  ziehen,  führt  aber  auf  ein  mittelbares  Mög- 
lichkeitskollektiv von  i6  Gliedern  (aa,  ah,  ac,  ad;  ba,bb ,...), 


i8.  Bestandskollektive  jq 

deren  jedes  den  Wert  ^'g  hat;  denn,  waren  die  Glieder  des  un- 
mittelbaren Möglichkeitskollektivs  gleich,  so  sind  es  auch  die 
Glieder  des  mittelbaren.  Auf  Grund  des  so  konstruierten 
mittelbaren  Möglichkeitskollektivs  ergibt  sich  beispielsweise 
auf  die  Frage  nach  der  Möglichkeit,  daß  mindestens  einmal 
in  den  zwei  Zügen  rot  getroffen  wird,  durch  Abzahlung  und 
Zusammenfassung  die  Antwort  ^q- 

18.  Der  Typus  der  Kollokationskollektive  ist  nur  in  einem 
Teile  der  Materien  vertreten,  die  meßbare  Möglichkeiten 
zulassen.  Für  andere  Teile  müssen  andere  Typen  ausgebildet 
werden,  will  man  den  Kollektivbegriff  durchwegs  beibehalten. 
Die  Sachlage  inMeinongs  Auffassung  der  Gegenstände  ist 
in  Kürze  die  folgende.  Er  unterscheidet  zwei  Formen  des 
Seins:  Dasein  oder  Existenz  und  Bestand.  Existenz  ist  ein 
Attribut  der  Wirklichkeit,  der  konkreten  Dinge,  Bestand  be- 
zieht sich  auf  abstrakte,  apriorisch  erkennbare  Gegenstände. 
Der  Begriff  „Dreieck"  hat  Bestand,  nicht  Existenz;  ein  Drei- 
eck mit  zwei  rechten  Winkeln  hat  nicht  Bestand;  ein  Dreieck 
mit  einem  rechten  Winkel  ist  möglich  und  hat  Bestand.  Der 
Bestandsbegriff  kann  aber  auch  auf  empirisch  Erkennbares 
angewendet  werden;  so  hat  z.  B.  das  Objektiv:  der  physische 
Körper  fällt  im  luftleeren  Räume,  Bestand;  daß  er  in  der  Luft 
fällt  oder  steigt,  ist  beides  möglich  und  hat  Bestand, 

Bei  den  Kollokationskollektiven  handelt  es  sich  um  Tatbe- 
stände der  Wirklichkeit.  Der  Möglichkeitsgedanke  ist  aber 
keineswegs  auf  die  Wirklichkeit  beschränkt,  er  ist  auch  auf 
daseinsfreie  Probleme  apriorischer  Wissenschaft  anwendbar. 
Als  das  Prototyp  solcher  Probleme  sieht  Meinong  die  Pro- 
bleme der  geometrischen  Wahrscheinlichkeit  an.  Hier  sieht 
man  sich  in  der  Tat  vor  neue  Fragen  gestellt.  Der  Kollektiv- 
gedanke kann  aber  auch  in  diesem  Gebiet  zur  Geltung  gebracht 
werden.  Um  aber  Kollektive  aus  solchen  bloß  gedachten  Ge- 
genständen von  den  Kollokationskollektiven  zu  unterscheiden, 
erhalten  sie  den  Namen  Bestandskollektive  und  werden 
jenen  als  gleichwertig  an  die  Seite  gestellt.  Es  handelt  sich 
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jetzt  darum,  was  an  die  Stelle  der  Gleichmöglichkeiten  zu  treten 
habe,  die  sich  bei  dem  Kollokationskollektiv  auf  Grund  des 
Partizipationsprinzips  so  einsichtig  ergeben  und  die  Handhabe 
zu  Möglichkeitsmessungen  darbieten.  Meinong  sucht  diese 
Fragens  durch  die  Ausarbeitung  des  Begriffs  der  Grenz- 
möglichkeiten  zu  lösen. 

Die  Fassung  dieses  Begriffs  gestaltet  sich  verschieden,  je 
nachdem  es  sich  um  diskrete  oder  stetige  Mannigfaltigkeiten 
von  Gegenständen  handelt  und  soll  an  denselben  einfachen 
Beispielen  erläutert  werden,  deren  sich  Meinong  hierfür  be- 
■dient. 

In  einer  horizontalen  Geraden  liegen  fünf  äquidistante 
Punkte,  durch  einen  von  ihnen  ist  eine  vertikale  Gerade  zu 
legen.  —  Hier  stellen  die  fünf  Punkte  mit  den  durch  sie  ge- 
führten Vertikalen  die  Grenzmöglichkeiten  vor.  Die  fünf  (in 
der  Vorstellung  bestehenden)  Figuren,  deren  jede  die  fünf 
Punkte  aufweist  und  die  sich  dadurch  unterscheiden,  daß  die 
Vertikale  in  jeder  von  ihnen  durch  einen  andern  Punkt  geführt 
ist,  bilden  ein  fünfgliedriges  Bestandskollektiv,  auf  das  sich 
das  Partizipationsprinzip  genau  so  anwenden  läßt  wie  auf  ein 
gleichmächtiges  Kollokationskollektiv;  ja,  es  scheint,  als  ob 
sich  sogar  ein  solches  herstellen  ließe,  indem  man  die  fünf 
gedachten  Figuren  durch  Zeichnung  existent  macht;  aber  die 
gezeichneten  Punkte  und  Geraden  entsprächen  nicht  den  be- 
grifflichen. Unter  allen  Umständen  erweisen  sich  auf  diesem 
Wege  die  fünf  Grenzmöglichkeiten  als  objektiv  gleich  groß. 
Um  den  Begriff  der  Grenzmöglichkeit  deutlich  hervortreten 
zu  lassen,  denke  man  sich  der  Frage  nach  der  Möglichkeit, 
daß  die  Vertikale  durch  den  „mittlem"  Punkt  hindurchgeht, 
die  andere  gegenübergestellt,  daß  sie  durch  einen  „äußern" 
Punkt  gelegt  ist.  Die  erste  dieser  Möglichkeiten  ist  eine  Grenz- 
möglichkeit, weil  sie  nur  eine  einzige  Figur  betrifft,  die  zweite 
ist  es  nicht,  weil  sie  die  Wahl  zwischen  zwei  Figuren  offen 
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läßt.  Sprachlich  macht  sich  dieser  Unterschied  schon  in  den 
Artikeln  kenntlich:  „den"  mittleren,  „einen"  äußeren.  —  Das 
zweite  Beispiel  betrifft  folgende  Frage.  Eine  Strecke  AC  ist 
durch  den  Innenpunkt  B  in  zwei  Teile  geteilt  derart,  daß  der 
eine  doppelt  so  groß  ist  als  der  andere.  Eine  Gerade  schneidet 
die  Strecke  rechtwinklig;  gefragt  wird  nach  der  Möglichkeit, 
daß  das  Schneiden  in  dem  größeren  Abschnitt  der  Strecke 
erfolgt. 

Die  Grenzmöglichkeiten  beziehen  sich  hier  auf  die  einzelnen 
Punkte  der  Strecke.  Das  Bestandskollektiv  der  Gegenstände 
ist  insofern  erfaßbar,  als  man  jeden  von  ihnen  durch  eine  Zahl 
kennzeichnen  kann;  allerdings  steckt  hinter  dieser  Kennzeich- 
nung die  ganze  Schwierigkeit  des  Begriffs  der  reellen  Zahl. 
Eine  zeichnerische  Versinnlichung  des  ganzen  Bestandskollek- 
tivs ist  unmöglich.  Alle  Gründe,  die  beim  Kollokationskollek- 
tiv für  die  Gleichheit  der  Gliedermöglichkeiten  geltend  ge- 
macht werden,  sprechen  auch  für  die  Gleichheit  der  Grenzmög- 
lichkeiten. Aber  ein  Zurückgehen  auf  sie  ist  durch  die  Natur 
der  Sache  ausgeschlossen.  Sie  sind  nicht  abzählbar,  nicht  durch 
ihr  Abzählen  wird  also  die  geforderte  Möglichkeit  zu  finden 
sein,  an  seine  Stelle  tritt  das  Insverhältnissetzen  der  die  Fälle 
repräsentierenden  Kontinua.  Im  vorliegenden  Falle  repräsen- 
tiert der  größere  Abschnitt  das  Kontinuum  der  günstigen,  die 
ganze  Strecke  das  Kontinuum  aller  Gegenstände,  die  verlangte 
Möglichkeit  hat  also  die  Größe  -|.  Inwieweit  eine  Strecke 
das  Kontinuum  der  in  ihr  enthaltenen  Punkte  „repräsentiert", 
bezeichnet  Meinong  als  eine  Angelegenheit  der  Mathema- 
tik; meiner  Meinung  nach  gehört  diese  Frage  in  das  Grenz- 
gebiet zwischen  Mathematik  und  Philosophie. 

Das  Wesentliche  an  einer  Grenzmöglichkeit  liegt  also  darin, 
daß  sie  eine  Unterscheidung  subordinierter  Möglichkeiten 
nicht  mehr  gestattet. 

19.  Meinong  führt  noch  einen  dritten  Typus  von  Kollek- 
tiven ein,  an  dem  Möglichkeiten  erkannt  und  in  einem  gewissen, 
von  dem  bisherigen  verschiedenen  Sinne  „gemessen"  werden 
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sollen.  Trotz  der  äußern  Ähnlichkeit  dieser  dritten  Art  von 
Kollektiven  rnit  den  beiden  früheren  Typen  hat  man  es  mit 
einem  andern  Erkenntnisvorgang  als  dort  zu  tun.  Handelt« 
•es  sich  bei  den  Kollokations-  und  den  Bestandskollektiven 
um  vorgegebene  Tatbestände,  aus  denen  auf  apriorische  Weise 
Schlüsse  gezogen  wurden  mit  der  solcher  Schlußweise  eige- 
nen absoluten  Sicherheit,  so  liegt  jetzt  eine  Erfahrung  voi;, 
aus  der  Folgerungen  gezogen  werden  sollen;  es  stellen  sich 
also  alle  die  Bedenken  ein,  die  gegen  jedes  empirische  Er- 
kennen sich  aufrichten.  —  Der  Sachverhalt,  an  den  gedacht 
.ist,  besteht  in  folgendem.  Man  habe  ein  A  in  einer  Anzahl 
von  Fällen  mit  X,  in  einer  zweiten  Anzahl  von  Fällen  mit  Y, 
in  einer  dritten  Anzahl  von  Fällen  mit  Z  zusammen  gefunden; 
auf  die  Art  der  Beziehung,  die  durch  das  Wort  „zusammen" 
ausgedrückt  ist,  kommt  es  nicht  an,  sie  kann  sehr  verschieden 
sein.  Es  unterliegt  keinem  Anstand,  diese  Erfahrungsdaten  zu 
einem  Kollektiv  zusammenzufassen;  seine  Gegenstände  sind 
die  beobachteten  A  mit  den  an  ihnen  wahrgenommenen  Mo- 
dalitäten X,  Y,  Z.  Wegen  der  Analogie  mit  dem  Erkenntnis - 
verfahren  der  Induktion  wird  ein  derartiges  Kollektiv  ein  In- 
duktionskollektiv genannt.  Die  Frage  ist  nun  die,  was 
aus  einem  solchen  Kollektiv  erschlossen  werden  kann.  Behan- 
delt man  es  wie  ein  Kollokationskollektiv,  so  tritt  das  Parti- 
zipationsprinzip in  Kraft  und  führt  zu  Möglichkeitserkennt- 
nissen, die  innerhalb  des  Kollektivs  sichere  Geltung 
haben. 

Mit  diesem  Schritt  verhält  es  sich  so  wie  mit  dem  folgen- 
den konkreten  Vorgang.  Man  habe  aus  einer  Urne  unbekann- 
ten Inhalts  wiederholt  je  eine  Kugel  (A)  gezogen  und  sie  in  a 
Fällen  rot  (X),  in  b  Fällen  blau  (Y)  und  in  c  Fällen  grün  (Z) 
befunden.  Konstruiert  man  auf  Grund  dieser  Erfahrungsdaten 
eine  Urne,  in  der  sich  a  rote,  b  blaue  und  c  grüne,  im  ganzen 
a -\- b -\- c  =  n  Kugeln  befinden,  dann  hat  auf  Grund  des  Parti- 
zipationsprinzips irgendeine  Kugel  der  Urne  die  Möglichkeit 

,  rot,    die   Möglichkeit  — ,   blau,    die  Möglichkeit  — ,  grün  zu 
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isein.  Das  Tnduktionskollektiv  ist  durch  den  beschriebenen  Vor- 
gang in  ein  Kollokationskollektiv  umgewandelt  worden. 

Ein  neuer  Gedanke  stellt  sich  ein,  sobald  man  über  ein 
weiteres,  außerhalb  des  abgeschlossenen  Induktionsköllektivs 
stehendes  A  eine  Auskunft  erlangen  will.  Daß  es  mit  X  oder 
Y  oder  Z  zusammen  auftreten  kann,  darüber  besteht  kein  Zwei- 
fel; diese  Möglichkeiten  sind  durch  beobachtete  Tatsächlich- 
keiten begründet.  Aber  offen  bleibt  schon  die  Frage,  ob  das 
neue  A  nicht  auch  mit  etwas  anderem  als  X,  Y,  Z  erscheinen 
kann;  denn  wenn  auch  keine  der  in  dem  Induktionskollektiv 
vereinigten  Instanzen  für  eine  solche  Annahme  spricht,  so 
gibt  es  doch  auch  nichts,  was  ausschließen  würde,  daß  bei 
einer  Erweiterung  des  Induktionsbestandes  A  mit  andern  Mo- 
dalitäten als  den  bisher  festgestellten  auftreten  kann.  Auf  un- 
ser Umenbeispiel  angewendet  heißt  dies,  daß  nichts  dagegen 
spricht,  es  könnten  weitere  Ziehungen  auch  andere  Farben 
bringen  als  rot,  blau  und  grün.  Wenn  man  nun  weiter  fragt, 
wie  groß  die  Möglichkeit  ist,  daß  das  neue  A  zusammen  mit 
X,  mit  Y,  mit  Z  erscheinen  könne,  dann  steht  man  im  Grunde 
genommen  vor  einem  neuen  Problem.  Denn  nichts  berechtigt 
dazu,  die  innerhalb  des  Induktionskollektivs  bestimmten  und 
auch  geltenden  Möglichkeitsgrößen  über  dasselbe  hinaus  als 
geltend  anzunehmen.  Tut  man  dies  dennoch  —  und  darin  eben 
besteht  die  praktische  Verwendung  des  Induktionskollektivs  — , 
so  darf  man  nicht  vergessen,  daß  man  damit  einen  Schluß 
vollzieht,  der  nach  einer  Begründung  verlangt.  Aber  noch 
eine  andere  Erwägung  drängt  sich  dabei  auf.  Es  kann  nicht 
gleichgültig  sein,  welchen  Umfang  das  vorgängige  Induktions- 
kollektiv hat.  Mit  jeder  hinzutretenden  Instanz  erweitert  sich 
das  Wissen  über  die  A,  je  größer  also  die  Zahl  der  Instanzen, 
um  so  verläßlicher  werden  die  aus  diesem  Wissen  gezogenen 
Folgerungen.  Immer  aber  bleibt  das  Bewußtsein  eines  Unter- 
schiedes zwischen  Erkenntnissen,  die  auf  einer  solchen  em- 
pirischen Grundlage  ruhen,  und  solchen  von  apriorischer 
Natur. 
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20.  In  enger  Beziehung  zu  den  Möglichkeitsurteilen  und 
ihrer  Gewinnung  aus  den  Grundkollektiven  steht  das  dis- 
junktive Urteil.  Ist  es  einerseits,  so  insbesondere  von 
Chr.  S  ig  wart,  als  die  logische  Grundlage  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung hingestellt  worden,  so  hat  es  auf  der 
andern  Seite  nicht  an  Versuchen  gefehlt,  es  auch  zur  messen- 
den Erkenntnis  der  Möglichkeit  und  Wahrscheinlichkeit  zu 
verwenden,  wozu  es  in  der  Tat  unter  gewissen  engen  Voraus- 
setzungen auch  geeignet  ist.  Richtig  bezeichnet  scheint  mir  die 
Rolle  des  disjunktiven  Urteils  im  Gebiete  der  Möglichkeits- 
untersuchung bei  Meinong23^  der  es  einmal  als  ein  Aus- 
gangsurteil von  grundlegender  Bedeutung,  dann  aber  auch 
als  die  natürliche  Ausdrucksform  gewonnener  Möglich- 
keitsurteile bezeichnet. 

Die  schematische  Form  des  disjunktiven  Urteils  lautet  so: 
A  ist  entweder  A^  oder  A^  oder  .  .  .  oder  A^^'  —  A  enthält  das 
Subjekt  des  Urteils,  „ist"  drückt  die  Beziehung  zwischen 
ihm  und  den  einzelnen  Gliedern  des  Prädikats  aus,  das  in 
seiner  Gänze  die  Disjunktion  angibt.  Durch  die  Worte 
„entweder  —  oder"  wird  die  Unverträglichkeit  jedes  Gliedes 
mit  den  übrigen  zum  Ausdruck  gebracht.  Vollständigkeit 
der  Disjunktion  besteht,  wenn  es  außer  A-^y  A2,  .  .  .  A,^  nichts 
gibt,  was  zu  A  in  die  durch  das  „ist"  ausgedrückte  Beziehung 
treten  könnte.  Als  perfekt  soll  die  Disjunktion  bezeichnet 
werden,  wenn  keines  ihrer  Glieder  eine  weitere  disjunktive  Un- 
terscheidung gestattet.  2* 

Höfler^ö  kennzeichnet  ein  disjunktives  Urteil  durch  die 
drei  Gedanken  der  gegenseitigen  Unverträglichkeit,  der  Voll- 
ständigkeit und  des  Glaubens  an  die  Geltung  eines,  aber  un- 
bestimmt welchen  Gliedes.  Da  diese  Gedanken  selbst  wieder 
Urteile  bedeuten,  so  beinhalte  ein  /2-gliedriges  disjunktives  Ur- 


"  S.  30b. 

**  Marbe  (Die  Gleichförmigkeit  in  der  Welt.  München  iqi6)  gebraucht 
für  die  Eigenschafien  vollsiändig  und  perfekt  die  Bezeichnungen  erschöp- 
fend und  maximal.  *^  Logik,  2.  Aufl.  §  48. 
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teil  eigentlich  (  )  +  2  Einzelurteile,  nämlich  (  J  Urteile  gegen- 
seitiger Ausschließung  (wenn  A^  ist,  so  kann  nicht  zugleich 
A2  sein  usw.),  ein  Urteil  der  Vollständigkeit  und  ein  Urteil 
der  Geltung. 

Man  kann  einem  disjunktiven  Urteil  auch  die  Form  eines 
hypothetischen  Urteils  geben,  indem  man  sagt:  Wenn  A  ist, 
so  ist  entweder  A^  oder  A^  oder  . . .  oder  A^^.  Den  Vordersatz 
bezeichnet  man  dann  als  Voraussetzung  (Antecedens),  die  Dis- 
junktion im  Nachsatze  als  Folgerung  (Konsequens).  Durch 
Verbindung  der  Voraussetzung  mit  je  einem  Gliede  der  Fol- 
gerung ergeben  sich  /z-Urteile,  die  aber  einen  andern  Charakter 
haben  als  den,  der  ihrer  Vereinigung  zukommt.  Während  man 
weiß,  erfahren  hat  oder  annimmt,  daß  der  Voraussetzung  A 
eines  der  Disjunktionsglieder  folgen  muß,  besteht  zwischen 
der  Voraussetzung  und  dem  einzelnen  Gliede  bloß  die  Be- 
ziehung, daß  es  folgen  kann;  mit  andern  Worten,  im  disjunk- 
tiven Urteil  sind  Voraussetzung  und  Folgerung  durch  die  Be- 
ziehung der  Notwendigkeit  verbunden,  die,  mit  abneh- 
mendem Grade  der  Festigkeit,  eine  apriorische,  empirische 
oder  eine  hypothetische  sein  kann;  in  jedem  der  (hypotheti- 
schen) Teilurteile  hingegen  herrscht  bloß  Möglichkeit. 

Vor  allem  handelt  es  sich  jetzt  darum,  den  Zusammenhang 
herzustellen  zwischen  dem  disjunktiven  Urteil  und  einem 
Kollektiv. 

Möglichkeit  wird  von  einem  Objektiv  ausgesagt.  Dieses  habe 
die  Form  „A  ist  X";  darin  ist  A  das  Subjekt,  X  das  Prädikat. 
Die  Disjunktion  kann  sich  auf  das  eine  oder  das  andere  be- 
ziehen. Besteht  das  Kollektiv  aus  n  Gegenständen,  deren  einer 
die  Bestimmung  X  tatsächlich  an  sich  hat,  so  entspringt  daraus 
für  jeden  der  Gegenstände  ein  bestimmter  Grad  von  Möglich- 
keit, derjenige  zu  sein,  dem  die  Bestimmung  X  zukommt.  Man 
kann  dieses  nach  dem  Partizipationsprinzip  aus  dem  Grund- 
kollektiv der  A  abgeleitete  Möglichkeitsurteil  in  der  Form 
eines  disjunktiven  Urteils  aussprechen,  das  dann  lautet:  Ent- 
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weder  A^  oder  A2  oder  . .  .  oder  A^  ist  X.  —  Die  Sachlage 
kann  aber  auch  die  folgende  sein.  In  einem  Kollektiv  von 
n  Gegenständen  sind  m  Bestimmungen  vertatsächücht,  X^, 
X2,  .  .  .  X^^y  jedoch  so,  daß  an  einem  Gegenstand  immer  nur 
eine  dieser  Bestimmimgen  vorkommt,  weshalb  m  im  allge- 
meinen kleiner,  höchstens  aber  gleich  ä  ist.  Ist  jetzt  A  irgend- 
einer der  n  Gegenstände,  so  kommt  ihm  bezüglich  jeder  der 
Bestimmungen  ein  gewisser  meßbarer  Grad  von  Möglichkeit 
zu,  und  eine  der  Bestimmungen,  aber  auch  nur  eine,  muß 
an  ihm  verwirklicht  sein.  Wiederum  kann  dieses  Ergebnis  in 
naturgemäßer  Weise  in  die  Ausdrucksform  eines  disjunktiven 
Urteils  gebracht  werden,  das  jetzt  den  Wortlaut  hat:  A  ist 
entweder  Xi  oder  X2  oder  .  .  .  oder  X,,,-  —  In  dem  ersten  der 
eben  vorgeführten  Fälle  steht  die  Disjunktion  im  Subjekt  und 
betrifft  die  Gegenstände  des  Kollektivs,  im  zweiten  steht  sie  im 
Prädikat  und  betrifft  die  Obliqua  des  Kollektivs,  die  solcher- 
maßen zu  einem  neuen  Kollektiv  zusammengefaßt  werden.  Von 
wesentlicher  Bedeutung  ist  dieser  Unterschied  nicht.  Je 
nach  dem  Wissensstande  kann  man  beide  Formen  des  disjunk- 
tiven Urteüs  nebeneinander  anwenden  oder  auch  nur  eine. 
Weiß  ich  von  einer  Urne,  daß  sie  vier  Kugeln  enthält,  wo- 
von je  eine  rot,  blau,  grün  und  gelb  ist,  und  nenne  ich  die  Ku- 
geln ohne  Bezugnahme  auf  die  Farbe  A^,  A2,  A^,  A^,  so  kann 
ich'  über  diese  Materie  die  folgenden  Urteile  aussprechen: 
Entweder  Ai  oder  A2  oder  A^  oder  A^^  ist  rot  —  dasselbe  kann 
auch  bezüglich  der  drei  andern  Farben  ausgesagt  werden  — 
und:  Eines  der  A  ist  entweder  rot  oder  blau  oder  grün  oder 
gelb.  —  Berichtet  mir  jemand  zuverlässig,  in  einer  Urne  be- 
fänden sich  drei  Kugeln,  eine  sei  aus  Eisen,  eine  sei  rot  und 
eine  sei  gesprimgen,  und  nenne  ich  die  Kugeln  ohne  Bezug- 
nahme auf  diese  Eigenschaft  Ai,  A2,  A^,  so  kann  ich  wohl  das 
disjunktive  Urteil  bilden:  Entweder  A^  oder  A2  oder  A^  ist 
aus  Eisen  —  und  ein  ähnliches  bezüglich  des  rot-  und  ge- 
sprungen-s  eins ;  nicht  aber  läßt  sich  ein  Urteil  bilden,  in  wel- 
chem die  Bestimmungen  rot,  eisern  und  gesprungen  die  Dis- 
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junktion  bilden;  denn  sie  brauchen  sich  nach  meinem  Wissens - 
Stande  nicht  auszuschließen,  es  können  vielmehr  zwei  davon 
und  selbst  alle  drei  an  einer  Kugel  vorkommen;  mein  Wissen 
ist  in  dieser  Beziehung  ein  unvollständiges.  —  So  viel  über 
die  Verwendung  des  disjunktiven  Urteils  zur  Kennzeichnung 
der   Materie   für   ein   Möglichkeitsurteil. 

Dem  disjunktiven  Urteil  ist  aber  oft  auch  die  Eignung  zu- 
geschrieben worden,  als  Basis  für  die  Möglichkeits-(Wahr- 
scheinlichkeits)messung  2u  dienen;  diese  Eignung  besitzt 
es  aber  nur  unter  einer  wesentlichen  Einschränkung,  deren  In- 
halt sich  kurz  dahin  präzisieren  läßt,  der  Wissensstand  oder 
die  Sachlage  müsse  genau  diejenige  sein,  wie  sie  bei  einem 
Grundkollektiv  anzutreffen  ist.  Hier  geschieht  die  Messung 
in  der  Weise,  daß  zuerst  die  Gleichmöghchkeit  der  Kollektiv- 
glieder bezüglich  jeder  an  einem  Gliede  tatsächlich  vor- 
kommenden Bestimmung  mit  unmittelbarer  Evidenz  erkannt 
wird;  durch  Zusammenfassung  gleicher  Elementarmöglichkei- 
ten ergeben  sich  dann  die  ungleichen  Möglichkeiten  hinsicht- 
lich der  einzelnen  Bestimmungen,  sofern  solche  ungleiche  Mög- 
lichkeiten bei  der  Materie  auftreten.  Die  Disjunktion  ist  so- 
nach gleichwertig  mit  einem  Grundkollektiv,  wenn  die  Gleich - 
möglichkeit  der  Glieder  durch  das  Wissen,  das  man  über 
diese  besitzt,  verbürgt  ist.  Aus  der  Stellung  als  Glied  einer 
Disjunktion  allein  aber  darf  auf  die  Gleichmöglichkeit  nicht 
geschlossen  werden. 

Meinong  bringt  als  Beleg  für  diese  letzte  Aussage  ein  sehr* 
anschauliches  Beispiel.  26  Ein  unteilbares  Erbstück, ,  auf  das 
drei  Nachjkcmmen  A,  B,  C  des  früheren  Eigentümers  gleiche 
Rechtsansprüche  haben,  soll  einem  davon  durch  das  Los  zuge- 
teilt werden;  mm  ist  aber  C  gestorben,  und  indem  seine  beiden 
Kinder  D  und  E  für  ihn  eintreten,  hat  auch  zwischen  ihnen  das 
Los  zu  entscheiden.  Das  aus  dieser  Sachlage  schließlich  her- 
vorgehende  disjunktive  Urteil:   Das   Erbstück  fällt  entweder 
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A  oder  B  oder  D  oder  £"  zu  —  hat  alle  Merkmale  eines  sol- 
chen: es  ist  vollständig,  perfekt  und  nur  ein  Glied  der  Dis- 
junktion kann  Geltung  haben;  aber  gleichmöglich  sind 
die  Glieder  nicht.  Es  würde  den  Rechtsansprüchen  nicht  Rech- 
nung tragen,  wenn  man  die  Namen  der  Personen  A,  B,  D,  E 
auf  ein  Los  schriebe  und  eines  davon,  das  dann  über  den  Besitz 
des  Erbstücks  entscheidet,  zöge.  Man  müßte  vielmehr  erst 
ein  Kollektiv  aus  Ay  B,  C  bilden,  und  sollte  das  Los  für  C 
ausfallen,  für  die  noch  erübrigende  Entscheidung  ein  weiteres 
Kollektiv  aus  D  und  E  aufstellen.  Aus  dieser  Betrachtung  er- 
sieht man,  daß  den  Gliedern  der  Disjunktion:  Entweder  A 
oder  B  oder  D  oder  E  —  ungleiche  Möglichkeitsgrade  zu- 
kommen, und  zwar  A  und  B  ]e  |,  I)  und  A  je  -|-  In  dem  Um- 
stand, daß  bei  gleichen  Rechtsansprüchen  die  Entscheidung 
durch  das  Los  allgemein  als  eine  gerechte  angesehen  wird, 
ist  ein  Beweis  dafür  zu  erblicken,  daß  den  Gliedern  der  auf 
solcher  Grundlage  gebildeten  Disjunktion  Gleichmöglichkeit 
zugesprochen  wird. 

War  in  diesem  Beispiel  die  Zahl  der  Disjunktionsglieder 
zu  groß  im  Vergleich  zur  Zahl  der  Gleichmöglichkeiten  (4 
gegen  3 ),  so  wird  noch  häufiger  der  umgekehrte  Fall  eintreten, 
ja  bei  den  Problemen  geometrischer  Natur,  bei  denen  es  auf 
stetige  Mannigfaltigkeiten  ankommt,  wird  er  die  Regel  bil- 
den; denn  hier  sind  die  Gleichmöglichkeiten  gleichbedeutend 
mit  den  Grenzmöglichkeiten  und  daher  nicht  abzählbar  unend- 
lich viele,  während  die  Disjunktion  immer  nur  auf  Klassen  ge- 
richtet ist,  die  in  endlicher  Zahl  unterschieden  werden.  So 
führt  Meinongs  Beispiel ^7^  auf  einer  Strecke  AB,  die  durch 
die  Punkte  C,  D,  E  in  vier  ungleiche  Stücke  zerlegt  ist,  einen 
Punkt  anzunehmen,  zu  dem  viergliedrigen  Disjunktionsurteil: 
Der  Punkt  fällt  entweder  auf  AC  oder  CD  oder  DE  oder  EA, 
dessen   Glieder  aber  nicht   Gleichmöglichkeiten  bilden. 

Schließlich  noch  einige  Worte  zu  der  vielberufenen  kontra  - 
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diktorischen  Disjunktion,  auch  Alternative  genannt,  be- 
stehend aus  einem  Objektiv  X  und  seiner  Verneinung  X;  A  ist 
entweder  X  oder  X.  Sie  läßt  sich,  wenn  man  will,  aus  jeder 
beliebig  vielgliedrigen  Disjunktion  herstellen,  indem  man  ein 
Glied  herausgreift  und  ihm  die  Vereinigung  aller  übrigen  ge- 
genüberstellt. Schon  diese  Bemerkung  mag  zeigen,  was  davon 
zu  halten  ist,  wenn  man  den  kontradiktorischen  Gliedern  wahl- 
los je  die  Möglichkeit  ~  zuschreiben  will,  auf  die  Zweigliedrig- 
keit der  Disjunktion  hinweisend.  Ein  solcher  Ansatz  hat  bei 
völligem  Nichtwissen  über  die  Tatsächlichkeitsbedingungen 
keinen  Erkenntniswert  und  kann  bei  weiterer  Verfolgung  zu 
den  größten  Ungereimtheiten  führen. 

21.  Wir  wenden  uns  nun  dem  zentralen  Begriff  der  ganzen 
Wahrscheinlichkeitslehre  zu,  dem  Begriff  der  Wahrschein- 
lichkeit selbst.  Es  wird  die  hierzu  anzustellenden  Betrach- 
tungen am  wirksamsten  einleiten,  wenn  vorerst  der  bisherige 
Stand  der  Sache  in  Kürze  gekennzeichnet  wird,  bevor  die 
neuen  Gedankenbildungen  zur  Sprache  kommen. 

In  den  Schriften  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung  wird 
fast  ausnahmslos  die  bekannte,  am  meisten  zum  Gemeingut 
gewordene  „Definition"  der  „mathematischen  Wahrscheinlich- 
keit" an  die  Spitze  gestellt;  wie  ihr  Wortlaut  im  einzelnen 
variieren  möge,  die  Hauptsache  an  ihr  sind  die  Anzahlen  der 
möglichen  und  der  günstigen  Fälle  und  der  aus  beiden  ge- 
bildete echte  Bruch.  Die  starke  Betonung  dieser  Definition 
in  den  Darstellungen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ist 
wohl  begründet;  auf  sie  wird  bei  allen  Entwicklungen  und 
allen  Begriffserweiterungen  immer  wieder  zurückgegriffen,  sie 
bildet  den  Keim  der  eben  genannten  Disziplin. 

Wie  steht  es  nun  mit  dieser  Definition  ?  Vor  allem  sei  fest- 
gestellt, daß  sie  keine  Bestimmung  des  hinter  dem  Worte 
„Wahrscheinlichkeit"  steckenden  Begriffs  enthält.  Sie  gibt 
nur  eine  Vorschrift,  wie  das  Quantitative,  das  in  diesem  Be- 
griff  verborgen   ist,    unter   ganz    speziellen    Voraussetzimgen 
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zahlenmäßig  auszudrücken  ist.  Sie  trifft  also  nur  eine  Seite 
des  Begriffs,  nämlich  diejenige,  die  den  Gegenständ  der  mathe- 
matischen Betrachtung  bildet,  und  diese  Einschränkung  ist  es, 
die  durch  das  Epithethon  „mathematisch"  zum  Ausdruck  ge- 
bracht werden  soll.  Solcher  „Definitionen",  die  nicht  das  We- 
sen der  Sache  treffen,  sondern  auf  die  Methode  ihrer  wissen- 
schaftlichen Behandlung  gerichtet  sind,  gibt  es  viele,  und  ins- 
besondere die  Physik  ist  reich  an  solchen.  In  dem  Terminus 
„mathematische  Physik"  bezieht  sich  der  Zusatz  „mathema- 
tisch" nicht  auf  das  Wesen  der  physikalischen  Tatsachen,  son- 
dern er  zeigt  nur  an,  daß  es  sich  um  die  Bearbeitung  des 
Quantitativen  an  ihnen  handelt.  Wie  wenig  die  Definition 
„Weg  durch  Zeit"  und  in  feinerer  Ausbildung  „Differential- 
quotient des  Weges  nach  der  Zeit"  den  Begriff  der  Geschwin- 
digkeit erschöpft,  erkennt  man  an  den  Nebenbezeichnungen 
Schnelligkeit  und  Raschheit,  die  auf  Tatbestände  angewendet 
werden,  wo  von  Weg  gar  nicht  gesprochen  werden  kann,  wie 
Schnelligkeit  des  Redens,  Raschheit  des  Handelns ;  auch  in  der 
Zusammensetzung  Reaktionsgeschwindigkeit  fehlt  das  Moment 
des  Weges.  Der  Zeitbegriff  scheint  zur  Erfassung  aller  die- 
ser Begriffe  unerläßlich  zu  sein,  der  Wegbegriff  aber  betrifft 
nur  gewisse  Erscheinungen. 

Daß  die  Definition  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit 
nicht  geeignet  ist,  auf  alle  Wahrscheinlichkeitstatsachen  ange- 
wendet zu  werden,  ist  durch  den  Hinweis  auf  die  ganz  spezi- 
ellen Voraussetzungen  ihrer  Anwendbarkeit  dargetan.  Somit 
bleibt  die  Frage  nach  dem  Wesen  dessen,  was  mit  dem  Worte 
„Wahrscheinlichkeit"  gemeint  sein  soll,  trotz  dieser  Definition 
offen. 

Daß  es  sich  um  nichts  Einfaches  handelt,  dafür  spricht  schon 
der  Umstand,  daß  das  Wort  schon  im  gewöhnlichen  Sprach- 
gebrauch, ganz  besonders  aber  im  wissenschaftlichen  Aufbau 
mit  einer  Menge  von  Zusätzen  auftrifft,  die  bald  auf  Ver- 
schiedenheiten der  Auffassung,  bald  auf  Methoden  der  Bestim- 
mung, bald  auf  irgendeinen  andern  mehr  oder  weniger  klar 
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bezeichneten  Umstand  hinweisen  sollen;  man  liest  von  objek- 
tiver, subjektiver,  absoluter,  relativer,  abstrakter,  apriorischer, 
aposteriorischer,  empirischer,  gerader,  ungerader,  mathemati- 
scher, statistischer  Wahrscheinlichkeit  und  anderem  mehr.  Un- 
ter diesen  Bezeichnungen,  von  denen  viele  erst  an  der  Stelle, 
wo  sie  bei  der  theoretischen  Entwicklung  auftreten,  ihre  Er- 
klärung finden  können,  sind  die  zwei  ersten,  objektiv  und  sub- 
jektiv, von  so  prinzipieller  Bedeutung,  daß  man  an  eine  Fest- 
stellung des  Wesens  der  Wahrscheinlichkeit  nicht  denken  kann, 
ohne  sich  mit  ihnen  näher  auseinander  zu  setzen. 

22.  Die  fundamentale  Frage,  um  deren  Beantwortung  es 
sich  dabei  handelt,  besteht  in  folgendem.  Haben  Wahrschein- 
lichkeitstatsachen, Wahrscheinlichkeitsurteile  oder  wie  sonst 
man  die  auf  Wahrscheinlichkeit  bezughabenden  Äußerungen 
nennen  will,  ihre  Quelle  in  inneren  Erlebnissen  des  sich  äußern- 
den Subjektes;  beruhen  sie  auf  den  Gegenständen,  dieses  Wort 
in  dem  weitesten  Sinne  genommen,  auf  welche  sie  sich  be- 
ziehen ? 

Die  beiden  Teile  dieser  Doppelfrage  sind  ohne  Partikel  ne- 
beneinander gestellt  worden;  denn  ein  dazwischen  geschobe- 
nes „oder"  würde  der  Meinung  Raum  geben,  daß  nur  eine  der 
beiden  Auffassungen  Geltung  haben  kann,  die  erste,  die  sub- 
jektive, oder  die  zweite,  die  objektive,  und  damit  wäre 
in  einem  gewissen  Maße  schon  eine  Entscheidung  getroffen. 
Es  wird  vielmehr  erst  zu  prüfen  sein,  ob  nur  eine  der  beiden 
Auffassungen  Berechtigung  hat  oder  ob  beide  nebeneinander 
bestehen  können;  im  zweiten  Falle  würde  auch  noch  zu  ver- 
suchen sein,  die  Gebiete  gegeneinander  abzugrenzen,  wo  einer- 
seits die  subjektive,  anderseits  die  objektive  Auffassung  zu 
Recht  besteht,  wenn  sie  nicht  etwa  auch  ineinander  greifen 
können. 

Die  Frage,  ob  die  Wahrscheinlichkeit  subjektiv  oder  objek- 
tiv aufzufassen  sei,  zieht  sich  durch  die  ganze  Entwicklung  der 
Wahrscheinlichkeits  lehre,  für  die  Wahrscheinlichkeits  r  e  c  h  - 
nung  hat  sie  aus  einem  später  anzugebenden  Grunde  keine 
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SO  tiefgehende  Bedeutung,  wie  sie  ihr  von  philosophischer  Seite 
zugesprochen  wird.  Da  sie  aber  den  Begriff  der  Wahrschein- 
lichkeit so  nahe  berührt,  so  darf  auch  dort  nicht  achtlos  an 
ihr  vorbeigegangen  werden,  wo  die  mathematische  Behandlung 
die  Hauptaufgabe  bildet.  Vorerst  seien  einige  Hinweise  allge- 
meiner Natur  auf  die  in  Rede  stehende  Gegensätzlichkeit  aus 
der  Literatur  angeführt. 

Bei  Laplace,  der  sich  über  die  grundsätzlichen  Fragen 
mehr  im  Essai  philosophique  als  in  dem  Hauptwerke  äußert, 
in  welchem  die  mathematische  Seite  die  herrschende  ist,  fin- 
det sich  ein  Hinweis  auf  das  subjektive  Moment,  das  einer 
Wahrscheinlichkeitsbestimmung  anhaften  kann,  herrührend 
vom  Stande  des  Wissens  desjenigen,  der  über  die  Wahrschein- 
lichkeit urteilt.  In  den  betreffenden  Ausführungen^^  wird  Wahr- 
scheinlichkeit deutlich  als  „Glaube  an  die  Wahrheit  einer  Aus- 
sage" gedeutet  und,  wie  es  kennzeichnend  ist  für  Laplaces 
zitiertes  Werk,  daß  überall  Nutzanwendungen  auf  das  prak- 
tische Leben  angereiht  werden,  es  folgen  Betrachtungen  über 
die  psychologische  Wirkung  von  Rednern,  denen  es  ja  darauf 
ankommt,  den  Glauben  an  eine  Sache  zu  erwecken,  über  die 
Verbreitung  von  Irrtümern,  ihre  Beseitigung  durch  die  auf- 
klärende Wissenschaft.  Dieser  bloß  gelegentliche  Hin- 
weis zeugt  dafür,  daß  Laplace  die  objektive  Auffassung  der 
Wahrscheinlichkeit  näher  lag. 

Sein  Interpret,  Poisson,  rückt  gleich  eingangs  seines  Wer- 
kes das  Subjektive  an  der  Wahrscheinlichkeit  in  den  Vorder- 
grund durch  die  Worte  29:  „Da  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
ungewissen  Ereignisses  von  unserer  Kenntnis  in  Beziehung 
auf  dasselbe  abhängt,  so  kann  sie  bei  demselben  Ereignis  für 
verschiedene  Personen  verschieden  sein."  Daß  ihm  aber  beide 
Auffassungen  als  berechtigt  erscheinen,  geht  aus  der  sehr  be- 
merkenswerten Einteilung  hervor,  die  er  bald  darauf  trifft: 
„Man  muß  im  allgemeinen  eine  abstrakte  Wahrscheinlichkeit 

-*  Essai  philos.,  Übersetzung  von  Tönnies,  S.  9 — IG. 
"^  Recherches  etc.,  Übers,  von  H.  Schnuse,  S.  i — 2. 
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(Wahrscheinlichkeit  an  sich,  chance)  und  eine  individuelle, 
subjektive,  sich  auf  eine  bestimmte  Person  beziehende  (Wahr- 
scheinlichkeit schlechthin,  probabilite)  eines  ungewissen  Er- 
eignisses unterscheiden."  Diese  scharfe  Unterscheidung  steht 
mit  dem,  was  später  vorgeführt  werden  wird,  in  so  naher 
Beziehung,  daß  es  ratsam  erschien,  sie  hier  wörtlich  anzu- 
führen, um  auf  sie  an  geeigneter  Stelle  zurückweisen  zu  können. 

In  O.  Sterzingers  Schrift ^^  gibt  ^er  Gegensatz  zwischen 
den  beiden  Auffassungen  geradezu  den  Grundton  an,  er  macht 
ihn  verantwortlich  für  das  „bedeutende  intellektuelle  Dunkel, 
das  über  der  ganzen  Wahrscheinlichkeitslehre  lagert".  Unter 
Anführung  zahlreicher  Belegstellen  für  die  weit  auseinander 
gehenden  Meinungsverschiedenheiten  läßt  Sterzinger  seine 
eigene  Auffassung  durchblicken,  die  der  Wahrscheinlichkeit 
lediglich  subjektive  Bedeutung  zuerkennt;  nach  ihm  besteht 
„der  eigentliche  Charakter  des  Wahrscheinlichkeitsurteils  in 
dem  Ausdruck  eines  gewissen  subjektiven  Kenntnis-  und  Un- 
kenntnisständes"  und  in  der  durch  den  Wechsel  von  Indivi- 
duum zu  Individuum  und  von  Zeit  zu  Zeit  bedingten  Veränder- 
lichkeit 31 ;  und  von  der  „Wahrscheinlichkeitstheorie  der  mathe- 
matischen Schule"  sagt  er,  ihre  „Deduktionen"  seien  „auf 
subjektiver  Grundlage  aufgebaut  und  auf  subjektive  Weise 
abgeleitet".  82  Auf  seine  Kritik  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung wird  noch  mehrfach  Bezug  genommen  werden. 

23.  Eine  in  die  Tiefe  gehende  Untersuchung  hat  Meinong 
den  beiden  einander  schroff  gegenüber  stehenden  Auffassun- 
gen der  Wahrscheinlichkeitstatsachen,  der  objektiven  und  der 
subjektiven,  gewidmet,  indem  er  die  Gründe  prüft,  die  für 
und  gegen  jede  von  ihnen  sprechen.  Im  folgenden  sollen  die 
markantesten  seiner  Gedanken  hervorgehoben  und  manche  da- 
von mit  Bemerkungen  begleitet  werden.  Vorweg  aber  sei  fest- 
gestellt, daß  Meinongin  dem  Widerstreit  der  Ansichten  eine 
Mittelstellung  einnimmt,  indem  er  beiden  zu  ihrem  Rechte  zu 
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verhelfen  versucht.  Das  scheint  mir  auch  der  einzig  richtige 
Standpunkt  zu  sein.  Um  einem  einseitigen  Urteil  über  seine 
Ausführungen  zu  begegnen,  betont  Meinong  gleich  zu  Be- 
ginn, daß  es  neben  zahlenmäßig  bestimmten  Wahrscheinlich- 
keiten auch  Wahrscheinlichkeiten  ohne  numerische  Bestim- 
mung gibt.  Ich  möchte,  etwas  weiter  gehend,  hinzufügen,  daß 
gerade  die  letzteren  es  sind,  mit  welchen  man  im  praktischen, 
ja  selbst  im  wissenschaftlichen  Leben  hauptsächlich  operiert. 
Als  schwerwiegender  Einwurf  gegen  die  objektive  Natur  der 
Wahrscheinlichkeit  wird  die  Tatsache  geltend  gemacht,  daß 
sie  im  Bereich  des  Wirklichen  nirgends,  auch  bei  aufmerk- 
samstem Suchen  nicht,  zu  finden  ist.  ^3  Das  heißt  so  viel, 
sie  wirkt  in  keiner  Weise  auf  die  äußeren  Sinne,  wie  etwa 
Farbe,  Geschmack,  Geruch,  Wärme  es  tun.  Gegen  diesen  Ein- 
wurf sei  bemerkt,  daß  es  sich  bei  der  Wahrscheinlichkeit 
nicht  um  einen  Gegenstand  der  Wahrnehmung,  sondern  um 
einen  solchen  der  inneren  Erfassung  handelt,  und  daß  dieser 
Erfassung  ganz  wohl  objektive  Tatbestände  zugrunde  liegen 
können,  die  dann  den  objektiven  Charakter  des  Erfaßten  be- 
gründen. Innere  Erlebnisse  bieten  sich  zwanglos  als  Sitz  der 
Wahrscheinlichkeit  an.  Wahrscheinlichkeiten  wären  demnach 
nichts  als  unsere  Vermutungen.  Vermutungen  sind,  wie  man 
aus  Erfahrung  weiß,  verschiedener  Stärke  fähig.  3^  Diese  Über- 
legung trifft  einen  sehr  wesentlichen  Punkt  der  Sache  und 
würde,  isoliert  und  ohne  jede  Einschränkung  hingenommen, 
zu  einer  rein  subjektiven  Auffassung  führen.  Sie  bringt  auch 
einen  neuen  Begriff,  den  der  Vermutung,  auf.  Diesen  Begriff 
kennzeichnet  Meinong  so*^:  „Wer  vermutet,  von  dem  sagt 
man,  er  befinde  sich  im  Zustande  der  Ungewißheit,  und  diese 
Ungewißheit  ist  um  so  größer,  je  schwächer  er  vermutet.  Um- 
gekehrt schwindet  die  Ungewißheit  mit  steigender  Vermu- 
tungsstärke und  macht  der  Gewißheit  Platz,  indem  die  Ver- 
mutungsstärke jenes  Maximum  erreicht,  das  man  schon  nicht 
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mehr  Vermutung,  sondern  festes  Überzeugtsein  oder  Glauben 
nennt." 

Ist  hier  die  Vermutung  mit  etwas  Negativem  in  Beziehung 
gesetzt,  mit  der  Ungewißheit,  so  wollen  wir  sie  auch  durch 
etwas  Positives,  das  Vertrauen,  zu  kennzeichnen  versuchen, 
etwa  so :  Vermuten  heißt,  über  etwas  Ungewisses  eine  Annahme 
machen,  daß  es  ist  oder  daß  es  sein  oder  so  sein  werde;  die 
Stärke  des  Vertrauens,  daß  die  Annahme  zutreffen  werde,  bil- 
det die  Stärke  der  Vermutung. 

Der  Überlegung,  Wahrscheinlichkeit  sei  Vermutung,  stellt 
Meinong  als  Gegengewicht  das  Nichtparallelgehen  der  nu- 
merischen Wahrscheinlichkeit  mit  der  Vermutung  gegenüber.  ^^ 
Wie  er  dies  zu  begründen  sucht,  findet  nicht  unsere  Zustim- 
mung. Bei  der  numerischen  Wahrscheinlichkeit  |  höre  das 
Vermuten  auf,  und  bei  ihrem  Sinken  unter  ~  schlage  die  Quali- 
tät des  Vermutens  ins  Gegenteil  um.  Dem  Vertrauen,  daß  die 
Annahme  zutreffen  werde,  steht  allerdings  das  Vertrauen  ge 
'genüber,  daß  sie  nicht  zutreffen  werde;  das  Vergleichen  beider 
muß  aber  nicht  ein  Differenzbilden  sein.  Vermuten  ist  nicht 
"gleichbedeutend  mit  dem  Sichentscheiden  für  das  eine  oder 
das  andere. 

Gewichtiger  als  dieser  Einwand  gegen  die  Identifizierung 
von  Wahrscheinlichkeit  und  Vermutung  ist  der  Hinweis  auf 
den  schwankenden  Charakter  der  Vermutungen  gegenüber  der 
relativen  Beständigkeit  der  Wahrscheinlichkeit.  „Nichts  ist 
gewöhnlicher,  als  daß  eine  Vertnutung  aus  dem  Einblick  in 
die  Gründe  und  Gegengründe  hervorgeht,  und  zwar  so,  daß 
die  resultierende  Vermutung  durch  das  relative  Gewicht  der 
Gründe  und  Gegengründe  bestimmt  wird.  Aber  es  ist  nicht 
leicht.  Gründe  und  Gegengründe,  zumal  wenn  ihrer  mehr  sind, 
zugleich  gegenwärtig  zu  halten,  und  dabei  auch  noch  ihr  Ge- 
wicht intakt  zu  lassen." -^^  Mit  diesen  Worten  ist  zugleich  der 
Vorgang  des  Vermutens  treffend  gezeichnet  und  ist  auf  eine 
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Schwierigkeit  hingewiesen.  Man  erkennt  deutlich,  wie  der  Er- 
folg des  Vermutens  von  der  Geschicklichkeit  des  Vermutenden 
abhängt,  und  nicht  zum  geringen  Teil  ist  die  Weisheit,  die  man 
dem  an  Erfahrungen  reichen  Alter  nachrühmt,  auf  Übung 
und  Geschick  im  Vermuten  zurückzuführen.  Die  Sprache  hat 
ein  Wort  geprägt,  das  dem  Wesen  des  Vermutens  sehr  gut 
angepaßt  ist,  es  heißt  „erwägen".  Erwägungen  gehen  dem 
vernünftigen  Handeln  voraus.  Das  Handeln  erfordert  einen 
Willensakt,  und  zu  diesem  läßt  sich  der  Handelnde  durch 
Vermutungen  bewegen.  Es  ist  bezeichnend,  daß  die  erste  syste- 
matische Darstellung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  schon 
im  Titel  auf  das  Vermuten  hinweist:  Jakob  Bernoullis 
Ars  conjectandi  —  Vermutungskunst.  Das  neben  Vermutung 
gebräuchliche  Wort  „Mutmaßung"  ist  insofern  bemerkens- 
wert, als  es  einen  Hinweis  auf  das  Messen  enthält,  das  mit 
dem  Vermuten  verbunden  ist. 

Zu  einem  weiteren  Argument  gegen  die  Gleichstellung  von 
Wahrscheinlichkeit  und  Vermutung  führt  der  folgende  Schluß : 
„Sind  Wahrscheinlichkeiten  Vermutungen,  dann  sind  ge- 
messene Wahrscheinlichkeiten  natürlich  gemessene  Vermutun- 
gen. Dann  aber  wäre  an  den  Vermutungen  längst  und  eigent- 
lich erstaunlich  mühelos  etwas  gelungen,  das  sonst  bisher  recht 
erhebliche  Schwierigkeiten  bereitet  hat:  die  Messung  des  Psy- 
chischen." ^^  Meinong  will  hiermit  die  Meßbarkeit,  wenn 
auch  nur  die  indirekte,  alles  Psychischen  nicht  prinzipiell  in 
Abrede  stellen.  Aber  auf  den  Gegensatz  will  er  hinweisen, 
der  zwischen  der  unbegrenzten  Abstufbarkeit  zahlenmäßig  aus- 
gedrückten Wahrscheinlichkeiten  und  der  jedenfalls  nur  gro- 
ben Unterscheidbarkeit  verschiedener  Vermutungsstärken  be- 
steht. 

Ich  möchte  hinzufügen,  daß  es  mir  überhaupt  zweifelhaft 
scheint,  ob  jemand  imstande  ist,  Vermutungsstärken  ohne  Wül- 
kür  ziffermäßig  zu  bestimmen.  Über  das  Größer -kleiner  wird 
kaum  hinauszukommen  sein. 
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Ein  Gedanke,  der  seit  jeher  bei  Versuchen  zur  Grundlegung 
der  Wahrscheinlichkeitslehre  herangezogen  wurde  und  auch 
in  jüngster  Zeif  zu  dem  gleichen  Zwecke  verwendet  worden 
ist,  worüber  zu  sprechen  sich  noch  Gelegenheit  ergeben  wird, 
muß  in  diesem  Zusammenhange  erwähnt  werden,  weil  er  auch 
als  gewichtiges  Argument  für  die  objektive  Natur  der  Wahr- 
scheinlichkeit ins  Feld  geführt  zu  werden  pflegt;  es  ist  dies 
der  Gedanke,  in  der  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  sei 
die  relative  Häufigkeit  seines  Auftretens  zu  erblicken. 
Gegen  diesen  Versuch,  die  objektive  Bedeutung  der  Wahr- 
scheinlichkeit zu  stützen,  zu  dessen  Begründung  in  der  Regel 
nichts  anderes  angeführt  wird  als  die  ganz  allgemein  gehal- 
tene Berufung  auf  „Erfahrung",  spricht  schon  der  rein  äußer- 
liche Umstand,  daß  ja  die  relative  Häufigkeit  eines  Ereignisses 
selbst  bei  Festhaltung  aller  al?  maßgebend  erkannten  Um- 
stände schwankt  je  nach  dem  Erfahrungskomplex,  den  man 
ihrer  Bestimmung  zugrunde  legt,  während  man  bei  der  Wahr- 
scheinlichkeit unter  solchen  Voraussetzungen  an  etwas  Festes, 
Unabänderliches  denkt.  Hat  einmal  eine  Erfahrungsreihe  ohne 
Abwechslung  ein  und  dasselbe  Resultat,  für  dieses  Resultat 
also  die  relative  Häufigkeit  i  ergeben,  welche  Zahl  im  Auf- 
bau der  Wahrscheinlichkeiten  der  Gewißheit  entspricht,  so 
wird  doch  „kein  Besonnener  sich  der  Täuschung  darüber  hin- 
geben, wie  wenig  der  bloße  Mangel  an  Gegeninstanzen  das 
Recht  zu  absoluter  Gewißheit  in  sich  schließt."  ^9 

Mit  dem  in  Rede  stehenden  Versuche  hängt  eine  Frage  zu- 
sammen, über  die  einander  diametral  entgegenstehende  Mei- 
nungen geäußert  worden  sind:  ob  es  einen  Sinn  habe,  einem 
Einzelfall  gegenüber  von  Wahrscheinlichkeit  zu  reden.  Wäh- 
rend auf  der  einen  Seite  behauptet  wird,  Wahrscheinlichkeit 
habe  für  den  Einzelfall  keine  Bedeutung  und  erlange  erst  für 
lange  Reihen  von  Fällen  einen  vernünftigen  Sinn  (und  dieser 
ist  dann  offenkundig  objektiv),  hört  man  von  anderer  Seite 
die  Anschauung  vertreten,  Wahrscheinlichkeit  könne  nur  auf 
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den  Einzelfall  sinnvoll  bezogen  werden  (und  dies  in  subjek- 
tiver Weise).  Meinong  bestreitet  die  erstausgesprochene  An- 
schauung, und  was  er  dazu  beibringt,  wird  man  lieber  mit  dem 
Worte  Vermutung  in  Verbindung  setzen  als  mit  dem  Worte 
Wahrscheinlichkeit.  Es  ist  vollkommen  richtig :  Wer  auf  Grund 
des  Barometerstandes  und  anderer  Wetteranzeichen  eine  Ver- 
mutung ausspricht  über  den  Verlauf  des  Wetters  in  der  näch- 
sten Zeit;  wer  als  Arzt  eine  Vermutung  äußert  über  die  Natur 
einer  Krankheit  und  ihren  Verlauf,  denkt  dabei  nur  an  diesen 
einen  Fall  und  nicht  an  eine  Erfahrungsreihe.  —  Meinong 
gelangt  zu  dem  bemerkenswerten  Schluß:  „Ich  ziehe  aus  dem 
Dargelegten  die  Gesamtsumme,  daß  der  Versuch,  die  Wahr- 
scheinlichkeitsgedanken gleichsam  auf  die  großen  Zahlen  zu- 
rückzuführen, in  jeder  Hinsicht  aussichtslos  ist;  man  hätte 
den  Beziehungen  der  Wahrscheinlichkeit  zum  Gesetz  der 
großen  Zahlen  seit  den  Tagen  Jakob  Bemoullis  auch  gewiß 
nicht  so  viele  Bemühungen  zugewendet,  wenn  es  sich  da  um 
nicht  mehr  als  bloß  um  einen  identischen  Satz  handelte." 

Über  die  Zusammenhänge,  auf  die  hier  angespielt  wird, 
kommen  unsere  Betrachtungen  noch  ausführlich  zu  sprechen; 
da  wird  sich  auch  Gelegenheit  ergeben,  auf  das  Verhältnis 
zwischen  Wahrscheinlichkeit  und  relativer  Häufigkeit  näher 
einzugehen. 

24.  Daß  zwischen  dem,  was  man  mit  dem  Worte  .,Wahr- 
*scheinlichkeit"  einerseits  und  mit  dem  Worte  „Vermutung" 
andererseits  treffen  will,  eine  gewisse  Verwandtschaft  besteht, 
kann  nicht  geleugnet  werden.  Aber  dennoch  ist  beides  durch 
erhebliche  Unterschiede  voneinander  getrennt.  Wahrschein- 
lichkeit, und  zwar  zahlenmäßig  ausgedrückte  Wahrscheinlich- 
keit, weist  mit  ihrer  Bestimmtheit  auf  einen  unsubjektiven 
(d.  h.  in  dem  üblichen  Sprachgebrauch:  objektiven)  Ursprung 
hin,  während  Vermutung,  so  weit  sie  bisher  gekennzeichnet 
worden  ist,  rein  subjektive  Merkmale  aufweist.  Der  gemesse- 
nen Wahrscheinlichkeit  kommt  in  ihrer  unbeschränkten  Ab- 
stuf barkeit  eine  Empfindlichkeit  zu,  die  bei  der  Vermutungs- 
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stärke  nicht  anzutreffen  ist.  Die  Kluft  zwischen  beiden  ver- 
mindert sich,  der  subjektive  Charakter  der  Vermutung  wird 
gemildert,  sie  empfängt  einen  objektiven  Einschlag,  wenn  man 
die  Art  ihres  Zustandekommens  in  Rücksicht  zieht  und  darauf- 
hin eine  Einschränkung  des  Begriffs  vornimmt.  Das  Vorbild 
dazu  nimmt  Meinong  von  einer  verwandten  Materie,  von 
den  Urteilen,  an  welchen  der  Unterschied  zwischen  „berech- 
tigt" und  „unberechtigt"  zutage  tritt.  Dieser  Unterschied  ist 
auch  an  den  Vermutungen  erkennbar.  Zwei  Beispiele  werden 
dies  deutlich  machen.  Jemand  vermutet,  daß  ihm  etwas  Schlim- 
mes begegnen  werde,  weü  ihm  ein  Hase  über  den  Weg  ge- 
laufen ist  —  das  ist  eine  unberechtigte  Vermutung;  ein  Arzt 
vermutet  nach  gewissen  Symptomen,  auf  seine  theoretischen 
Kenntnisse  und  seine  praktischen  Erfahrungen  sich  stützend, 
eine  bestimmte  Krankheit  und  einen  so  oder  so  gearteten  Aus- 
gang derselben  —  das  ist  eine  berechtigte  Vermutung.  *o  Es 
liegt  auf  der  Hand,  daß  „Vermutungen"  der  ersten  Art  jedes 
wissenschaftliche  Interesse  abgeht;  sie  sind  Sache  vorgefaßter 
Meinungen  oder  entspringen  dem  Aberglauben.  Anders  steht 
es  um  die  der  zweiten  Art,  die  ruhen  auf  einer  realen  oder  all- 
gemeiner gesagt  auf  einer  objektiven  Grundlage;  sie  können 
ganz  wohl  den  Gegenstand  wissenschaftlicher  Untersuchung 
bilden. 

Die  angekündigte  Einschränkung  des  Vermutungsbegriffs 
nimmt  Meinong  von  dieser  Unterscheidung  und  sagt,  „wenn 
Wahrscheinlichkeit  nicht  als  Sache  von  Vermutungen  schlecht- 
weg, sondern  speziell  als  Sache  von  berechtigten  Vermu- 
tungen betrachtet  wird",  so  ist  der  Einwurf  der  Abhängigkeit 
von  intellektuellen  und  emotionalen  Zufälligkeiten  nicht  mehr 
geltend,  der  subjektive  Charakter  erscheint  damit  wesentlich 
gemildert.  *i 

Daß  es  berechtigte  und  unberechtigte  oder,  wie  man  viel- 
leicht treffender  sagen  könnte,  begründete  und  unbegründete 
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Vermutungen  gibt,  das  ist  unbestreitbar,  die  angeführten  Bei- 
spiele zeigen  es  in  überzeugender  Weise.  Aber  mit  der  Be- 
hauptung der  Unabhängigkeit  berechtigter  Vermutungen  von 
intellektuellen  und  emotionalen  Zufälligkeiten  scheint  mir  zu 
weit  gegangen  zu  sein;  auch  daß  sie  „oft"  von  augenblicklicher 
oder  dauernder  intellektueller  Befähigung  des  Vermutenden 
nicht  abhängen  sollen,  möchte  ich  bezweifeln.  Man  denke  an 
das  Beispiel  von  dem  Arzte.  Hier  wird  man  sogar  zwischen 
innerer  und  äußerer  Vermutung  unterscheiden  müssen :  er  kann 
sich  für  seine  Person  ein  düstereres  Bild  von  dem  Verlaufe 
der  Krankheit  machen,  als  er  es  mit  Rücksicht  auf  die  Um- 
gebung des  Kranken  ausspricht;  zu  gelten  hätte  die  „wahre", 
von  emotionalen  Einflüssen  freie  Vermutung;  soll  die  von  der 
intellektuellen  Befähigung  nicht  abhängen  ? 

Hinsichtlich  der  Abstufbarkeit  der  Vermutungsstärke  wird 
man  Meinong  zustimmen,  daß  zwischen  Berechtigung  (so 
viel  wie  objektiver  Begründung)  und  Stärke  einer  Vermutung 
ein  Zusammenhang  besteht,  daß  also  eine  Vermutung  von  ge- 
wisser Stärke  zu  einer  Berechtigung  noch  paßt,  während  dies 
bei  größerer  Stärke  nicht  mehr  der  Fall  ist.  Der  Versuch 
aber,  den  er  macht,  um  gewissermaßen  die  Einstellbarkeit  der 
Stärke  auf  die  Berechtigung  als  innerhalb  gewisser  Grenzen 
möglich  zu  erweisen,  wirkt  nicht  überzeugend.  Ich  glaube,  daß 
geringe  Abstufungen  in  der  Stärke  nicht  zum  Bewußtsein 
kommen. 

Als  wesentliches  Ergebnis  der  Untersuchung  Meinongs 
kann  mit  Zustimmung  hingenommen  werden,  daß  es  Wahr- 
scheinlichkeitstatsachen gibt,  die  ihre  Charakteristik  in  be- 
rechtigten Vermutungen  haben,  und  hierin  erblickt  er  die  recht- 
liche Stellung  der  subjektiven  Betrachtungsweise  in  der  Wahr- 
scheinlichkeitslehre; daß  es  aber  auch  Wahrscheinlichkeits- 
tatsachen gibt,  wo  Vermutungen  nicht  anzubringen  sind  und 
auf  die  somit  die  subjektive  Betrachtungsweise  nur  mit  der 
größten  Künstlichkeit  Anwendtmg  finden  könnte.  Zu  dem  Bei- 
spiel, mit  dem  dies  letztere  belegt  wird,  eine  kleine  Bemerkung. 


35.  Attribute  eines  Objektivs  C5 

Wenn  ich  sage,  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  einem  Würfel  2 
zu  werfen,  sei  |,  so  hat  dabei  eine  Vermutung  nichts  zu  tun; 
ich  glaube  nicht,  daß,  um  die  Unanbringlichkeit  einer  Vermu- 
tung zu  erweisen,  erst  das  Beispiel  „mehr  als  2"  mit  der 
Wahrscheinlichkeit  y  konstruiert  werden  muß,  mit  der  Begrün- 
dung, weil  dann  kein  bestimmter  Wurf  in  Aussicht  ge- 
nommen werde;  kann  sich  denn  die  Vermutung  nicht  auch  auf 
das  ,,mehr  als  2"  richten,  muß  sie  immer  auf  ein  eindeutig 
Bestimmtes  abzielen  ? 

25.  Mit  der  Frage,  wovon  denn  eigentlich  Wahrscheinlich- 
keit ausgesagt  wird,  als  wessen  Attribut  sie  anzusehen  ist, 
was  nun  auch  dahin  erweitert  werden  muß,  worauf  denn  Ver- 
mutungen gerichtet  sind,  steht  es  genau  so  wie  bei  der  Mög- 
lichkeit; der  tiefere  Grund  davon  wird  sich  alsbald  heraus- 
stellen. Es  kann  also  auf  das  verwiesen  werden,  was  in  Nr.  8 
gesagt  worden  ist. 

Wahrscheinlichkeit  ist  also  eine  Eigenschaft 
von  Ob  j  ektiven. 

Aber  mit  Rücksicht  auf  die  zwiespältige  Auffassung  der 
Wahrscheinlichkeit  entsteht  die  Frage,  ob  ihr  die  Objektive 
gerecht  werden.  Dies  bejaht  Meinong,  indem  er  dartut,  daß 
Objektiven  sowohl  objektive  (das  Wort  jetzt  im  landläufigen 
Sinne  verstanden)  als  auch  subjektive  Eigenschaften  zuge- 
schrieben werden  können.  Über  das  erstere  besteht  kein  Zwei- 
fel. Um  das  letztere  zu  erreichen,  zieht  er  das  Objektiv  „Ge- 
wißheit" heran;  diese  ist  eine  Eigenschaft  von  Urteilserleb- 
nissen, die  man  auf  das  Objektiv  überträgt,  über  das  man 
urteilt;  dadurch  eben  bekommt  dieses  in  der  ihm  zugesproche- 
nen Gewißheit  eine  subjektive  Eigenschaft.  Daß  Gewißheit 
etwas  Subjektives  an  sich  hat,  zeigt  deutlich  der  Sprachge- 
brauch; man  sagt:  für  mich  ist  es  gewiß,  ich  halte  es  für 
nicht  ganz  gewiß,  daß  ...  In  dem  „daß" -Satze  ist  dann  das 
Objektiv  enthalten.  *2 

**  S.  33- 
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Indessen  kann,  ohne  daß  man  sich  Zwang  antut,  Wahr- 
^heinlichkeit  auch  auf  ein  Objekt  bezogen  werden.  Ich  greife 
aus  verschiedenen  von  Meinong  beigebrachten  Beispielen 
nur  eines  heraus.  An  einem  tropischen  Vogel  oder  Schmetter- 
ling, ehe  man  ihn  gesehen  hat,  kann  man  Buntfarbigkeit  wahr- 
scheinlich finden,  vermuten  (und  zwar  berechtigt  vermuten; 
die  Berechtigung  gründet  sich  auf  die  Erfahrung,  die  man  bei 
der  Besichtigung  von  Museen  gemacht  hat);  es  verschlägt 
nichts,  wenn  man  die  Wahrscheinlichkeit  oder  Vermutung  auf 
das  Objekt,  den  Vogel,  Schmetterling  bezieht,  aber  in  Wahr- 
heit gilt  sie  von  einem  Objektiv,  der  Buntfarbigkeit. 

26.  Das  Hauptergebnis  der  scharfsinnigen  Untersuchungen 
Meinongs,  die  davon  zeugen,  daß  er  die  Materie  gründlich 
durchdacht  hat,  ist  die  Unterscheidung  zweier  Arten  von  Wahr- 
scheinlichkeit, durch  die  er  den  Widerstreit  der  beiden  Auf- 
fassungen, der  objektiven  und  der  subjektiven,  wenigstens  vor- 
läufig geordnet  zu  haben  glaubt. 

Wahrscheinlichkeiten,  deren  Charakteristik  von  den  Vermu- 
tungen genommen  ist,  anders  gesagt,  Wahrscheinlichkeiten,  die 
als  Stärke  einer  berechtigten  Vermutung  zu  deuten  sind,  nennt 
erV^ermutungswahrscheinlichkeiten;  die  andern,  bei 
denen  Vermutung  nicht  ins  Spiel  kommt  oder  überhaupt  nicht 
anzubringen  ist,  bezeichnet  eralsvermutungsfreieWahr- 
scheinlichkeiten.  Damit  soll  nicht  gesagt  sein,  daß  ein 
Objektiv,  dem  eine  Wahrscheinlichkeit  der  zweiten  Art  zu- 
kommt, nicht  auch  den  Gegenstand  einer  Vermutung  bilden 
kann. 

Das  schärfste  Licht  auf  den  Unterschied  dieser  beiden  Arten 
scheint  mir  ein  Satz  zu  werfen,  der  so  lautef*^:  „Diese  (die 
vermutungsfreie)  Wahrscheinlichkeit  kommt  dem  betreffenden 
Objektiv  natürlich  ganz  ohne  Rücksicht  darauf  zu,  ob  es  durch 
eine  aktuelle  Vermutung  erfaßt  wird  oder  nicht."**  In  dem 

**  Bei  J.  V.  Kries,  Die  Prinzipien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
findet  sich  auf  S,  76  eine  Stelle,   die  deutlich   an   die  von  Meinong  voll- 
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Vermutungsakt  erblicke  ich  das  Wesentliche;  durch  ihn  setzt 
sich  das  urteilende  Subjekt  mit  dem  Objektiv  in  eine  Be- 
ziehung; der  obige  Satz  legt  Nachdruck  darauf,  daß  die  ver- 
mutungsfreie Wahrscheinb'chkeit  bestehen  bleibt  oder  vorhan- 
den ist  ohne  diese  Inbeziehungsetzung;  sie  haftet  dem  Objektiv 
an  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  ihm  von  irgendemer  Seite  Auf- 
merksamkeit zugewendet  wird  oder  nicht.  Man  könnte  bild- 
lich sprechen  von  einem  ruhenden  Objektiv  und  von  einem 
bewegten,  unter  dem  ersteren  ein  Objektiv  verstehend,  das 
zur  Zeit  nicht  der  Erfassung  durch  ein  denkendes  Subjekt  aus- 
gesetzt ist,  unter  dem  letzteren  ein  solches,  das  eben  den  Ge- 
genstand einer  (vermutenden)  Erfassung  bildet.  Dem  ruhen- 
den Würfel  kommt  die  vermutungsfreie  Wahrscheinlichkeit 
für  die  Seite  2  zu;  werfe  ich  den  Würfel  hin,  dann  bleibt 
diese  Wahrscheinlichkeit  bestehen,  es  kann  aber  auch  eine 
Vermutungswahrscheinlichkeit  auf  das  Objektiv,  „daß  2  falle", 
gerichtet  werden,  und  die  braucht  mit  der  ersten  nicht  über- 
einzustimmen. 

Meinong  findet,  daß  die  gewöhnlich  gemeinte  Bedeutung 
des  Wortes  „wahrscheinlich"  weit  natürlicher  die  subjektiven 
Eigenschaften  des  Objektivs  treffe  als  die  unsubjektiven,  daß 
also  das,  was  man  den  Objektiven  unter  dem  Namen  Wahr- 
scheinlichkeit nachzusagen  beabsichtigt,  in  der  Regel  Vermu- 
tungswahrscheinlichkeit sei.  Darum  schlägt  er  für  Vermutungs- 
wahrscheinlichkeit auch  den  Namen  „Wahrscheinlichkeit  im 
engeren   Sinne"  vor.    Bedenklich   schiene   es  mir,   dafür  das 

/-ogene  Scheidung  zweier  Arten  von  Wahrscheinlichkeit  gemahnt:  „Es  ver- 
steht sich  von  selbst,  daß  der  ganze  objektive  Sinn,  welcher  implizite  in 
dem  Wahrscheinlichkeitssatze  steckt,  auch  abgelöst  für  sich  ausgedrückt 
werden  kann,  ohne  daß  das  subjektive  Moment  der  Wahrscheinlichkeit  da- 
bei überhaupt  erwähnt  wird;  nicht  minder  aber  auch,  daß  dies  nicht  ge- 
lingen konnte,  so  lange  man  nicht  gelernt  hatte,  die  für  die  Wahrscheinlich- 
keit bestimmenden  objektiven  Verhältnisse  sich  deutlich  zu  machen."  Unter 
objektiven  Verbältnissen  meint  Kries  mehr  als  bloß  etwa  die  Anzahlen 
der  verschiedenen  farbigen  Kugeln,  die  zentrische  Lage  des  Schwerpunktes 
im  Würfel  usw. 
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Wort  „Wahrscheinlichkeit"  ohne  jeden  Zusatz  verwenden  zu 
wollen,  wie  er  es  meint. 

Noch  handelt  es  sich  um  einen  Ersatz  für  den  umständlichen 
Terminus  „vermutungsfreie  Wahrscheinlichkeit".  Wenn  man 
sich  die  Charakteristik  dieses  Begriffes  vor  Augen  hält,  er- 
kennt man  ohne  Mühe,  daß  er  mit  dem  Begriff  der  steigerungs- 
fähigen Möglichkeit  identisch  ist.  Schon  die  klassische  Wahr- 
scheinlichkeitsdefinition weist  deutlich  darauf  hin,  indem  sie 
die  Bildung  des  numerischen  Wertes  der  Wahrscheinlichkeit 
auf  die  gleichmöglichen  Fälle  stützt.  So  empfiehlt  denn 
Meinong  für  die  vermutungsfreie  Wahrscheinlichkeit  die  kür- 
zere Bezeichnung  „Möglichkeit".  ^^ 

Es  ist  ein  charakteristischer  Zug  des  Meinongschen 
Buches,  der  schon  im  Titel  seinen  Ausdruck  gefunden  hat, 
daß  Möglichkeit  und  Wahrscheinlichkeit,  und  zwar  in  dem 
zuletzt  erläuterten  Sinne,  grundsätzlich  auseinander  gehalten 
werden.  Darum  erscheint  es  angezeigt,  dieser  prinzipiellen  An- 
gelegenheit noch  einige  Worte  zu  widmen. 

Das  Bewußtsein  der  engen  Zusammengehörigkeit  der  Be- 
griffe „wahrscheinlich"  und  „möglich"  ist  durchwegs  anzu- 
treffen. 

Jakob  Bernoulli  erklärt:  Die  Wahrscheinlichkeit  ist  ein 
Grad  der  Gewißheit  und  unterscheidet  sich  von  ihr  wie  ein 
Teil  vom  Ganzen.  Möglich  ist  das,  was  einen  wenn  auch  sehr 
kleinen  Teil  der  Gewißheit  für  sich  hat.  *6  Aus  dem  Zusammen- 
halt dieser  zwei  Stellen  geht  doch  deutlich  hervor,  daß  ihm 
Wahrscheinlichkeit  und  Möglichkeit  ein  und  dasselbe  bedeu- 
ten. Die  Illustrationen,  die  er  dazu  gibt,  weisen  darauf  hin, 
daß  es  sich  ihm  um  die  Erklärung  dessen  handelt,  was  „noch 
möglich"  ist. 

Bei  La  place  gehen  die  beiden  Ausdrücke  probabilit^  und 
possibilitö  wahllos  nebeneinander  her.  Am  bezeichnendsten  für 

"  S.  35- 

*^  Ars  conjectandi,  Übersetzung  in  Ostwalds  Klassikern,  Nr.  io8,  S.  72 
bis  73. 
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ihre  Stellung  scheint  mir  die  Formulierung  des  zweiten  Prin- 
zips zu  sein.  Verdeutscht  lautet  die  betreffende  Stelle  so :  „Dies 
(gemeint  ist  der  erste  Grundsatz,  der  die  klassische  Wahr- 
scheinlichkeitsdefinition enthält)  setzt  aber  voraus,  daß  die 
verschiedenen  Fälle  gleich  möglich  sind.  Sind  sie  es  nicht, 
so  muß  man  erst  ihre  bezügliche  Möglichkeit  bestimmen,  deren 
richtige  Einschätzung  einer  der  schwierigsten  Punkte  der 
Theorie  des  Zufalls  ist.  Dann  ist  die  gesuchte  Wahrschein- 
lichkeit gleich  der  Summe  der  Möglichkeiten  jedes  gün- 
stigen Falles."*^ 

Am  meisten  nähert  sich  Poisson  der  M  ei  nong  sehen  Auf- 
fassung, in  der  Unterscheidung  einer  abstrakten  Wahrschein- 
lichkeit oder  Chance  und  einer  individuellen,  subjektiven, 
sich  auf  eine  bestimmte  Person  beziehenden,  die  er  proba- 
bilite  nennt. *^  In  der  ersteren  erkennt  man  unschwer  die 
Möglichkeit;  die  zweite  scheint  enger  gefaßt  als  Meinongs 
Vermutungswahrscheinlichkeit  und  nähert  sich  mehr  seinem 
Begriff  der  „persönlichen  Wahrscheinlichkeit".*^ 

Kries  bringt  im  Artikel  4  des  IV.  Kapitels  die  Möglichkeit 
in  eine  enge  Beziehung  zur  Wahrscheinlichkeit.  Er  spricht 
von  einer  zahlenmäßigen  Bestimmung  der  Möglichkeit,  und  in 
der  Wendung:  „So  können  wir  sagen,  daß  die  allgemeinen 
Bedingungen,  daß  gewürfelt  werde,  die  Möglichkeit  ~  für  jeden 
der  Erfolge  123456  repräsentieren",  liegt  die  Gleichsetzung 
beider  Begriffe,  allerdings  in  dem  dort  erörterten  Sinne.  ^^ 

Die  Trennung  der  zwei  ziemlich  verschiedenartigen  Gedan- 
ken vollzieht  Meinong  in  aller  Deutlichkeit,  eines  mehr  sub- 
jektiv und  eines  mehr  objektiv  gefärbten,  die  in  dem  Worte 
„Wahrscheinlichkeit"  zusammentreffen.  Wohl  vereinigt  er  sie 
formell  unter  der  Bezeichnung  „Wahrscheinlichkeit  im  weite- 
ren Sinne",  erklärt  aber,  einen  scharfen  Begriff  dessen,  was 
hierunter  zu  verstehen  sei,  nicht  geben  zu  können,  hält  es  daher 

*'  Th6or:e  analyt.  des  probab.,  IIP  6pit.,  1820,  S  VIII. 

*""  Recherches,  S.  2.  *»  S.  533. 

"°  Die  Prinzipien  etc.,  S.  85  fi". 

Wis3.  u.  Hyp.  24:  Czuber,  WahrscbeinUchkeitsrechnung  5 
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für  besser,  jedem  Unterbegriffe  seine  Eigenart  zu  belassen 
und  sie  nebeneinander  zu  gebrauchen,  wo  es  sich  um  genaue 
Unterscheidungen  handelt,  ^i 

Die  Stellung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  dieser 
ganzen  Sachlage  scheint  mir  klar  vorgezeichnet  zu  sein:  sie 
operiert  mit  vermutungsfreien  Wahrscheinlichkeiten,  also  mit 
Möglichkeiten,  die  sie  noch  dadurch  bestimmter  gestaltet,  daß 
sie  von  jedem  subjektiven  Einschlag  absieht.  Hingegen  be- 
herrschen die  Vermutungswahrscheinlichkeiten,  in  anderer  Ter- 
minologie die  Wahrscheinlichkeiten  im  engeren  Sinne,  das 
weit  ausgedehntere  Gebiet  des  praktischen  Denkens,  im  ge- 
wöhnlichen Leben  sowohl  als  in  der  Wissenschaft.  Darüber 
hat  sich  schon  Jakob  Bernoulliin  bemerkenswerter  Weise 
geäußert.  Nachdem  er  die  Wichtigkeit  der  Kombinatorik,  als 
deren  Begründer  er  zu  gelten  hat,  dargelegt,  sagt  er:  „Ob- 
gleich dieses  Verfahren  zwar  insoweit  der  mathematischen  Spe- 
kulation angehört,  als  in  ihm  die  Rechnung  verwendet  wird, 
so  ist  es  doch  hinsichtlich  seines  Nutzens  und  seiner  Unent- 
behrlichkeit  ganz  universell  und  so  beschaffen,  daß  ohne  das- 
selbe weder  die  Weisheit  des  Philosophen,  noch  die  Genauig- 
keit des  Historikers,  noch  die  Diagnose  des  Arztes,  noch  die 
Klugheit  des  Politikers  bestehen  kann.  Als  Argument  hierfür 
sei  nur  gesagt,  daß  ihrer  aller  Tätigkeit  auf  Vermu- 
tungen sich  stützt  und  daß  jede  Vermutung  auf  Kombina- 
tionen der  wirkenden  Ursachen  beruht."  ^2  Es  sei  an  dieser 
Stelle  angemerkt,  daß  Bernoulli  vermuten  gleich  setzt  mit 
Wahrscheinlichkeit  messen:  „Irgendein  Ding  vermuten  heißt 
so  viel  als  seine  Wahrscheinlichkeit  messen."  ^^ 

27.  Über  das  Wesen  der  Wahrscheinlichkeit,  den 
Sinn  quantitativer  Wahrscheinlichkeitsaussagen,  also  numeri- 
scher Wahrscheinlichkeiten  und  bloßer  Vergleiche  zwischen 
mehr  oder  weniger  an  Wahrscheinlichkeit  findet  man  in  der 

''  S.  35-36. 

-'"^  Ars  conj ,  Ostwalds  Klassiker  Nr.  107,  S.  77. 
"5  Ebenda  Nr.  108,  S.  75. 
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Literatur,  der  nichtmathematischen  wie  der  mathematischen, 
zahlreiche  verschiedene  Angaben,  wie  das  bei  einem  so  kom- 
plizierten Begriff  nicht  anders  möglich  ist.  Die  Versuche  der 
Wesenserklärung  knüpfen  an  andere  Begriffe  an,  die  dem 
Verständnis  leichter  zugänglich  sind  oder  gar  als  unmittelbar 
erfaßbar  angesehen  werden,  oder  sie  stützen  sich  auf  Erfahrun- 
gen in  jenen  Gebieten,  in  welchen  die  Wahrscheinlichkeit  ihre 
Rolle  spielt.  Auch  auf  die  sprachliche  Struktur  des  Wortes 
„wahrscheinlich"  wird  eingegangen,  weil  ja  anzunehmen  ist, 
daß  der  Sprachgeist  bei  seiner  Wahl  etwas  hineingelegt  hat, 
was  zum  Wesen  in  einer  Beziehung  steht. 

Ein  Begriff,  durch  den  man  das  Wesen  der  Wahrscheinlich- 
keit häufiger  zu  erklären  sucht,  ist  der  Begriff  der  Gewiß- 
heit. Der  gemeine  Sprachgebrauch  scheint  freilich  über  die 
Bedeutung  dieses  Wortes  keinen  Zweifel  zuzulassen,  aber  in 
der  wissenschaftlichen  Verwendung  zeigt  auch  dieser  Begriff 
mancherlei  Variationen.  Schon  Jakob  Bernoulli,  der  seine 
philosophische  Einleitung  mit  der  Gewißheit  eröffnet,  unter- 
scheidet zwei  Arten  derselben,  eine  objektive,  die  nach  sei- 
nen Worten  gleichbedeutend  ist  mit  Wirklichkeit,  wofür  wir 
lieber  sagen  wollen  Tatsächlichkeit,  und  eine  subjektive, 
die  in  dem  Maße  unserer  Erkenntnis  hinsichtlich  dieser  Wirk- 
lichkeit  (Tatsächlichkeit)  besteht. ^^ 

Eine  Zweiteilung  des  Begriffs,  aber  in  etwas  anderem  Sinne, 
nimmt  auch  Poisson  vor.  Die  eine  Gewißheit  wäre  nach 
seiner  Kennzeichnung  derselben  als  empirische  zu  benen- 
nen, weil  sie  sich  auf  Erfahrung  stützt;  er  schreibt  sie  nämlich 
Ereignissen  zu,  die  den  allgemeinen  Gesetzen  der  Natur  nicht 
zuwiderlaufen  und  durch  viele  Zeugnisse  bestätigt  werden,  so- 
wie denjenigen,  welche  die  tägliche  Erfahrung  bestätigt.  Die 
andere  nennt  er  die  absolute  und  sagt  von  ihr,  sie  lasse 
sich  nicht  definieren,  sondern  nur  durch  Beispiele  erklären; 
zu  den  „Ereignissen"  von  absoluter  Gewißheit  zählt  er  „unsere 


**  Ebenda  S.  71. 
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eigene  Existenz",  einige  nicht  bloß  gewisse,  sondern  auch  an 
und  für  sich  einleuchtende  „Grundsätze"  und  gewisse  andere 
Sätze,  z.  B.  die  Lehrsätze  der  Geometrie.  —  Mit  Hilfe  der  Ge- 
wißheit wird  nun  die  Wahrscheinlichkeit  erklärt. 

Bei  Bernoulli  geschieht  dies  in  der  grobsinnlichen  Weise 
der  Teilung  der  Gewißheit:  „Die  Wahrscheinlichkeit  ist  näm- 
lich ein  Grad  der  Gewißheit  und  unterscheidet  sich  von  ihr 
wie  ein  Teil  vom  Ganzen."  ^^  Also,  ein  Ereignis  von  der  Wahr- 
scheinlichkeit I  besitzt  1  der  Gewißlieit. 

Sowohl  bei  La  place  als  auch  bei  Poisson  erscheint  die 
Gewißheit  als  ein  besonderer  Fall  der  Wahrscheinlichkeit, 
woraus  auf  eine  Vergleichbarkeit  beider  geschlossen  wird;  da- 
durch soll  der  schwierigere  Begriff  der  Wahrscheinlichkeit 
Beleuchtung  erfahren  von  dem  leichteren  Begriff  der  Gewiß- 
heit. 

Diesen  Auffassungen  ist  entgegenzuhalten,  daß  die  Gewiß- 
heit dem  Gebiet  des  Wahrscheinlichen  nicht  angehört,  daß 
bei  ihr  von  Teilbarkeit  nicht  gesprochen  werden  kann.  Wenn 
man  die  Wahrscheinlichkeiten  auf  einer  Strecke  abbildet,  de- 
ren unterer  Endpunkt  mit  o,  deren  oberer  Endpunkt  mit  i 
bezeichnet  ist,  wenn  man  dem  oberen  Endpunkt  die  „Gewiß- 
heit des  Seins  oder  Soseins",  dem  untern  Endpunkt  die  „Ge- 
wißheit des  Nichtseins  oder  Nichtsoseins"  zuordnet,  so  muß 
man  sagen,  die  Wahrscheinlichkeiten  erfüllen  das  „nicht 
abgeschlossene  Intervall"  (o,  i);  die  Enden  gehören  nicht  zu 
ihm  und  repräsentieren  zusammen  ein  Neues,  die  Gewißheit 
(des  Objektives  im  bejahenden  und  verneinenden  Sinne). 

Mit  andern  Begriffen  operiert  die  Wesenserklärung,  die 
Poisson  für  die  Wahrscheinlichkeit  gegeben  hat.  An  der 
Spitze  seines  Werkes  steht  der  Satz:  „Die  Wahrscheinlichkeit 
eines  ungewissen  Ereignisses  ist  der  Grund,  welchen  wir 
haben,  zu  glauben,  daß  es  stattfinden  wird  oder  stattge- 
funden hat."   Bemerkenswert  ist  daran,  daß  die  Wahrschein- 


"  Ebenda  S.  72. 
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lichkeit  als  etwas  von  der  Zeit  Unabhängiges  hingestellt  wird, 
worauf  C.  Stumpf  wieder  nachdrücklich  hingewiesen  hat. 

Meinong  übt  an  dieser  Erklärung  Kritik  und  bemängelt 
insbesondere  die  Hinstellung  der  Wahrscheinlichkeit  als 
Grund,  da  sie  öfter  das  (durch  Objektives)  Begründete  sei; 
„glauben"  übersetzt  er  mit  „gewiß  sein",  während  mir  die  Er- 
setzung durch  „annehmen",  also  vermuten,  näher  zu  liegen 
scheint;  dann  entstünde  ein  Satz,  den  auch  er  gelten  läßt,  weil 
die  Wahrscheinlichkeit  immerhin  als  Grund  für  eine  Vermu- 
tung auftreten  kann.  Treffender  scheint  ihm  die  Fassung :  „das 
Mehr  oder  Weniger  der  Wahrscheinlichkeit  besteht  darin,  daß 
man  Grund  hat,  stärker,  resp.  schwächer  zu  vermuten."  ^^ 

Als  kennzeichnend  für  die  Wahrscheinlichkeit  wird  femer 
ihr  Zusammenhang  mit  dem  Gefühl  der  Erwartung  ange- 
sehen und  hiervon  in  der  Weise  Gebrauch  gemacht,  daß  die 
Wahrscheinlichkeit  als  Maß  der  Erwartung,  noch  bestimm- 
ter nach  Stumpf  der  berechtigten  (begründeten)  Erwartung 
definiert  wird.  Der  Vorhalt  Meinongs  zu  dieser  Fassung, 
wie  denn  das  Gemessene  selbst  wieder  Maß  genannt  werden 
könne,  scheint  mir  ungerechtfertigt:  die  gemessene  Queck- 
silbersäule ist  ein  Maß  des  Luftdrucks,  der  Temperatur.  Für 
treffender  halte  ich  die  Formulierung  von  Kries^?^  die  auch 
den  Begriff  Erwartung  verwendet,  das  Wort  Maß  aber  ver- 
meidet: „Als  charakteristische  Eigenschaft  Hes  Wahrschein- 
lichkeitssatzes bleibt  es  immer  bestehen,  daß  er  die  mehr  oder 
minder  große  Berechtigung  einer  Erwartung  angibt." 

Alle  diese  Erklärungen  enthalten  ein  persönliches  Moment; 
denn  auch  die  Gewißheit  ist  Sache  von  (Urteils-)  Erlebnissen. 
Man  könnte  auch  versuchen,  die  Wahrscheinlichkeit  objektiv 
zu  charakterisieren,  so  weit  sie  selbst  objektiv  begründet  ist. 
Dann  schiene  mir  die  Übersetzung  von  Wahrscheinlichkeit  mit 
„Leichtigkeit  der  Verwirklichung  oder  Vertatsächlichung"  das 
Wesen  zu  treffen. 


S.  23  fF.  "  D^  Prinzipien  etc.,  S.  21. 
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Zu  einer  rein  logischen  Wesensbestimmung  der  Wahrschein- 
lichkeit gelangt  Meinong  mit  dem  Satze,  daß  „Wahrschein- 
lichkeit stets  ein  Attribut  von  Objektiven"  ist.  ^s  Als  Ergebnis 
der  eingehenden  Erforschung  des  Wahrscheinlichkeitsbegriffs, 
wie  sie  Meinong  in  seinem  Buche  durchführt,  drückt  dieser 
Satz  ohne  Zweifel  eine  wertvolle  Erkenntnis  aus.  Aber  Wesens- 
erklärungen sollen  gemeinverständlich  sein,  wenigstens  im 
Kreise  der  Gebildeten,  und  diese  Eigenschaft  fehlt  seiner  Er- 
klärung. 

28.  Noch  bleibt  darüber  zu  sprechen,  was  das  Wort  „wahr- 
scheinlich" selbst  vom  Wesen  der  Sache  aussagt  oder  aussagen 
will.  Zerlegt  heißt  es  „wahr  scheinend"  und  kehrt  in  analoger 
Zusammensetzung  auch  in  andern  Sprachen  wieder  (franz. 
vraisemblable,  lat.  verisimile  =  wahrheitsähnlich).  Die  Wahr- 
scheinlichkeit tritt  so  mit  Wahrheit  in  eine  gewisse  Verwandt- 
schaft; viel  Licht  wird  jedoch  davon  nicht  zu  gewinnen  sein, 
weil  Wahrheit  selbst  wieder  ein  schwieriger,  nicht  ein- 
deutiger Begriff  ist.  Aus  den  eingehenden  Untersuchungen, 
die  Meinong  den  Begriffen  „Wahrheit"  und  ihrem  Gegen- 
satze „Falschheit"  zuteil  werden  läßt  —  leicht  zu  verfolgen 
sind  die  bezüglichen  Gedankengänge  nicht  —  sei  nur  das- 
jenige herausgehoben,  was  zur  Wahrscheinlichkeit  in  Be- 
ziehung steht.  ^^  Im  Wahrheitsgedanken  ist  ein  subjektives 
Moment  enthalten,  das  ein  Erfassen  (des  als  wahr  geurteilten 
Objektivs)  begründet.  Streift  man  diese  Subjektivität  ab,  so 
ist  Wahrheit  gleichbedeutend  mit  Tatsächlichkeit.  Würde  nun 
Tatsächlichkeit  als  obere  Grenze  der  Möglichkeit  erkannt,  so 
ist  (unsubjektive)  Wahrheit  als  obere  Grenze  der  (vermutungs- 
freien) Wahrscheinlichkeit  aufzufassen.  Damit  ist  man,  sagt 
Meinong,  berechtigt,  in  der  Wahrscheinlichkeit  herabge- 
setzte Wahrheit,  in  der  Wahrheit  gesteigerte  Wahrscheinlich- 
lichkeit  zu  sehen.  Der  Wahrscheinlichkeitsnull  entspricht 
Falschheit  als   Gegensatz  der  Wahrheit. 


S.  30.  *"  §§  7  und  57. 
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Nun  entsteht  die  fundamentale  Frage,  ob  Wahrscheinlich- 
keit zwischen  Wahrheit  und  Falschheit  eine  Zwischenstellung 
einnimmt,  welche  Frage  noch  dahin  abgeändert  wird,  daß  an 
die  Stelle  von  wahrscheinlich,  wahr,  falsch  gesetzt  wird  Wahr- 
scheinliches, Wahres,  Falsches.  Meinong  bejaht  diese  Frage 
für  beide  Varianten.  Dies  führt  ihn  zur  Konstruktion  einer 
Wahrscheinlichkeitslinie,  die  er  wie  folgt  beschreibt: 
„Ihrer  Natur  nach  gehört  die  Wahrscheinlichkeit  in  ihren  Gra- 
den einer  Linie  an,  deren  eines  Ende  die  Wahrheit,  deren  an- 
deres Ende  die  Wahrscheinlichkeitsnull  ausmacht,  die  mit  der 
Falschheit  koinzidiert."  ^0 

Ich  vermag  mich  in  diese  Inbeziehungsetzung  der  Wahr- 
scheinlichkeit zur  Wahrheit  und  Falschheit  nicht  hineinzu- 
denken. In  der  Aussage,  daß  bei  einem  bevorstehenden  Wurf 
mit  einem  Würfel  3  fällt,  sei  entweder  wahr  oder  falsch, 
kommen  mir  die  Worte  wahr  und  falsch  unangebracht  vor. 
Deutungen  wie  die  obige :  Wahrscheinlichkeit  ist  herabgesetzte 
Wahrheit,  Wahrheit  gesteigerte  Wahrscheinlichkeit  —  halte 
ich  für  unzulässig,  selbst  dann,  wenn  man  die  sonstige  Ver- 
wandtschaft dieser  Begriffe  zuzugeben  gewillt  ist. 

29.  Es  ist  erforderlich,  die  gegenseitigen  Beziehungen  der 
Begriffe  Möglichkeit,  Vermutung  und  Wahrscheinlichkeit 
nochmals  näher  ins  Auge  zu  fassen  unter  besonderer  Beachtung 
des  quantitativen  Moments.  Die  Vermutungen  bilden  etwas 
Graduelles,  man  spricht  bei  ihnen  von  einer  Stärke,  aber  auch 
von  einer  Berechtigung.  Gründet  man  auf  die  Vermutung  eine 
Wahrscheinlichkeit,  so  wird  sich  die  Größe  dieser  nach  der 
Vermutungsstärke  zu  richten  haben.  Zwischen  Wahrschein- 
lichkeitsgröße und  Vermutungsstärke  wird  eine  soldlie  Be- 
ziehung zu  bestehen  haben,  daß  beide  Größen  gleichzeitig 
wachsen,  also  auch  gleichzeitig  abnehmen.  Die  Vermutung 
bezieht  sich  immer  nur  auf  etwas,  was  möglich  ist,  und  gilt 
als  berechtigt,  wenn  sie  dem  Möglichkeitsgrade,  also  der  Mög- 

'^^  S.  487. 
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lichkeitsgröße,  angepaßt  ist;  ihre  Stärke  wird  dann  mit  dem 
Möglichkeitsgrade  parallel  gehen. 

Gegen  den  eben  hervorgehobenen  Zusammenhang  zwischen 
Wahrscheinlichkeitsgröße  und  Vermutungsstärke  scheint  sich, 
wie  Meinong  ausführt,  ein  Widerspruch  zu  erheben,  der 
kurz  dahin  zu  kennzeichnen  ist,  daß  bei  dem  Durchgang  durch 
den  Wahrscheinlichkeitswert  4-  die  Vermutungsstärke  ver- 
schwindet und  bei  weiterer  Abnahme  der  Wahrscheinlichkeits- 
größe  der  Quantität  nach  wieder  zu  wachsen  beginnt,  quali- 
tativ aber  ins   Gegenteil  umschlägt,  ^i 

Ich  halte  dafür,  daß  dieser  Widerspruch  nur  aus  einer  irr- 
tümlichen Auffassung  des  Vermutungsbegriffs  entspringen 
kann.  Eine  Vermutung  ist  immer  nur  auf  ein  bestimmtes 
Objektiv  gerichtet.  Die  in  Rede  stehende  Betrachtung  aber 
würde  der  Auffassung  entsprechen,  daß  die  Vermutungsstärke 
als  Resultierende  aus  zwei  Vermutungen  entsteht,  die  sich  auf 
entgegengesetzte  Objektive  beziehen;  sie  wäre  der  Überschuß 
der  stärkeren  Vermutung  über  die  schwächere  und  bezöge  sich 
auf  das  Objektiv,  das  zur  stärkeren  Komponente  gehört.  Nur 
aus  dieser  in  den  bisherigen  Darlegungen  nicht  begründeten 
Auffassung   ergäbe   sich   der   oben   geschilderte    Sachverhalt. 

Nehmen  wir  das  Beispiel  von  der  Feuerversicherung  auf. 
Die  Vermutung,  „daß  es  nicht  brennen  wird",  ist  viel  stärker 
als  die  Vermutung,  „daß  es  brennen  wird";  nach  der  irrigen 
Auffassung  entstünde  somit  eine  noch  erheblich  starke  resul- 
tierende Vermutung,  „daß  es  nicht  brennen  wird",  und  die 
wäre  ein  Motiv  gegen  die  Versicherungsnahme.  Derjenige, 
der  die  Versicherung  eingeht,  läßt  sich  aber  lediglich  durch 
die  weim  auch  schwache  Vermutung  leiten,  „daß  es  brennen 
wird",  weil  auch  dieser  schwachen  Vermutung  eine  Möglich- 
keit zugrunde  liegt,  und  diese  ist  für  sein  Handeln  entschei- 
dend. Darin  liegt  das  Wesen  der  „Sorglosigkeit",  daß  man 
kleine  Gefahren  unbeachtet  läßt  in  der  Vermutung  (d.  h.  in 
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dem  Vertrauen),  sie  würden  doch  nicht  Wirklichkeit  erlangen. 
Was  das  gebrachte  Opfer  trotz  der  schwachen  Vermutung, 
dalß  man  von  dem  angewendeten  Gegenmittel  tatsächlich  einen 
Erfolg  haben  werde,  erträglich  macht,  das  ist  der  Gedanke 
an  den  großen  Schaden,  der  einem  erwachsen  würde,  wenn 
sich  das  schwach  Vermutete  doch  verwirklichen  sollte.  Die 
Unstetigkeit  zwischen  Wahrscheinlichkeitsgröße  und  Vermu- 
tungsstärke findet  also  nicht  statt,  wenn  man  in  richtiger  Weise 
die  Vermutung  nur  auf  ein  Objektiv  richtet. 

Ein  anderer  Einwurf  gegen  den  Parallelismus  beider  Größen, 
den  Meinong  als  den  minder  schwerwiegenden  erachtet,  er- 
scheint mir  als  der  eigentlich  belangreiche;  er  richtet  sich  auf 
den  Kontrast  zwischen  der  unbegrenzt  feinen  Abstufbarkeit 
der  Wahrscheinlichkeitsgröße,  der  bei  der  Vermutung  als 
einem  Erlebnis  nichts  ähnliches  gegenüber  steht.  Ich  möchte 
auf  ein  anderes  Gebiet  hinweisen,  das  eine  analoge  Sachlage 
darbietet.  Die  Erfassung  von  physischen  Größen  (Längen, 
Flächen,  Räumen,  Gewichten)  ist  auch  ein  Erlebnis,  und  die 
Vergleichung  so  erfaßter  Größen  ist  unverläßlich  in  weiten 
Grenzen,  die  allerdings  durch  viele  Übung  verengt  werden 
können;  ihr  steht  gegenüber  die  mit  beliebig  weit  gehender 
Genauigkeit  vollstreckbare  Vergleichung  auf  Grund  der 
Messung. 

So  halte  ich  dafür,  daß  Vermutungen  ein  ungeeignetes  Mittel 
zur  Beurteilung  von  Möglichkeiten  sind,  die  das  Meßbare  dar- 
stellen und  denen  die  Wahrscheinlichkeiten  adäquat  sind. 
Nicht  die  Wahrscheinlichkeitsgröße  wird  sich  nach  der  Ver- 
mutungsstärke bestimmen  lassen,  sondern  die  (nicht  fühlbare) 
Vermutungsstärke  wird  nach  der  Wahrscheinlichkeitsgröße  zu 
bemessen  sein.  Ich  bin  berechtigt,  etwas,  was  die  Wahrschein- 
lichkeit I  besitzt,  mit  doppeller  Stärke  zu  vermuten  als  etwas, 
dem  die  Wahrscheinlichkeit  -J-  zukommt.   ^ 

30.  Dieser  Gesichtspunkt  kommt  denn  auch  zur  Geltung 
in  dem  Gedankengange,  den  Meinong  entwickelt,  um  zur 
numerischen  Wahrscheinlichkeitsbestimmung  zu 
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gelangen.  Dabei  kommt  der  Zusammenhang  zwischen  Wahr: 
scheinlichkeitsgröße  und  Möglichkeitsgröße  zu  bestimmtem 
Ausdruck.  ^- 

Dieser  Gedankengang  läßt  sich  in  Kürze  so  skizzieren. 

Jeder   Wahrscheinlichkeit   ist   eine   Vermutung   zugeordnet. 

Es  wäre  das  nächstliegende,  die  Messung  der  Wahrschein- 
lichkeit an  der   Stärke  der  Vermutung  vorzunehmen. 

Die  Vermutung  aber  ist  ein  psychisches  Erlebnis,  und  wenn 
auch  an  der  Meßbarkeit  des  Psychischen  dem  Prinzipe  nach 
nicht  zu  zweifeln  ist,  so  treten  doch  erhebliche  Schwierigkeiten 
ein,  die  hier  noch  größer  sind  als  auf  einem  andern  psychischen 
Gebiet,  dem  der  Empfindungen,  wo  künstlich  hervorgebrachte 
Reize,  als  physische  Wirklichkeiten,  einen  Weg  zur  (indirek- 
ten) Messung  darbieten. 

Von  einem  Reiz  kann  bei  den  Vermutungen  nicht  die  Rede 
sein;  an  seiner  Stelle  aber  kann  der  Gegenstand  genommen 
werden,  der  die  Vermutung  hervorruft:  das  ist  die  der  zu  be- 
stimmenden Wahrscheinlichkeit  zugrundeliegende  Materie. 

Diesem  Gegenstande  kommt  nun  etwas  Meßbares  zu,  das  ist 
der  Vertatsächlichungsgrad  des  an  ihm  haftenden  Objektivs, 
auf  das  sich  die  Wahrscheinlichkeit  beziehen  soll. 

Der  Vertatsächlichungsgrad  fällt  aber  zusammen  mit  dem 
Möglichkeitsgrad. 

Mithin  ist  der  Möglichkeitsgrad  das  rechtmäßige  Maß  der 
Vermutungsstärke,  also  auch  der  Wahrscheinlichkeit,  und  so 
ist  die  Messung  der  Wahrscheinlichkeit  mit  Umgehung  des 
schwer  faßbaren  psychischen  Erlebnisses  der  Vermutung  auf 
die  Messung  der  Möglichkeit  zurückgeführt. 

So  kommt  denn  Meinong  im  Wege  dieser  Schlußfolge- 
rungen zu  dem  folgenden  Ergebnis:  „Wo  einer  gemessenen 
Möglichkeit  eine  Wahrscheinlichkeit  zur  Seite  steht,  da  ist 
durch  die  Möglichkeitsgröße  auch  die  Wahrscheinlichkeits- 
größe derart  bestimmt,  daß  man  den  Zahlenausdruck  für  die 
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MögUchkeitsgröße  auch  als  Ausdruck  für  die  Wahrschein- 
lichkeitsgröße behandeln  darf."  63  Mit  der  Wendung  „einer 
gemessenen  Möglichkeit  stehe  eine  Wahrscheinlichkeit  zur 
Seite"  soll  darauf  hingewiesen  sein,  daß  von  Wahrscheinlich- 
keit erst  dann  zu  sprechen  ist,  wenn  auf  das  Mögliche  eine  Er- 
wartung, eine  Vermutung  gerichtet  ist.  —  Die  Vermutung  wäre 
also  das  Primäre.  An  ihre  direkte  Messung,  das  geht  aus 
dieser  Deduktion  hervor,  will  Meinong  nicht  denken,  und 
dem  kann  man  sich  vorbehaltlos  anschließen.  Ihre  indirekte 
Messung  geschieht  durch  die  Möglichkeit  oder  die  Wahr- 
scheinlichkeit, so  daß  umgekehrt  diese  als  Maß  für  die  Stärke 
der  berechtigten  Vermutung  zu  gelten  haben. 

Meinong  schließt  an  das  eben  vorgeführte  Reduktions- 
prinzip der  Wahrscheinlichkeit  auf  Möglichkeit  Betrachtun- 
gen an,  durch  welche  die  Haltbarkeit  dieses  Prinzips  auch 
bei  verwickeiteren  Sachverhalten  nachgewiesen  werden  soll. 
Die  Betrachtungen  bewegen  sich  aber  in  so  abstrakten  Ge- 
dankengängen, daß  es  nicht  leicht  ist,  ihnen  zu  folgen.  Im 
Wesen  handelt  6s  sich  um  jene  Gedanken,  welche  mit  dem 
Begriff  der  relativen  Wahrscheinlichkeit  zusammenhängen. 
Eine  relative  Wahrscheinlichkeit  ist  eine  solche,  die  unter 
einer  oder  auch  unter  mehreren  Voraussetzungen  aufgestellt 
wird,  denen  selbst  wieder  Wahrscheinlichkeiten  zukommen. 
Der  Begriff  der  Relativität  kann  nun  auch  auf  Möglichkeiten 
übertragen  werden.  Bestinmit  man  eine  Möglichkeit  in  bezug 
auf  Tatsächlichkeit  —  und  das  ist  der  normale  Sachverhalt  — , 
so  ist  der  für  sie  gefundene  Betrag  AI  an  der  Zahl  i,  dem  Maß 
der  Tatsächlichkeit,  zu  messen,  was  durch  M.  i  ausgedrückt 
werden  soll;  bestimmt  man  die  Möglichkeit  desselben  Objek- 
tivs in  bezug  auf  eine  andere  Möglichkeit  vom  Betrage  M\ 
und  kommt  Lhr  im  Vergleich  zu  dieser  der  Betrag  M"  zu,  so 
geht  die  auf  Tatsächlichkeit  bezogene  Möglichkeit  des  Objek- 
tivs aus  diesem  neuen  Sachverhalt  offenkundig  nicht  mehr  mit 
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dem  Betrage  A4."  i,  sondern  mit  dem  Betrage  M."  M'  hervor. 
Ich  benütze  zur  Veranschaulichung  das  folgende  Beispiel.  Von 
drei  äußerlich  gleichen  Urnen  sind  zwei  leer,  die  dritte  ent- 
hält weiße  und  schwarze  Kugeln  in  gleicher  Anzahl.  Das 
Objektiv,  dessen  Vertatsächlichungsmöglichkeit  bestimmt  wer- 
den soll,  laute:  „daß  eine  weiße  Kugel  gezogen  wird."  Die 
Voraussetzung,  unter  der  dieses  Objektiv  vertatsächlicht  wer- 
den kann,  ist  das  Greifen  in  die  gefüllte  Urne,  und  dem  kommt 
die  Möglichkeit  \  zu;  innerhalb  dieser  hat  die  Vertatsäch- 
lichuDg  die  Möglichkeit  M"  =  \\  somit  ist  seine  auf  Vertat- 
sächlichung  überhaupt  gerichtete  Möglichkeit  M" M'  =  \'  Da 
nun  Möglichkeit  und  Wahrscheinlichkeit  gegenseitig  ersetzbar 
sind,  so  lassen  sich  mannigfache  Ausdrucksformen  desselben 
Gedankens  aufstellen:  Ist  fl-wahrscheinlich,  daß  ein  Objektiv 
ö-pöglich  ist,  so  ist  auch  fl-möglich,  daß  es  ^-wahrscheinlich 
ist,  oder  auch  fl-wahrscheinlich,  daß  es  ^-wahrscheinlich  ist 
und  so  in  allen  noch  denkbaren  Abwechslungen  weiter;  und 
immer  ist  das  betreffende  Objektiv  flö-möglich  in  bezug  auf 
Tatsächlichkeit  und  flö-wahrscheinlich  in  bezug  auf  Gewißheit ; 
so  gehen  also  Wahrscheinlichkeitsgröße  und  Möglichkeits- 
größe  gleichmäßig  nebeneinander. 

31.  Im  Gebiet  der  Möglichkeit  hat  es  sich  als  zweckmäßig 
erwiesen,  bei  jedem  Möglichkeitsgrade  die  Aufmerksamkeit 
auch  auf  den  Möglichkeitsgrad  des  Gegenteils  zu  richten  und 
so  Paare  von  Gegenmöglichkeiten  zu  büden.  Bei  der  engen 
Beziehung  zwischen  Möglichkeit  und  Wahrscheinlichkeit  über- 
trägt sich  diese  Begriffsbildung  sozusagen  von-  selbst  auch 
auf  das  Gebiet  der  Wahrscheinlichkeiten.  Jedem  Objektiv  ent- 
spricht ein  entgegengesetztes  in  seiner  Verneinung,  und  kommt 
dem  ersten  eine  bestimmte  Wahrscheinlichkeit  w  zu,  so  gehört 
zum  zweiten  eine  Wahrscheinlichkeit  w\  die  die  erste  zur 
Einheit  ergänzt.  Zwei  so  zusammengehörige  Wahrscheinlich- 
keiten werden  Gegenwahrscheinlichkeiten  genannt. 

Der  Sachverhalt  kann  ebenso  wie  der  analoge  bei  den  Mög- 
lichkeiten   (Nr.   9)   auf  einer  Wahrscheinlichkeitsdoppellinie, 
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Fig.  4,  dargestellt  werden.  Die  Endpunkte  tragen,  in  vertausch- 
ter Anordnung,  die  Bezeichnungen:  Gewißheit  der  Bejahung 
(GwB)  und  Gewißheit  der  Verneinung  (GwV)  irgendeines  Ob- 
jektivs, und  Punkte,  die  Gegenwahrscheinlichkeiten  zur  An- 
schauung bringen,  liegen  übereinander  (W  und  QgW).  Ich 
habe  hierfür  eine  einfache,  aber  geschlossene  Linie  in  Vor- 
schlag gebracht,  auf  der  ein  Punkt,  der  Gewißheitspunkt,  die 
beiden  Bezeichnungen  (GwB)  und  (GwV)  erhält;  von  ihm 
aus  werden  Wahrscheinlichkeit  (W )  und  Gegenwahrscheinlich- 
keit (GgW)  in  entgegengesetzten  Richtungen  gemessen;  der 
Umfang  des  Kreises,  der  sich  natur- 
gemäß für  eine  solche  Darstellung  an-  /^  ^^9^ 
bietet,  gilt  als  Einheit,  Fig.  5. 

GtvU   —*'  W  GyyB 

GwB  Gg^  -* — Givi^  ß^^ß 

Fig.  4.  Fig-  5- 

An  die  Gegenwahrscheinlichkeiten  sind  mancherlei  Betrach- 
tungen und  selbst  neue  Begriffsbildungen  angeknüpft  worden, 
die  schon  deshalb  angeführt  werden  sollen,  weil  ihre  kritische 
Besprechung  geeignet  ist,  manches  zu  beleuchten.  Vor  allem 
sei  auf  die  zweifache  Verwendung  des  Wortes  „wahrschein- 
lich" hingewiesen.  In  der  wissenschaftlichen  Ausdrucksweise 
heißt  alles  wahrscheinlich,  d.  h.  besitzt  eine  Wahrscheinlich- 
keit, dem  eine  graduell  bestimmte  Möglichkeit  eigen  ist,  mag 
diese  groß  oder  klein  sein,  also  welchen  Wert  immer  haben; 
in  diesem  Sinne  verstanden  bildet  „wahrscheinlich"  einen  Ge- 
gensatz zu  „gewiß".  Anders  im  gewöhnlichen  Sprachgebrauch. 
Hier  will  man,  wenn  man  etwas  wahrscheinlich  nennt,  sagen, 
es  sei  wahrscheinlicher  als  sein  Gegenteil,  besitze  also  eine 
über  \  liegende  Wahrscheinlichkeit.  Für  Wahrscheinlichkeiten 
unter  \  oder  besser  für  Objektive  mit  einer  so  beschaffenen 
Wahrscheinlichkeit  gebraucht  man  die  eigentlich  unlogische 
Bezeichnung  „unwahrscheinlich";  denn  entspricht  dem  wahr- 
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scheinlich  das  möglich,  so  sollte  dem  unwahrscheinlich  das  un- 
möglich entsprechen,  das  aber  steht  nicht  im  Einklang  mit  dem 
wirklichen  Sachverhalt. 

Von  Interesse  sind  die  mannigfachen  Versuche,  Paare  von 
Gegenwahrscheinlichkeiten  zur  eigentlichen  Charakteristik  des 
Wahrscheinlichkeitsbegriffs  zu  erheben.  Den  ersten  Anstoß 
mag  dazu  der  Umstand  gegeben  haben,  daß  bei  Wetten  das 
Verhältnis  der  Einsätze  durch  das  Verhältnis  von  Gegenwahr- 
scheinlichkeiten bestimmt  wird.  Bei  der  Formulierung  seines 
zweiten  Prinzips  benützt  Laplace  zum  erstenmal  diese  be- 
liebte Erklärung  einer  Wahrscheinlichkeit,  indem  er  von  der 
Wahrscheinlichkeit  J  sagt,  ihr  zufolge  sei  3  gegen  1  auf  das 
Eintreffen  des  Ereignisses  zu  wetten.  Der  erste  Übersetzer 
des  Essai  philosophique.  Tönnies,  macht  dazu  die  bemer- 
kenswerte Notiz,  mit  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit 
1^  sei  weder  gesagt,  das  erwartete  Ereignis  sei  |  gewiß,  noch 
f  wahrscheinlich,  maßgebend  sei  das  Verhältnis  von  Wahr- 
scheinlichkeit und  Un Wahrscheinlichkeit  (i.  e.  Gegenwahr- 
scheinlichkeit). 6* 

Auf  B.  Bolzano  wird  der  Versuch  zurückgeführt,  dem 
Überschuß  der  größeren  von  zwei  Gegen  Wahrscheinlichkeiten 
über  die  kleinere  eine  besondere  Bedeutung  beizumessen.  Ist 
ze/ >►  w-,  so  ist  dieser  Überschuß  w  —  w\  Bolzano  gibt  ihm  den 
Namen  Größe  der  Zuversicht,  mit  der  die  im  Konflikte 
der  beiden  einander  gleichsam  bekämpfenden  Vermutungen 
siegende  Vermutung  aufzutreten  berechtigt  ist.  Ohne  auf  die 
hier  angeknüpften  Erwägungen  Meinongs  einzugehen,  ins- 
besondere auf  die  Frage,  ob  eine  gleichzeitige  Erfassung  ein- 
ander entgegengesetzter  Vermutungen  und  ein  innerer  Aus- 
gleich ihrer  Stärken  stattfindet,  der  im  Bewußtsein  etwas  her- 
vorbringt, was  jener  Differenz  entsprechen  würde,  möchte  ich 
meiner  Meinung  Ausdruck  geben,  daß  es  nicht  angeht,  diese 
Differenz,  weil  sie  ein  echter  Bruch  ist,  in  eine  Wahrschein- 
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lichkeit  umzusetzen  und  dieser  irgendeinen  Namen  zu  geben, 
wie  Meinong  es  mit  dem  Namen  „Entscheidungswahrschein- 
lichkeit" versucht.  6^  Was  sollte  das  Objektiv  zu  dieser  Wahr- 
scheinlichkeit sein  ?  ^^  Wenn  schon  von  einer  Entscheidung 
zwischen  zwei  entgegengesetzten  Objektiven  gesprochen  wird, 
so  muß  man  doch  annehmen,  daß  sie  bei  objektivem  Vorgehen 
immer  im  Sinne  des  wahrscheinlicheren  erfolgen  werde,  wie 
groB  sonst  die  Differenz  w — w'  sein  möge.  Für  verfehlt  halte- 
ich  es  daher  auch,  w — w'  als  eine  besondere  Wahrscheinlich- 
keit dem  w  gegenüberstellen  zu  wollen,  dort  von  «einer  „Wahr- 
scheinlichkeit im  engeren  Sinne"  oder  einer  faktischen  Wahr- 
scheinlichkeit, hier  von  einer  „Wahrscheinlichkeit  im  weiteren 
Sinne"  oder  einer  indifferenten  Wahrscheinlichkeit  zu 
sprechen.  Wahrscheinlichkeit  ist  in  jedem  Einzelfalle  Eigen- 
schaft eines  einzigen  Objektivs,  und  Vermutung  ist  auch  stets 
auf  ein  Objektiv  gerichtet,  von  einer  Resultantenbildung  aus 
zwei  entgegengesetzten  Vermutungen  ist  im  praktischen  Den- 
ken nichts  zu  beobachten. 

Bemerkenswert  ist  der  Umstand,  daß  die  auf  Wahrschein- 
lichkeit gegründeten  Unternehmungen,  wie  die  Lotterien  und 
die  Versicherungen,  es  durchwegs  mit  Wahrscheinlichkeiten 
zu  tun  haben,  die  der  unteren  Hälfte  des  Wahrscheinlichkeits- 
intervalls  angehören,  ja,  seinem  untern  Ende  naheliegen;  an 
die  weitaus  überwiegende  Gegen  Wahrscheinlichkeit  wird  da- 
bei nicht  viel  gedacht. 


""  S.  548. 

^^  Es  könnte  jemand  auf  den  Gedanken  kommen,  w — w'  als  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür  anzugeben,  „daß  das  wahrscheinlichere  Objektiv 
eher  verwirklicht  werde  als  das  entgegengesetzte".  Das  hat  ganz  die  Form 
eines  korrekten  Wahrscheinlichkeitsurteils;  aber  bei  dem  Objektiv  eines 
solchen  muß  auch  im  Einzelfall  Vertatsächlichung  denkbar  sein;  worin  aber 
sollte  die  Vertatsächlichung  des  „eher"  im  Einzelfall  bestehen? 
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II.  Die  mathematische  Wahrschein- 
lichkeitsdefinition. 

32.  Die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  trägt  in  ihrer  Aus- 
drucksweise und  ihrem  Aufbau  unverkennbar  die  Spuren  jener 
Materie,  aus  der  sie  hervorgegangen  ist:  die  Spuren  der 
Glücksspiele.  Die  Kollektive,  mit  und  an  denen  sie  arbeitet, 
haben  ihre  Verbildlichung  in  den  Kartenspielen,  den  Nummem- 
urnen  der  Lotteriespiele,  den  Würfeln  mit  ihren  verschieden 
bezeichneten  Seiten  u.  ä.  Dieses  Material  empfiehlt  sich  durch 
seine  Einfachheit  und  leichte  Erfaßbarkeit  in  hohem  Grade 
zur  Gewinnung  einsichtiger  Urteile  und  Erkenntnisse.  Erst 
im  weitern  Ausbau  werden  diese  Urteile  und  Erkenntnisse 
auch  auf  Materien  ausgedehnt,  die  eine  solche  Struktur  nicht 
aufweisen,  gleichwohl  aber  denselben  Gedanken  und  Urteilen 
zugänglich  sind.  Daß  diese  Ausdehnung  nicht  ohne  Schwierig- 
keiten vor  sich  geht,  begreift  man  schon  aus  der  Tatsache, 
daß  es  nicht  leicht  ist,  Erkenntnisse  von  den  Gegenständen 
zu  trennen,  an  welchen  sie  gewonnen  worden  sind,  und  auf 
andere  zu  übertragen,  die  sich  dem  ersten  Anblick  als  von 
den  ersteren  wesentlich  verschieden  darbieten. 

Richten  wir  den  Blick  auf  irgendeine  andere  mathematische 
Disziplin,  z.  B.  auf  die  Geometrie;  das  erkenntnistheoretische 
Interesse  wendet  sich  hier  in  erster  Linie  den  Grundbegriffen 
und  Grundsätzen  zu;  man  forscht,  wieviel  daran  apriorischer 
Natur  und  wieviel  der  Erfahrung,  hier  Anschauung  genannt, 
entnommen  ist;  denn  davon  hängt  es  ab,  ob  die  aus  jenen 
Grundbegriffen  und  Grundsätzen  abgeleiteten  ,, Tatsachen  der 
Geometrie"  in  der  Wirklichkeit  irgendwie  vertreten  sind  und 
auf  sie  Anwendung  finden  können.  Nicht  anders  steht  es  mit 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Auch  sie  geht  von  Grund- 
begriffen und  Grundsätzen  aus,  die  der  kritischen  Forschung 
ausgesetzt  und  auch  bedürftig  sind.  Von  den  Ergebnissen  die-  * 
ser    Forschung   hängt    die    Anwendbarkeit   ihrer    Denk-   und 
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Schlußweisen  auf  die  Wirklichkeit  ab.  Der  Schritt  ist  wo- 
möglich noch  größer  als  in  der  Geometrie.  Bei  dieser  ist  es 
dieselbe  Welt  von  Gestalten,  an  die  sie  mit  ihren  Grund- 
begriffen und  Grundsätzen  anknüpft  und  auf  die  sie  dann  mit 
ihren  Ergebnissen  angewendet  wird.  Welch  ein  Unterschied 
aber  besteht  hinsichtlich  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  etwa 
zwischen  den  Denkoperationen  an  einem  Würfelspiel  und  zwi- 
schen ihrer  Anwendung  auf  die  Vorgänge  in  einem  Gase !  Fast 
möchte  man  bezweifeln,  daß  sich  jene  hier  in  irgendeiner 
Weise  werden  zur  Geltung  bringen  lassen. 

Schon  diese  kurze  Betrachtung  macht  es  begreiflich,  daß 
die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  der  philosophischen  Kritik 
reichlichen  Stoff  darbietet.  Auch  hier  setzt  die  Kritik  bei  der 
Definition  und  den  Begriffen  ein,  mit  welchen  diese  operiert. 
In  der  Tat,  die  mathematische  Definition  der  Wahrschein- 
lichkeit ist  gewissermaßen  der  Sitz,  auf  dem  die  Mathematik 
am  Gebiet  des  „Möglichen"  und  „Wahrscheinlichen"  ihren 
Platz  nimmt,  der  Brückenkopf,  von  dem  aus  sie  dieses  weit- 
ausgedehnte,  fast  alles,  was  sich  dem  Denken  darbietet,  um- 
fassende Gebiet  zu  beherrschen  sucht. 

Ich  sprach  ausdrücklich  von  der  mathematischen  Definition 
der  Wahrscheinlichkeit  und  nicht  von  einer  Definition  der 
■mathematischen  Wahrscheinlichkeit;  denn  nicht  um  eine  be- 
sondere Wahrscheinlichkeit  handelt  es  sich,  die  zur  Definition 
gelangen  soll,  sondern  um  jenen  Begriff,  jene  Imponderabüie, 
die  dem  menschlichen  Geiste  unter  dem  Namen  Wahrschein- 
lichkeit vorschwebte,  bevor  es  noch  eine  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung gab. 

Damit  ist  schon  der  eine  Punkt  bezeichnet,  an  welchem 
die  Kritik  anzugreifen  pflegt.  Steht  wirklich  der  Bruch,  den 
diese  Definition  zu  bilden  vorschreibt,  im  richtigen  Zusammen- 
hange mit  dem  „Begriff"  der  Wahrscheinlichkeit?  Liegt  nicht 
vielmehr  ein  Fall  jener  Willkür  vor,  die  man  unter  dem  Na- 
men „Definitionsfreiheit"  als  in  der  Wissenschaft  berechtigt 
hinzustellen  sucht?   Würde  nicht  irgendeine  andere  Funktion 

Wiss.  u.  Hyp.  24:  Cz über,  Wahrscheinlichkeitsrechnung:  6 
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der  beiden  Zahlen,  aus  welchen  man  den  „Wahrscheinlich- 
keitsbruch" zusammensetzt,  dem  „Wesen  der  Sache"  besser  ent- 
sprechen ? 

Diese  und  ähnliche  Fragen  werden  bis  zum  heutigen  Tage 
aufgeworfen,  nachdem  die  Geschichte  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung auf  reichlich  dritthalb  Jahrhunderte  zurück- 
reicht, nachdem  zahlreiche  als  bedeutend  anerkannte  Männer 
der  Wissenschaft  die  Definition  immer  und  immer  wieder  auf- 
genommen und  zum  Ausgangspunkte  ihrer  Forschung  gemacht 
haben.  Diese  Erscheinung  ist  ein  klarer  Beweis  für  die  hier 
vorliegenden  Schwierigkeiten;  und  die  immer  wieder  erneuten 
Fragen  sind  notwendig,  um  in  das  Verständnis  einzuführen 
und  zur  fortschreitenden  Klärung  beizutragen. 

Ein  anderer  Punkt,  der  die  Kritik  unablässig  beschäftigt, 
betrifft  die  in  der  Definition  in  irgendeiner  Form  auftretenden 
„gleichmöglichen  Fälle".  Wiederum  ist  es  eine  ganze  Reihe 
von  Fragen,  die  sich  beim  Nachdenken  über  die  Sache  ein- 
stellen. Was  ist  Möglichkeit  überhaupt  und  was  Gleichmög- 
lichkeit im  besonderen  ?  Ist  letztere  mit  unmittelbarer  Einsicht 
»u  erfassen  ?  Was  berechtigt  dazu,  sie  einem  bestimmten  Ma- 
terial von  „Fällen"  gegenüber  als  vorhanden  auszusprechen? 
Gibt  es  äußere  Merkmale  dafür  ?  —  Jeder  hat  das  Gefühl, 
daß  von  der  Beantwortung  dieser  Fragen  das  Urteil  darüber 
abhängt,  ob  der  Wahrscheinlichkeitsbruch  etwas  Wirkliches 
über  die  Materie  aussagt,  auf  die  er  sich  bezieht,  ob  ihm, 
mit  andern  Worten,  eine  objektive  Bedeutung  zukommt.  Denn 
das  wieder  wird  maßgebend  sein  dafür,  ob  den  Resultaten 
von  Rechnungen,  die  sich  auf  Wahrscheinlichkeiten  stützen, 
im  Realen  etwas  entspricht. 

Auch  des  Wortes  „gleichmöglich"  selbst  hat  sich  die  Kritik 
bemächtigt  und  erwogen,  ob  es  nicht  eigentlich  durch  „gleich- 
wahrscheinlich" ersetzt  werden  sollte.  Vielleicht  ist  es  zum 
erstenmal  ohne  ein  tieferes  Bedürfnis,  lediglich  aus  stilistischen 
Rücksichten,  um  nicht  ein  und  dasselbe  Wort  zweimal  in  dem- 
selben Satze  zu  verwenden,  gewählt  und  dann  traditionell  bei- 
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behalten  worden.  Allerdings  weist  man  demgegenüber  auf 
das  Bedenkliche  hin,  in  der  Definition  eines  Begriffes  das- 
jenige Wort,  das  zu  seiner  Bezeichnung  dienen  soll,  auch  zu 
seiner  Erklärung  zu  verwenden.  —  Versucht  man  weiter,  die 
mathematische  Wahrscheinlichkeitsdefinition  über  das  Gebiet 
der  Glücksspiele  und  ihnen  analog  gestalteter  Materien  hin- 
aus zur  Anwendung  zu  bringen  auf  Gegenstände,  die  Wahr- 
scheinlichkeitsgedanken offenkundig  zulassen,  dann  stellt  sich 
bald  eine  eigenartige  Schwierigkeit  ein.  Wo  sind  da  die  „Fälle" 
überhaupt,  von  denen  die  Definition  spricht,  und  wenn  man 
schon  glaubt,  etwas  Derartiges  hineindenken  zu  können,  wie 
steht  es  insbesondere  mit  der  geforderten  Gleichmöglichkeit  ? 
Als  Folge  solcher  Schwierigkeiten  stellt  sich  dann  die  Über- 
zeugung ein,  daß  die  aufgestellte  Definition  ohne  tiefer  ge- 
hende Auslegung  gar  nicht  geeignet  ist,  alles  zu  umfassen,  was 
einer  zahlenmäßigen  Wahrscheinlichkeitsbestimmimg  zugäng- 
lich ist. 

Zu  der  Meinung  von  der  universellen  Anwendbarkeit  der 
mathematischen  Definition  der  Wahrscheinlichkeit  dürfte  eine 
Stelle  beigetragen  haben,  die  sich  im  Essai  philosophique  von 
La  place  findet  und  von  dort  fast  imverändert  in  J.  St.  Mills 
„System  der  deduktiven  und  induktiven  Logik"  übergegangen 
ist.  Diese  Stelle  lautet  in  wortgetreuer  Übersetzung:  „Die 
Theorie  des  Zufalls  besteht  darin,  alle  Ereignisse  derselben 
Art  auf  eine  gewisse  Anzahl  gleichmöglicher  Fälle  zurückzu- 
führen, das  heißt  solcher  Fälle,  über  deren  Dasein  wir  in 
gleicher  Ungewißheit  sind,  und  dann  die  Anzahl  der  Fälle 
zu  bestimmen,  welche  dem  Ereignis,  dessen  Wahrscheinlich- 
keit man  sucht,  günstig  sind."  Den  Abschluß  der  betreffenden 
Stelle,  der  die  eigentliche  wohlbekannte  Definition  aus- 
spricht, lasse  ich  weg.  Worauf  ich  hinweisen  will,  ist  der 
Umstand,  daß  Laplace  mit  diesen  Worten  das  Verfahren 
der  Wahrscheinlichkeitstheorie  kennzeichnet  und  nicht  den 
Vorgang,  durch  den  jede  numerische  Wahrscheinlichkeit  zu 
finden  ist. 

6* 
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33.  Die  mathematische  Definition  der  Wahrscheinlichkeit, 
von  der  im  Vorstehenden  die  Rede  ist,  hat  im  Laufe  der  Zeit 
ihren  wesentlichen  Inhalt  wohl  beibehalten,  aber  doch  auch 
manche  Abänderung,  beziehungsweise  Interpretation  erfahren, 
an  der  nicht  achtlos  vorübergegangen  werden  darf. 

Ich  nehme  den  Ausgang  von  Laplace.  Drei  Stellen  seiner 
Theorie  analytique  des  probabilites  ^  sind  einander  gegenüber 
zu  halten,  um  über  seine  Stellung  klar  zu  werden.  An  der  ersten 
Stellte  heißt  es  mit  aller  Schroffheit:  „Die  Wahrscheinlich- 
keit eines  Ereignisses  ist  das  Verhältnis  der  Zahl  der  ihm 
günstigen  Fälle  zur  Zahl  aller  möglichen  Fälle."  Hierauf  wür- 
den die  Worte  passen,  mit  welchen  Meinong  seinen  §3  ein- 
leitet. —  Die  zweite  Stelle  lautet  so :  „Der  erste  (dieser  Grund- 
sätze) ist  die  Definition  selbst  der  Wahrscheinlichkeit,  welche, 
wie  wir  gesehen  haben,  das  Verhältnis  der  Zahl  der  günstigen 
Fäll/e  zur  Zahl  aller  gleichmögUchen  Fälle  ist."  Der  Stand- 
punkt ist  also  der  gleiche  wie  vorhin.  —  An  der  dritten  Stelle 
aber  heißt  es  —  in  Ergänzung  des  Zitats  in  Nr.  32  —  so :  „Das 
Verhältnis  dieser  Zahl  zu  der  Anzahl  aller  möglichen  Fälle  ist 
das  Maß  dieser  Wahrscheinlichkeit,  welches  also  nichts  an- 
deres ist  als  ein  Bruch,  dessen  Zähler  der  Anzahl  der  günstigen 
Fälle  und  der  Nenner  der  Anzahl  aller  möglichen  Fälle  gleich 
ist." 

Läßt  schon  dies  erkennen,  daß  Laplace  keineswegs  den 
Bruch  mit  der  Wahrscheinlichkeit  als  wesensgleich  ansah,  so 
geht  dies  noch  deutlicher  aus  der  sich  anschließenden  Betrach- 
tung hervor,  die  mit  den  Worten  beginnt:  „Der  vorstehende 
BegriffderWahrscheinlichkeit  setzt  voraus,  daß,  wenn 
die  Anzahlen  der  günstigen  und  aller  möglichen  Fälle  in  glei- 
chem Verhältnisse  wachsen,  die  Wahrscheinlichkeit  dieselbe 
bleibt";  denn  mit  dem  darauffolgenden  Beweise  mit  den  zu 
Paaren  verbundenen  Kugeln  will  er  gewiß  nicht  einen  elemen- 

^  3.  Aufl.  T820,  S.  179,  VII  und  IV;  die  arabische  Ziffer  betrifft  das 
Hauptwerk,  die  römischen  Ziffern  beziehen  sich  auf  die  Introduktion,  d.  i. 
den  Essai  philosophique. 
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taren  arithmetischen  Satz,  sondern  die  erkenntnis- 
theoretische Seite  treffen. 

Bei  Poisson  finden  sich  alle  diese  Gesichtspunkte  in  der 
Definition  vereinigt  vor,  die  so  lautet:  „Das  Maß  der  Wahr- 
scheinlichkeit eines  ungewissen  Ereignisses  ist  das  Verhältnis 
der  Anzahl  der  diesem  Ereignis  günstigen  Fälle  zu  der  An- 
zahl aller  möglichen,  sowohl  der  günstigen  als  der  ungünstigen, 
vorausgesetzt,  daß  sie  alle  gleichmöglich  sind  oder  daß  sie  alle 
dieselbe  abstrakte  Wahrscheinlichkeit  haben."  Hier  ist  das 
Wort  Wahrscheinlichkeit  in  der  Definition  nicht  vermieden; 
aber  in  Nr.  26  ist  schon  darauf  hingewiesen  worden,  daß 
Poisson  mit  abstrakter  Wahrscheinlichkeit  oder  Chance  das- 
selbe meint  was  Meinong  mit  Möglichkeit. 

Eine  Definition,  die  ersichtlich  über  den  Rahmen  der  Glücks- 
spiele und  verwandter  Einrichtungen  hinausstrebt,  hat  K. 
Stumpf  gegeben^:   „Jede   beliebige   Urteilsmaterie   nennen   wir 

^wahrscheinlich,  wenn  wir  sie  auffassen  können  als  eines  von 

n  Gliedern  (günstigen  Fällen)  innerhalb  einer  Gesamtzahl  von 
A^  Gliedern  (möglichen  Fällen),  von  denen  wir  wissen,  daß 
eines  und  nur  eines  wahr  ist,  dagegen  schlechterdings  nicht 
wissen,  welches."  Die  größere  Allgemeinheit  liegt  einmal  in 
der  Verwendung  des  Wortes  Urteilsmaterie,  das  mehr  umfaßt 
als  Ereignisse  (auch  Tatbestände,  Sachverhalte  u.  ä.),  dann  in 
den  Worten  „auffassen  können",  die  auf  Abstraktionen  hin- 

71 

weisen.    Die  Wendung   „-r^  wahrscheinlich"    ist    zum  mindesten 

nicht  gebräuchlich,  ich  finde  sie  aber  auch  nicht  treffend.  Be- 
züglich der  Verwendung  des  Wortes  „wahr"  sei  auf  Nr.  28 
verwiesen;  es  mag  für  manche  Sachlagen  passen,  für  andere 
ist  es  nur  mit  Zwang  anwendbar.  Was  aber  diese  letzte  De- 
finition von  den  früheren  wesentlich  unterscheidet,  das  ist  das 
geringe   Wissen   gegenüber   dem   Nichtwissen   betreffend   die 

*  Über  den  Begriff  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit.  Ber.  der 
bayr.  Akad.  (philosophische  Klasse),  1892,  S.  48. 
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einzelnen  Fälle;  dort  wird  ihre  Gleiehmöglichkeit  gefordert, 
hier  ist  von  einer  solchen  keine  Rede.  —  Das  Mathematische  an 
der  Definition  ist  bloß  in  der  Vorschrift  gelegen,  wie  die 
beiden  Zahlen  miteinander  zu  verbinden  sind.  Die  Aufstellung 
der  Fälle  und  die  Erlangung  des  Wissens,  das  ihre  Gleich- 
möglichkeit verbürgt  oder  doch  begründen  soll,  das  fällt  über 
den  Rahmen  der  Mathematik  hinaus. 

Vor  weiteren  Erörterungen  ist  es  notwendig,  auf  zwei  Aus- 
drücke hinzuweisen,  die  Jakob  BernouUi  in  die  Wahr- 
scheinlichkeitslehre eingeführt  hat.  Er  unterscheidet  zwei  Ar- 
ten der  Wahrscheinlichkeitsbestimmung,  die  er  durch  die  Bei- 
sätze,,a  priori"  und  „a  posteriori"  kennzeichnet  und  unterschei- 
det. Die  erste  geschieht  nach  dem  von  ihm  gemeinten  Sinne 
auf  Grund  jenes  Wissens,  das  in  der  Definition  als  vorhan- 
den vorausgesfetzt  wird.  Die  andere  stützt  sich  auf  eine  um- 
fangreiche  Erfahrung  über  die  „Fälle"  (wenn  solche  über- 
haupt unterscheidbar  sind);  diese  Erfahrung  hat  nicht  allein 
die  zur  Bildung  des  Bruches  notwendigen  Zahlen  zu  liefern, 
sondern  auch  das  in  der  Definition  verlangte  Wissen  über  die 
„Fälle"  zu  vermitteln.  Da  die  Wortverbindung  „Wahrschein- 
lichkeit a  posteriori"  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu 
einem  besonderen  Begriff  ausgestaltet  worden  ist,  so  soll  im 
folgenden  die  Hervorhebung  der  Erfahrungsgrundlage  mit 
dem  Worte  „empirisch"  geschehen. 

Es  ist  schon  erwähnt  worden,  an  welchen  Punkten  der  De- 
finition die  Kritik  anzugreifen  pflegt.  Es  fehlt  aber  nicht  an 
Beispielen,  gerade  aus  neuerer  Zeit,  daß  die  ganze  Definition 
bekämpft,  verworfen  oder  durch  eine  andere  ersetzt  zu  werden 
versucht  wird.  Zwei  solcher  Beispiele  sollen  besprochen  wer- 
den. O.  Sterzinger  gelangt  auf  Grund  seiner  Kritik,  die  zu 
kennzeichnen  sich  noch  wiederholt  Gelegenheit  bieten  wird, 
zu  dem  Ratschlagt :  Man  lege  den  alten  Wahrscheinlichkeits- 
satz, den  Unkenntnissatz   (gemeint  ist  damit  die  Wahrschein- 


Znr  Logik  und  Naturphilosophie  der  Wahrscheinlichkeitslehre,  S.  152. 
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lichkeitsdefinitioa)  beiseite,  wie  ein  unnütz  gewordenes  In- 
strument, und  halte  sich  an  die  Zahlen,  welche  die  Enipirie 
gibt.  Mit  andern  Worten,  man  gebe  den  Begriff  der  Wahr- 
scheinlichkeit a  priori  auf  und  halte  sich  ausschließlich  an  die 
empirische  Wahrscheinlichkeit.  Das  ist  aber  genau  so,  wie 
wenn  jemand  riete,  man  gebe  alle  Theorie,  alle  reine  Wissen- 
schaft auf  imd  kehre  zur  Empirie  zurück. 

'  Ein  zweiter  Versuch  einer  Reform  der  Grundlagen  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung findet  sich  in  einer  Schrift,  die  aus 
-einer  Doktordissertation  hervorgegangen  ist  und  eine  be- 
stimmte philosophische  Richtung  zu  vertreten  scheint.*  Es  ist 
nicht  leicht,  die  Gedanken  Zilsels  in  einer  allgemeinen  Dar- 
stellung wiederzugeben,  da  er  sie  mit  einer  reichen  Nomen- 
klatur ausgestattet  und  in  eine  besondere  Symbolik  eingekleidet 
hat.  Seine  mathematische  Wahrscheinlichkeitsdefinition  lau- 
tet:   „-n:^^^     heiße    die    Wahrscheinlichkeit     des    Ereignisses 

/i/o  in  bezug  auf  das  Ereignis  y^."  Auf  einen  besondem  Fall 
angewendet  heißt  dies:  Bedeutet  U  (Würfeiwurf)  die  Anzahl 
aller  Würfelwürfe  (wohl  mit  einem  bestimmten  Würfel?),  die 
jemals  gemacht  worden  sind  und  noch  gemacht  werden,  U 
(Dreierwurf)  die  Anzahl  aller  Dreierwürfe  in  demselben  Sinne, 

so    gibt    der    Bruch  -^-^-^^^^-~L      die    mathematische    Wahr- 
te (Würfelwurf) 

scheinlichkeit,  mit  einem  (?)  Würfel  3  auf  zuwerfen."  Die 
Definition  stützt  sich  also  auf  die  ganze  Vergangenheit  und 
die  ganze  Zukunft,  wenn  man  so  sprechen  darf,  also  auf  eine 
niemals  vorhandene  „Erfahrung";  es  wird  ihr  nachgerühmt, 
daß  sie  Begriffen  wie  Möglichkeit,  gleichmögliche  Fälle,  Zu- 
fall, Wahrscheinlichkeit  ( ?)  ganz  aus  dem  Wege  geht,  die  nur 
Verwirrung  angestiftet  hätten.  Um  allen  unnötigen  Problemen, 
so  auch  dem  der  „Weltunendlichkeit"  zu  entgehen,  wird  dann 

*  E.  Zilsel,  Das  Anwendungsproblem.   Ein  philosophischer  Versuch  über 
das  Gesetz  der  großen  Zahlen  und  die  Induktion.    Leipzig  19 16,  S.  45,  128. 
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ein  endliches  Zeitintervaü,  etwa  20000  Jahre  vor  und  nach 
Christi  Geburt,  als  ausreichend  erklärt.  Mit  Spannung  er- 
wartet man,  wie  Zilsel  das  Versprechen  einlösen  wird,  die 
exakte  Auswertung  des  obigen  Bruches  durchzuführen,  wird 
sich  aber  kaum  befriedigt  fühlen  durch  die  folgende  Ge- 
dankenfolge, die  sich  auf  das  Münzspiel  bezieht:  „Weil  also 
Kopf  und  Adler  in  einer  großen  Zahl  von  Münzwürfen 
nahezu  gleich  häufig  auffallen,  setzt  man  fest,  daß  ihnen 
gleiche  Wahrscheinlichkeit  in  bezug  auf  den  Münzwurf  zu- 
kommt, die  ganz  exakt  =■ -|-  ist,  weil  alle  Würfe  entweder 
Kopf  oder  Adler  ergeben.  Auf  diese  Art  kommt  man  zu 
den  exakten  Zahlenangaben  für  die  Wahrschein- 
lichkeiten in  Zufallsspielen."  Fürs  erste  vermag  ich 
nicht  zu  erkennen,  wie  hier  von  der  „großen  Erfahrung"  Ge- 
brauch gemacht  ist,  und  ich  vermag  weiter  nicht  zu  begreifen, 
wie  sich  das  von  der  Anwendung  des  zweigliedrigen  disjunk- 
tiven Urteüs  „entweder  Kopf  oder  Adler"  mit  einfacher  De- 
kretierung der  Gleichmöglichkeit  seiner  Glieder  unterscheiden 
soll. 

34.  Der  in  Nr.  30  dargelegte  Zusammenhang  zwischen 
Wahrscheinlichkeitsgröße  und  Möglichkeitsgröße,  ferner  das 
in  Nr.  16  über  die  Messung  der  Möglichkeitsgröße  Vorge- 
führte entheben  uns  des  neuerlichen  Eingehens  auf  die  Frage, 
warum  gerade  die  in  der  Definition  vorgeschriebene  Zahlen- 
verbindung und  keine  andere  Funktion  der  beiden  Anzahlen 
als  Maß  der  Wahrscheinlichkeit  oder  als  Wahrscheinlichkeits- 
größe  anzusehen  ist,  und  auf  die  Kritik,  welche  die  Definition, 
das  Fundament  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  in  diesem 
Punkte  erfahren  hat.  Es  war  eine  unmittelbare  Eingebung  des 
Intellekts,  die  zur  Bildung  gerade  dieses  Bruches  den  ersten 
Anstoß  gab,  und  die  spätere  Forschung  hat  der  Eingebung 
recht  gegeben.  Hingegen  bedarf  der  zweite  Punkt,  die  in  der 
Definition  vorausgesetzte  „Gleichmöglichkeit"  der  Fälle,  einer 
um  so  größeren  Beachtung,  als  die  philosophische  Kritik  sich 
mit  besonderer  Intensität  gerade  diesem  Pimkte  zugewendet 
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hat,  als  der  Widerstreit  der  Meinungen,  der  sich  kurz  durch  die 
Worte  subjektiv  und  objektiv  ausdrücken  läßt,  hauptsächlich 
an  dieser  Stelle  angegriffen  hat,  und  als  endlich  mitunter  hier 
der  Grund  erblickt  wurde,  um  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, trotz  ihrer  als  großartig  anerkannten  formalen  Ausbil- 
dung, jede  sachliche  Berechtigung  abzusprechen  und  sie  als 
das  Ergebnis  einer  leeren,  ja  verfehlten  Spekulation  hinzu- 
stellen. 

In  das  Gewirr  der  Meinungen,  die  zu  diesem  Gegenstande 
von  den  verschiedensten  Seiten  zum  Ausdruck  gebracht  wor- 
den sind,  ist  erst  in  neuerer  Zeit  eine  gewisse  Ordnung  ge- 
kommen; als  endgültig  erledigt  darf  aber  die  Angelegenheit 
doch  nicht  betrachtet  werden;  die  eigentümliche  Aufgabe  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  die  sich  sozusagen  mit  dem  ewig 
unsicheren  Teil  des  Denkens  befaßt,  bringt  es  mit  sich,  daß 
diese  Streitfrage  wohl  niemals  vollständig  beseitigt  werden 
wird.  Aber  es  sind  doch  gewisse  Grundideen  aufgestellt,  an 
die  sich  jede  weitere  Forschung  zu  halten  und  an  denen  jede 
weitere  Kritik  anzuknüpfen  haben  wird. 

35.  Sehen  wir  zuerst  zu,  wie  sich  La  place  zur  Gleich- 
möglichkeit gestellt  hat,  dem  nachzusagen  ist,  daß  er  sich 
nicht  bloß  die  mathematische  Ausgestaltung  der  Wahrschein- 
lichkeitslehre angelegen  sein  ließ,  sondern  daß  er  sich  auch 
um  ihre  philosophische  Grundlegung  kümmerte.  Im  Essai 
philosophique  ^  gibt  er  den  gleichmöglichen  Fällen  die  er- 
klärenden Worte:  „d.  h.  solche,  über  deren  Dasein  wir  gleich 
unentschieden  sind."  Im  Hauptwerk  ^  fügt  er  der  Definition, 
die  den  einleitenden  Satz  bildet  und  in  der  er  nur  von  „Fällen" 
redet,  erläuternd  hinzu:  „wenn  nichts  zu  dem  Glauben  führt, 
einer  dieser  Fälle  könnte  eher  eintreten  als  die  andern,  was 
sie  für  uns  gleich  möglich  macht."  Er  setzt  aber  noch  hinzu: 
,,Die  richtige  Abschätzung  dieser  verschiedenen  Fälle  ist  einer 
der  heikelsten  Punkte  der  Analyse  des   Zufalls."  —  An  der 


*  Tönnies,  S.  7.  *  Theorie  anal.  (1812)  S.  178. 
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zweiten  Erklärung  ist  hervorzuheben  die  negative  Begründung 
der  Gleichmöglichkeit  und  die  Hervorhebung  des  subjektiven 
Moments,  die  in  den  Worten  „für  uns"  gelegen  ist.  Der  Zu- 
satz zeigt  deutlich,  daß  sich  La  place  der  hier  liegenden 
Schwierigkeit  wohl  bewußt  war. 

Aber  noch  eine  andere  Stelle  aus  dem  Essai  "^  muß  heran- 
gezogen werden,  imi  seine  Stellung  zu  der  Sache  vollständig 
kennen  zu  lernen.  Es  sind  dies  jene  Ausführungen,  die  den 
Titel  führen:  Von  den  unbekannten  Ungleichheiten,  die  zwi- 
schen den  Chancen  bestehen  können,  die  man  als  gleich  vor- 
aussetzt. Diese  Überschrift  ist  in  mehr  als  einer  Beziehung 
bemerkenswert,  einmal  durch  den  Gebrauch  des  Wortes 
Chance,  das  hier  unverkennbar  den  Sinn  von  Möglichkeit  mit- 
führt, und  dann  dadurch,  daß  von  einer  „vorausgesetzten" 
Gleichheit  die  Rede  ist.  Aus  den  Ausführungen  selbst  geht 
hervor,  daß  Laplace  auch  an  positive  Gründe  für  die  Gleich- 
möglichkeit dachte;  denn  er  bemerkt  zu  dem  Wappen-Schrift- 
Spiel:  „Wenn  aber  in  der  Münze  eine  Ungleichförmigkeit  be- 
steht, die  eine  der  Seiten  eher  erscheinen  macht  als  die  an- 
dere, ohne  daß  man  weiß,  welches  die  von  der  Ungleichförmig- 
keit begünstigte  Seite  ist,  so  bleibt  die  Wahrscheinlichkeit, 
Wappen  im  ersten  Wurf  zu  treffen,  immer  noch  ^;  denn  bei 
der  Unwissenheit,  in  der  man  sich  bezüglich  der  von  der  Un- 
gleichförmigkeit begünstigten  Seite  befindet,  vermehrt  sich 
die  Wahrscheinlichkeit  des  (einfachen)  Ereignisses  tun  eben- 
soviel, wenn  ihm  die  Ungleichförmigkeit  günstig  ist,  als  sie 
sich  vermindert,  wenn  die  Ungleichförmigkeit  ihm  entgegen 
ist."  Wieder  ist  es  Unwissenheit,  die  zur  Annahme  der  „Gleich- 
wahrscheinlichkeit" hindrängt. 

Diese  Ausführungen  in  Laplaces  Werke  rechtfertigen  es, 
daß  man  ihn  als  den  Vertreter  eines  bestimmten  Prinzips  für 
die  Erkenntnis  oder  besser  für  die  Behauptung  der  Gleich- 
möglichkeit   bezeichnet,     des    „Prinzips     vom      mangelnden 


'  Tönnies,  S.  75. 


35-  Prinzip  des  mangelnden  Grundes  83 

Grunde".  Nicht,  weil  Gründe  für  die  Gleichmöglichkeit  spre- 
chen, sondern  weil  keine  Gründe  gegen  sie  vorhanden  oder 
zu  erkennen  sind,  werden  die  Fälle  für  gleichmöglich  erklärt. 

Im  Anschlüsse  daran  sei  ein  namhafter  Vertreter  desselben 
Prinzips  in  C.  Stumpf  vorgeführt,  der  den  darin  enthaltenen 
Gedanken  bis  zur  äußersten  Konsequenz  angespannt  hat.  Seine 
Erklärung  der  Gleichmöglichkeit  lautet  S;  „Gleich  möglich  sind 
FäUe,  in  bezug  auf  welche  wir  uns  in  gleicher  Unwissenheit 
befinden.  Und  da  die  Unwissenheit  nur  dann  ihrem  Maße 
nach  gleichgesetzt  werden  kann,  wenn  wir  absolut  nichts 
darüber  wissen,  welcher  von  den  unterscheidenden  Fällen  ein- 
treten wird,  so  können  wir  noch  bestimmter  diese  Erklärung 
dafür  einsetzen."  An  dieser  Formulierung  wäre  auszusetzen, 
daß  sie  nicht  das  zum  Ausdruck  bringt,  was  sie  eigentlich 
wül.  Denn  darüber,  welcher  von  den  unterscheidbaren  Fällen 
eintreten  wird,  befinden  wir  uns  immer,  wo  es  sich  um  Wahr- 
scheinlichkeit handelt,  im  Zustande  absoluten  Nichtwissens. 
Gemeint  ist,  daß  wir  über  die  unterscheidbaren  Fälle  absolut 
nichts  Positives  wissen. 

36.  Auf  einen  ganz  andern  Standpunkt  hat  J.  v.  Kries  sich 
gestellt,  dem  das  Verdienst  zuerkannt  werden  muß,  daß  er 
zur  Klärung  der  Anschauungen  wesentlich  beigetragen  hat. 
Dieser  Standpunkt  ist  in  aller  Kürze  und  Schärfe  gekennzeich- 
net durch  die  Worte  ^ :  „Die  Aufstellung  der  gleich  möglichen 
Fälle  muß  eine  in  zwingender  Weise  imd  ohne  jede  Wülkür 
sich  ergebende  sein." 

In  numerischen  Wahrscheinlichkeiten,  die  auf  solcher 
Grundlage  erstellt  sind,  erblickt  Kries  ein  Maß  für  ein  lo- 
gisches Verhältnis,  den  mathematischen  Ausdruck  für 
das  logische  Verhalten  unseres  Wissens  gegenüber  der  Ma- 
terie, auf  die  sich  die  Wahrscheinlichkeitsaussage  bezieht.  So- 
fern das  Wissen  ein  solches  ist,  daß  es  für  alle  Menschen 

^  Über  den  Begriff  der   mathem.    Wahrsch.     Sitz.-Ber.   d.  bayr.  Akad., 
philos.-philol.  u.  histor.  Kl.,   1892,  S.  41. 
*  Die  Prinzipien  usw.  S.  il. 
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als  gültig  betrachtet  werden  kann,  nicht  als  ein  von  Person 
zu  Person  wechselndes,  drückt  die  numerische  Wahrschein- 
lichkeit etwas  aus,  was  objektive  Bedeutung  besitzt.  Vom  Prin- 
zip des  mangelnden  Grundes  sagt  Kries,  es  sei  eine  not- 
wendige Bedingung  für  die  Gleichmöglichkeit;  denn  von 
dieser  könne  nicht  gesprochen  werden,  wo  sich  irgendein 
Grund  meldet,  der  dazu  berechtigt,  einen  der  Fälle  für  leichter 
möglich  zu  halten  als  die  andern.  Das  Prinzip  stelle  aber  nicht 
eine  zureichende  Bedingung  der  Gleichmöglichkeit  dar. — 
Den  von  Kries  aufgestellten  neuen  Grundsatz  kann  man  als 
das  „Prinzip  vom  zwingenden  Grunde"  benennen;  Meinong 
gibt  ihm  10  den  Namen  „Prinzip  vom  zureichenden  Grunde". 
Gerade  durch  die  Gegenüberstellung  zweier  Gesichtspunkte, 
die  auf  den  ersten  Blick  so  völlig  entgegengesetzter  Natur 
zu  sein  scheinen,  hat  Kries  der  Sache  einen  großen  Dienst 
erwiesen.  Es  ist  offenkundig  eine  Wahrscheinlichkeit  von  ganz 
anderem  Erkenntniswert,  die  sich  auf  ein  so  präzises  Wissen 
über  die  möglichen  Fälle  stützt,  daß  man  nicht  anders  kann 
als  sie  für  gleichmöglich  zu  erklären,  gegenüber  einer  Wahr- 
scheinlichkeit, bei  der  man  die  Gleichmöglichkeit  erschließen 
zu  dürfen  glaubt  aus  völligem  Nichtwissen  über  die  Fälle,  also 
aus  der  bloßen  Kenntnis  ihrer  Existenz  oder  ihres  Bestandes; 
freilich  liegt  auch  darin  ein  Wissen,  aber  ein  im  Vergleiche 
zu  dem  dort  vorausgesetzten  nur  dürftiges.  Der  neue  Gedanke 
ist  ebenso  wie  der  vorige  einer  Überspannung  fähig,  und  eine 
solche  ist  ihm  auch  zuteil  geworden.  Redet  man  vom 
„zureichenden"  Grunde,  so  kann  darin  eine  mildere  Auffassung 
erblickt  werden;  denn  was  zureichend  ist,  braucht  nicht 
zwingend  zu  sein;  auch  etwas  Subjektives  klingt  aus  der  Be- 
zeichnung heraus:  es  muß  jemand  da  sein,  der  beurteilt,  ob 
etwas  zureichend  ist.  Strenger  ist  es,  vom  „zwingenden"  Grund 
zu  sprechen;  einem  Zwang  kann  sich  niemand  entziehen,  ihm 
gegenüber  gibt  es  keine  Schranken,  auch  keine  Abhängigkeit 
von  der  Person. 
''  S.  539. 
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Die  weitestgehende  Auslegung  der  Gleichmöglichkeit  spricht 
L.  Goldschmidt  aus^^,  wenn  er  von  den  „gleichwahrschein- 
lichen" Fällen  „mathematische  und  strengste  physikalische 
Gleichheit"  verlangt.  Auf  den  „Würfel"  angewendet  hieße 
dies,  er  müsse  in  aller  Strenge  die  mathematische  Gestalt 
eines  Würfels  haben  und  sein  Schwerpunkt  müsse  genau  mit 
dem  geometrischen  Mittelpunkt  zusammenfallen,  wenn  man 
die  sechs  Seiten  als  gleichmögliche  Fälle  soll  ansehen  dürfen. 

37.  Kries  hat  nicht  bloß  die  eben  beschriebene  Kenn- 
zeichnung der  Gleichmöglichkeit  aufgestellt,  er  hat  auch  ein 
Erkenntnisprinzip  ausgearbeitet,  nach  welchem  das  Erfülltsein 
der  von  ihm  gestellten  Forderung  beurteüt  werden  soll.  Es  ist 
das  von  ihm  selbst  kurz  so  genannte  „Prinzip  der  Spielräume", 
das  er  zu  einer  förmlichen  Theorie  ausgebildet  und  dessen 
Eignung  zur  Behandlung  verschiedener  Probleme  der  reinen 
und  der  angewandten  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  erpro- 
ben er  unternommen  hat. 

Der  Name  des  Prinzips  ist  von  geometrischen  Vorstellungen 
hergenommen.  Für  den  Mittelpunkt  einer  Münze,  die  auf  einen 
in  gleiche  quadratische  Felder  geteilten  horizontalen  Boden 
geworfen  wird,  gibt  es  in  der  Tat  einen  „Spielraum  des  Ver- 
haltens", soll  die  (genügend  klein  bemessene)  Münze  über 
die  Teilungslinien  fallen,  soll  also  eine  bestimmte  Annahme 
(ein  Objektiv),  für  die  man  die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestim- 
men sucht,  tatsächlich  werden.  Dieser  Gedanke  wird  ausge- 
dehnt auf  alle  Materien,  die  so  beschaffen  sind,  daß  sich  für 
eine  bestimmte  Annahme  (ein  Objektiv)  ein  meßbarer  und  in 
Teile  zerlegbarer  Spielraum  des  Verhaltens  angeben  läßt. 

Die  Meßbarkeit,  die  später  auf  Vergleichbarkeit  der 
Größe  nach  herabgesetzt  wird,  bildet  also  das  erste  Erforder- 
nis, das  an  die  Verhaltungsspielräume  gestellt  wird. 

Die  zweite  Forderung  geht  dahin,  daß  bezüglich  der  Spiel- 
räume freie  Erwartungsbildung  bestehe;  näher  ausge- 

^*  Die  Wahrsclieialichkeitsrechnung.  Versuch  einer  Kritik.  Hamburg 
und  Leipzig  1897,  S.  85. 


86  II-  I^ie  mathematische  Wahrscheinlichkeitsdefinition 

führt  soll  das  heißen,  daß  nur  das  Größenverhältnis  der  Spiel- 
räume entscheidend  sein  dürfe,  jede  logische  Bevorzugung  der 
einzelnen  Verhaltungsweisen  des  einen  Spielraums  vor  jenen 
des  andern  muß  ausgeschlossen  sein.  Spielräume,  die  dem  ge- 
nügen,  werden  als  indifferent  bezeichnet. 

Noch  eine  dritte  Forderung  wird  an  die  vergleichbaren  und 
indifferenten  Spielräume  gestellt,  nämlich  die,  daß  sie  ur- 
sprünglich seien,  was  so  viel  bedeuten  soll,  als  daß  sie 
nicht  mehr  auf  andere  Spielräume  zurückführbar  sein  dürfen. 

Unter  den  drei  Forderungen  ist  die  der  Ursprünglichkeit 
der  Spielräume  am  schwersten  zu  fassen,  und  sie  büdet  offen- 
kundig eine  Klippe  in  der  Durchbildung  der  Theorie.  Vielleicht 
vermag  das  folgende,  dem  Buche  von  Kries  selbst  ent- 
nommene Beispiel  am  ehesten  einen  Einblick  in  das  zu  ge- 
währen, was  er  sich  darunter  denkt.  Er  sagt  bei  der  Erörte- 
rung des  Begriffs  „Begünstigung"  12  .•  ,,Daß  eine  Geburt  zwi- 
schen 1 2  und  I  Uhr  mittags,  und  daß  sie  zwischen  8  und  9  Uhr 
abends  beginne,  sind  unzweifelhaft  zwei  gleiche  Spielräume 
umfassende  Verhaltungsweisen ;  sie  entsprechen  aber  nicht  glei- 
chen ursprünglichen  Spielräumen,  und  gerade  dies  ist  es,  was 
mit  der  ihnen  zugeschriebenen  ungleichen  Wahrscheinlichkeit 
gesagt  ist."  Das  heißt  etwa  so  viel,  es  ist  unrichtig,  wenn  man 
hier  die  Wertigkeit  der  Spielräume  nach  der  Zeit  bemißt,  die 
sie  umfassen;  das  wäre  nur  dann  richtig,  wenn  sich  die  Ge- 
burtsbeginne  gleichmäßig  über  die  Zeit  verteilten;  da  dies 
nicht  der  Fall  ist,  so  sind  die  betrachteten  Spielräume  nicht 
ursprünglich  und  müssen  sich  auf  andere  Spielräume  zurück- 
führen lassen. 

Kries  faßt  das  Gesamtergebnis  seiner  logischen  Unter- 
suchung in  dem  Satz  zusammen  ^^ ;  „Annahmen  stehen  in  einem 
zahlenmäßig  angebbaren  Wahrscheinlichkeitsverhältnis,  wenn 
sie  indifferente  und  ihrer  Größe  nach  vergleichbare  ursprüng- 
liche  Spielräume  umfassen,  und  bestimmte  Wahrscheinlich- 

»*  S.  94.  ''  S.  36. 
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keitswerte  ergeben  sich  daher  da,  wo  die  Gesamtheit  aller 
Möglichkeiten  durch  eine  Anzahl  solcher  Annahmen  erschöpft 
werden  kann."  —  Um  die  hier  gebrauchte  Ausdrucksweise  mit 
dem  Früheren  in  Einklang  zu  bringen,  hat  man  „Annahmen" 
durch  „Objektive"  zu  ersetzen.  Der  zweite  Teil  des  Satzes 
besagt  nichts  anderes,  als  daß  die  aufgestellten  Objektive  in 
ihrer  Gesamtheit  die  Glieder  einer  vollständigen  Disjunktion 
bilden  müssen,  weil  nur  dann  aus  dem  Verhältnis  der  Wahr- 
scheinlichkeiten auch  ihre  Größe  folgt. 

Es  muß  zugegeben  werden,  daß  der  hier  vorgezeichnete  Er- 
kenntnisweg kein  einfacher  ist,  daß  es  nicht  leicht  sein  wird, 
die  Spielräume  in  einem  gegebenen  Falle  so  zu  erfassen,  daß 
man  an  ihnen  auch  alle  die  geforderten  Eigenschaften  in  ein- 
sichtiger Weise  erkennt. 

38.  Es  erscheint  zur  Würdigung  des  Prinzips  der  Spielräume 
unerläßlich,  seiner  Durchführung  in  besonderen  Fällen  nähere 
Aufmerksamkeit  zuzuwenden.  Kries  selbst  erläutert  das  Prin- 
zip zuerst  an  einem  eigens  ersonnenen  besonders  durchsichti- 
gen Sachverhalt,  an  einem  Spiel,  das  er  Stoßspiel  nennt.  Der 
Boden  einer  horizontalen  Rinne  mit  vertikalen  Seitenwänden 
ist  quer  zur  Längsrichtung  in  sehr  schmale,  gleich  breite  Strei- 
fen zerlegt,  die  abwechselnd  weiß  und  schwarz  gestrichen  sind. 
An  den  Anfang  der  Rinne  wird  eine  Kugel  gelegt  und  durch 
einen  nicht  zu  schwachen  Stoß  in  Bewegung  gesetzt.  Sie  bleibt 
schließlich  auf  einem  der  Streifen  stehen.  Es  sandelt  sich  nun 
darum,  durch  Anwendung  des  Prinzips  der  Spielräume  die 
Gleichmöglichkeit  oder  die  Gleichwahrscheinlichkeit  von  Weiß 
und  Schwarz  nachzuweisen. 

Man  muß  den  Betrachtungen,  die  Kries  zu  diesem  Zwecke 
anstellt,  zugestehen,  daß  sie  mit  Scharfsinn  geführt  sind;  aber 
einfach  und  ungesucht  sind  sie  nicht.  Insbesondere  ist  es  die  im 
Laufe  des  Beweisverfahrens  eingeführte  Vorstellung  einer  „ste- 
tigen Wahrscheinlichkeitsansetzung",  der  es  an  Klarheit  man- 
gelt. Wenn  X  die  von  der  Kugel  auf  dem  Boden  der  Rinne  zurück- 
gelegte Weglänge  bedeutet,  so  setzt  Kries  die  Wahrscheinlich- 
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keit  einer  Weglänge  zwischen  X  und  X -{- d l  mit  q)  {X)  d X  an,  nennt 
dies  eine  stetige  Wahrscheinlichkeitsansetzung  und  verlangt 
von  der  Funktion  qp  eine  besondere  Stetigkeitsform,  darin  be- 
stehend, daß  wenig  verschiedenen  Werten  des  Arguments 
wenig  verschiedene  Werte  der  Funktion  entsprechen,  also 
gewissermaßen  eine  Stetigkeit  in  gröberem  Sinne.  Er  schließt 
bei  ihr  ferner  —  was  besonders  gesucht  erscheint  —  eine  mit 
der  Streifenbreite  übereinstimmende  Periodizität  aus.  Wenn 
man  nun  bei  dem  hier  betrachteten  Stoßspiel  ganz  wohl  zu- 
geben kann,  daß  zwischen  Stoßkraft  und  Weglänge  eine  Ab- 
hängigkeit bestehen  wird  —  und  diese  Abhängigkeit  soll  in  der 
stetigen  Wahrscheinlichkeitsansetzung  ihren  Ausdruck  finden 
— ,  welche  eine  Stetigkeit  in  diesem  gröberen  Sinne  aufweist, 
derart  also,  daß  Weglängen  eines  kleinen  Bereichs  auch  Stoß- 
kräfte aus  einem  kleinen  Bereich  koordiniert  sind  —  dies  alles 
wird  bei  der  Beweisführung  verwendet  — ,  so  vermag  man  sich 
den  Sinn  eines  solchen  stetigen  Wahrscheinlichkeitsansatzes 
bei  dem  gleich  darauf  behandelten  Würfelspiel  nicht  mehr 
recht  klar  zu  machen.  Was  soll  hier  das  variable  Argument 
sein,  das  dort  in  ganz  naturgemäßer  Weise  durch  die  Weg- 
länge  der  Kugel  vertreten  war?  Daher  kann  ich  in  den  fol- 
genden Erwägungen  keine  wirkliche,  sachliche  Begründung 
für  die  Gleichmöglichkeit  der  sechs  Würfelseiten  erblicken^*: 
„Denken  wir  uns  für  jede  einzelne  der  in  Betracht  kommenden 
Bewegungen  einen  stetigen  Wahrscheinlichkeitsansatz  gemacht, 
so  ergibt  sich  auch  hier  unmittelbar  die  Gleichheit  der  Wahr- 
scheinlichkeit für  jeden  der  Würfe  i — 6;  denn  wenn  wie  dort 
die  gleiche  Breite  der  schwarzen  und  weißen  Streifen,  so  wird 
hier  die  geometrische  und  physische  Regelmäßigkeit  des  Wür- 
fels notwendig  mit  sich  bringen,  daß  einem  bestimmten  zu- 
sammenhängenden Komplex  von  Bewegungsmöglichkeiten, 
welcher  etwa  den  Wurf  6  ergäbe,  immer  andere,  in  jeder  Be- 
ziehung nur  ganz  wenig  verschiedene  und  von  sehr  nahe  glei- 
chem Umfang  sich  an  die  Seite  stellen  lassen,  welche  die  Würfe 
»*  S.  48ffr 
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I,  2,  3,  4,  5  bewirkten,  und  daß  diese  6  Bewegungsarten  in 
regelmäßiger  Abwechslung  sich  wiederholend  den  ganzen 
Speilraum  möglicher  Bewegungen  ausfüllen.  Es  ergibt  sich 
in  ganz  ähnlicher  Weise  wie  dort  beim  Stoßspiel  das  Re- 
sultat, daß  die  Gesamtwerte  der  die  Erfolge  i,  2,  3,  4,  5  und 
6  ergebenden  Bewegungsspielräume  mit  größter  Annäherung 
gleich  sein  müssen.  Hieraus  resultiert  dann  auch  die  gleiche 
Wahrscheinlichkeit  jedes  dieser  Erfolge  unter  denselben  Vor- 
aussetzungen, wie  sie  dort  gemacht  wurden."  —  Ich  glaube, 
daß  das,  was  hier  mit  dem  Schein  einer  Beweisführung  auf- 
tritt, im  Wesen  doch  nichts  anderes  besagt  als  das  Folgende: 
Es  ist  kein  Grund  abzusehen,  warum  bei  der  Regelmäßigkeit 
des  Würfels  ein  größerer  Teil  der  möglichen  Bewegungen  zu 
einem  Endresultat  a  eher  als  zu  einem  andern  Endresultat  h 
führen  sollte,  und  darum  bleibt  nichts  übrig,  als  die  6  mög- 
lichen Endresultate  als  gleichmöglich  anzusehen.  Das  ist  aller- 
dings Berufung  auf  das  Prinzip  vom  mangelnden  Grunde,  aber 
nicht  in  dem  krassen  Sinne  absoluter  Unwissenheit;  es  liegt 
vielmehr  auch  ein  positives  Moment  zugrunde,  und  das  ist 
die  Berufung  auf  die  Regelmäßigkeit  des  Würfels.  Darüber 
wird  man  kaum  je  hinauskommen. 

Die  Sache  wird  auch  nicht  schlüssiger,  eher  noch  dunkler, 
durch  die  Zerlegung  der  Wurfbewegungen  in  einzelne  „Be- 
wegungseffekte" ^1,  Ö2,  63  ..  •  und  durch  die  Bildung  eines 
stetigen  Wahrscheinlichkeitsansatzes  „für  die  kombinierten 
Wert-Spielräume".  Die  Betrachtung  ist  auch  nur  skizziert  und 
dann  mit  der  Bemerkung  abgebrochen,  daß  mit  Rücksicht 
auf  die  Schwierigkeit  der  dabei  auftretenden  mathematischen 
Vorstellungen  auf  die  weitere  Ausführung  verzichtet  werde.  ^^ 
In  der  Tat  scheint  jeder  Versuch,  die  Wurfbewegungen  zum 
Gegenstande  einer  mathematischen  Analyse  zu  machen,  ver- 
geblich zu  sein. 

Übrigens  sei  angemerkt,  daß  Kries  selbst  zugibt  i^,  daß  es 
sich  hier  nicht  um  strenge  Beweise  handeln  kann  im  Sinne  der 

"  S.  56.  '«  S.  61. 

Wiss.  u.  Hyp.  24:  Ciaber,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  7 
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reinen  Mathematik,  und  zwar  deshalb,  weil  die  Wahrschein- 
lichkeitsansätze auf  Voraussetzungen  von  objektiver  (d.  h.  em- 
pirischer) Natur  beruhen,  denen  nie  volle  Sicherheit  zukommen 
kann. Es  handelt  sich  also  nur  um  ein  Begreiflichmachen. 
Nach  dieser  Richtung  hat  Kries  wirklich  Wesentliches  ge- 
leistet. 

In  den  Artikeln  5 — 8  des  III.  Kapitels  macht  Kries  den 
Versuch,  die  Glücksspiele  in  sein  Prinzip  der  Verhaltungs- 
spielräume einzufügen.  So  geistreich  die  bezüglichen  Erörte- 
rungen sind,  so  muß  man  doch  zugeben,  daß  ihnen  nicht 
jenes  Maß  zwingender  Kraft  innewohnt,  das  Kries  selbst 
ihnen  zuschreibt.  Ich  will  es  versuchen,  das,  was  Kries  zu 
beweisen  bestrebt  ist,  unter  ein  Bild  zu  bringen,  das  freilich 
ein  ziemliches  Maß  von  Vorstellungskraft  beansprucht.  Ich 
fasse  etwa  den  Fall  eines  Würfels  ins  Auge;  die  zahlreichen 
Umstände,  von  welchen  der  Vorgang  und  das  Resultat  eines 
Wurfes  abhängen,  seien  als  „Koordinaten"  in  einem  entspre- 
chend vieldimensionalen  Raum  aufgefaßt  und  jedem  Wurf  ein 
„Punkt"  dieses  Raumes  zugeordnet;  jedem  Wurf  wird  ein  an- 
derer Punkt  zugehören,  weil  zwei  Würfe  niemals  in  allen  Um- 
ständen völlig  übereinstimmen  werden.  Den  „Punkten"  er- 
teilen wir  6  verschiedene  Farben,  entsprechend  den  6  mög- 
lichen Erfolgen.  Das  Bestreben  von  Kries  geht  nun  dahin, 
begreiflich  zu  machen,  daß  dadurch  der  „Raum"  in  Elementar- 
gebiete gleicher  Farbe  zerlegt  wird,  die  in  bunter  Abwechs- 
lung sich  aneinander  reihen  (gelegentlich  wird  auch  von  regel- 
mäßiger Abwechslung  gesprochen);  jedes  solche  Elementar- 
gebiet umfaßt  Würfe,  die  so  wenig  untereinander  differieren,  daß 
der  Enderfolg  derselbe  ( i  oder  2 . . )  bleibt ;  des  weiteren  verständ- 
lich zu  machen,  daß  in  jedem  Teile  des  „Raumes"  das  „Grö- 
ßenverhältnis" verschiedenfarbiger  Elementargebiete  nahezu 
das  der  Gleichheit  ist,  so  daß  sich  für  das  Größenverhältnis 
der  vereinigten  Elementargebiete  einer  Farbe  zur  Größe 
des  ins  Auge  gefaßten  Raumteils  der  Wert  J  ergibt.  Damit 
will  Kries  das  Ziel  erreicht  haben  dargetan  zu  haben,  daß  der 


39-  Meinongs  Auffassung  Ol 

Wahrscheinlichkeitsansatz  auf  der  objektiv  begründeten  Ver- 
gleichung  von  Spielräumen  beruht. 

Bei  der  Besprechung  der  Anwendungen  wird  sich  noch  Ge- 
legenheit ergeben,  auf  das  Prinzip  der  Spielräume  zurückzu- 
kommen. 

39.  Wir  gehen  nun  daran,  die  für  die  Aufstellung  numeri- 
scher Wahrscheinlichkeiten  so  grundlegende  Frage  der  Gleich- 
möglichkeit der  Fälle  im  Lichte  der  von  Meinong  geschaffe- 
nen Theorie  der  Grundkollektive  und  der  Partizipation  zu  be- 
trachten. Halten  wirunsdeneinfachstenFallvor  Augen,  der  sich 
dieser  Theorie  darbietet :  Ein  Kollektiv  von  n  Gegenständen,  von 
existierenden  z.B.,  an  deren  einem  ein  Objektiv  X  tatsächlich  ist, 
—  man  denke  etwa  an  eine  Urne  mit  n  Kugeln,  von  denen  eine 
rot  ist.  Diese  eine  Tatsächlichkeit  erzeugt  bei  allen  Gliedern 
Möglichkeit,  und  diese  n  Möglichkeiten  sind  gleich  groß  und 

je  vom  Betrage  — ,  wenn  man   der   Tatsächlichkeit   die   Zahl  i 

zuordnet.  Die  Möglichkeit  als  solche  hat  ihren  Ursprung  in 
der  vorhandenen  Tatsächlichkeit,  und  die  Möglichkeitsgleich- 
heit ist  begründet  in  der  Zugehörigkeit  zum  Kollektiv,  in  bezug 
auf  welche  Zugehörigkeit  es  keinen  Unterschied  zwischen  den 
Gliedern  des  Kollektivs  geben  kann.  Will  man  sich  zur  Be- 
gründung der  Möglichkeitsgleichheit  auf  ein  Erkenntnisprinzip 
berufen,  so  kann  es  nur  das  Prmzip  vom  mangelnden  Grunde 
sein;  denn  positive  Gründe  beizubringen  suchen  außer  der  be- 
tonten Zugehörigkeit,  wäre  vergeblich.  Darin  liegt  der  restrik- 
tive Sinn  der  Gleichmöglichkeit,  wie  Meinong  sie  verstanden 
wissen  will.  Aber  als  bedeutsam  erscheint  mir  die  Auslegung, 
die  er  dem  Prinzip  ^"^  des  mangelnden  Grundes  in  diesem  Zu- 
sammenhange gibt  und  an  der  er  dann  festhält.  „Nicht  um  den 
Mangel  an  einem  dem  erkennenden  Subjekt  zugänglichen,  also 
diesem  Subjekt  mangelnden  Grund,  sondern  um  das  ganz  o  b  - 
jektive  Nichtvorhandensein  eines  dieses  oder  jenes  Glied 
differenzierenden   Momentes  handelt   es   sich."    Diese   Ausle- 
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gung  benimmt  dem  Prinzip  den  subjektiven  Charakter  und  er- 
höht seinen  Erkenntnis  wert.  Das  ist  nicht  mehr  Berufung  auf 
das  Nichtwissen  des  Urteilenden,  das  seinem  Umfange  nach 
von  einer  Person  zur  andern  wechselt,  sondern  auf  ein  in  der 
Natur  der  Sache  begründetes  Nichtwissen,  dem  sich  auch  ein 
noch  so  erleuchtetes  Intellekt  unterordnen  muß.  Es  ist,  um  es 
noch  schärfer  hervorzuheben,  nicht  ein  Bekenntnis :  „mir  man- 
gelt ein  Grund",  sondern  der  Grund  zu  einer  Unterschied- 
machung  fehlt  jedem,  weU  er  überhaupt  fehlt. 

Dort,  wo  man  das  Prinzip  des  mangelnden  Grundes  in  dieser 
prägnanten  Deutung  zur  Anwendung  bringen  kann,  steht  es 
um  die  Begründung  der  Gleichmöglichkeit  wohl  ganz  anders 
als  dort,  wo  man  sich  auf  den  dermalen  oder  bei  dieser  Person 
vorhandenen  unzureichenden  Wissensstand  stützen  muß. 

Auf  die  Art  des  Objektives,  das  in  dem  Kollektiv  vertat - 
sächlicht  ist,  kommt  es  bei  der  ganzen  Schlußfolgerung  gar 
nicht  an.  Ob  das  Objektiv  Farbe  oder  Gestalt  oder  Größe 
oder  Material  oder  sonst  ein  sinnlich  wahrnehmbares  Merk- 
mal betrifft  —  wobei  wir  an  reale  Gegenstände  denken  — , 
ändert  an  der  Sache  nichts.  Wenn  also  in  dem  Beispiel,  das 
wir  vor  Augen  haben,  an  die  Stelle  der  roten  Kugel  ein  Würfel 
träte,  oder  wenn  unter  den  Kugeln  eine  durch  besondere  Größe 
hervorragte  öder  eine,  indem  sie  aus  Metall  besteht,  während 
die  andern  aus  leichten  Stoffen  angefertigt  sind,  durch  üir 
großes  Gewicht  auffiele  o.  dgl.,  immer  bestände  für  jedes 

Glied  des  Kollektivs  die  Möglichkeit  — ,  der  Würfel,  die  i^roße, 

ft 

die  schwere  Kugel  zu  sein. 

Die  Sachlage  wird  eine  andere,  sobald  zu  dem  Wissen  um 
das  Kollektiv,  wozu  wir  die  Kenntnis  seiner  Gliederanzahl  und 
die  an  den  Gliedern  vorkommenden  Tatsächlichkeiten  zu  zäh- 
len haben,  die  neue  Bestimmung  der  Verwirklichung  eines 
Gliedes  hinzukommt,  an  die  sich  dann  die  Frage  nach  der 
Wahrscheinlichkeit  anschließt,  daß  dem  verwirklichten  Gliede 
dieses   oder  jenes   Objektiv  zukommt,   das  in  dem   Kollektiv 
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vertatsächlicht  ist.  Aus  der  Urne  also  soll  eine  Kugel  „ge- 
zogen", mit  dem  Würfel  „ein  Wurf  gemacht"  werden.  Es 
entsteht  die  Frage,  ob  es  sich  mit  dieser  neuen  Bestimmung 
so  verhält  wie  mit  jedem  in  dem  Kollektiv  vertatsächlichten 
Objektiv,  ob,  mit  andern  Worten,  auch  Gleichmöglichkeit  des 
Gezogenwerdens  bezüglich  aller  in  der  Urne  vorhandenen  Ge- 
genstände oder  Gleichmöglichkeit  des  Nachobenfallens  jeder 
Würfelseite  besteht.  Diese  Frage  ist  im  allgemeinen  zu  ver- 
neinen. Die  vor  dem  Inkrafttreten  der  Verwirklichungsforde- 
rung an  den  Kollektivgliedem  vermöge  des  Partizipationsprin- 
zips bestehenden  gleichen  Möglichkeiten  erfahren  jetzt  Ver- 
änderungen, büdlich  gesprochen  Verschiebungen,  indem  ein- 
zelne Glieder  durch  ihre  sonstigen,  in  dem  gegebenen  Wissen 
nicht  ausgesprochenen  Eigenschaften  bei  dem  Verwirklichungs- 
vorgang  in  verschiedenem  Maße  begünstigt,  andere  benach- 
teiligt sind;  immer  aber  bleibt  die  Summe  der  Möglichkeiten 
die  gleiche,  nämlich  i,  weil  an  einem  Gliede  —  wenn  wir 
an  den  obigen  einfachsten  Fall  denken  —  das  Objektiv  tat- 
sächlich vorkommt.  Mit  dieser  Wendung  kommt  also  in  die 
Möglichkeits-  und  Wahrscheinlichkeitsmessung  ein  neues  Mo- 
ment, das  den  Wert  des  Partizipationsprinzips  zu  mindern 
scheint;  denn  sollte  die  aus  diesem  erschlossene  Gleichmög- 
lichkeit durch  den  Vorgang  der  Verwirklichung  zerstört  wer- 
den, so  stünde  man  vor  einer  neuen  Aufgabe  und  müßte  sich 
umsehen,  woher  die  Daten  zu  ihrer  Lösung  zu  holen  sind.  An- 
gesichts dieser  Sachlage  wird  man  in  erster  Linie  nach  Ma- 
terien suchen,  bei  denen  das  Moment  der  Verwirklichung  eine 
solch  tiefgreifende  Änderung  nicht  hervorbringt,  indem  es  sich 
den  einzelnen  Fällen  gegenüber  entweder  als  gänzlich  irre- 
levant erweist,  oder  wo  die  Einsicht  in  den  ganzen  Tatbestand 
zu  der  Erkenntnis  führt,  daß  es  sich  nur  um  geringfügige 
Änderungen  handeln  kann,  über  deren  Verteilung  auf  die  Fälle 
ein  vorgängiges  Wissen  nicht  zu  erlangen  ist.  Dabei  bleibt 
immer  noch  Raum  für  den  Gedanken,  ob  nicht  doch  auf  einem 
andern  Wege  hierüber  Aufschluß  zu  erlangen  ist.   In  der  Tat 
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hat  ein  feiner  Instinkt,  der  sich  lange  vor  einer  wissenschaft- 
lichen Behandlung  der  hierher  gehörigen  Angelegenheiten  be- 
tätigt hat,  in  den  Glücksspielen  Materien  geschaffen, 
welche  diesem  Ideal  sehr  nahe  kommen  und  durch  entspre- 
chende Vorkehrungen  noch  mehr  genährt  werden  können.  Die 
Blätter  eines  Kartenspiels  sind  nach  Größe,  Dicke,  Schnitt, 
Ausstattung  der  Rückseite  so  gleichmäßig  gehalten,  daß  sie 
nicht  bloß  in  ihrer  Eigenschaft  als  Glieder  eines  Kollektivs, 
sondern  auch  wenn  es  sich  um  das  Ziehen  einer  Karte  handelt, 
als  gleichmögliche  Fälle  gelten  dürfen.  Für  das  Würfelspiel 
hat  man  in  dem  Würfel  einen  regulären  Körper  gewählt,  dessen 
Seiten  räumlich  gleichwertig  und  bei  der  Wahl  einer  homo- 
genen Substanz  auch  physisch  gleichberechtigt  sind,  auch  wenn 
man  an  die  Ausführung  eines  Wurfes  schreitet.  Die  Num- 
mern einer  Lotterie  sind  auf  gleichgroßen  und  gleichgestalte- 
ten Papierrollen  oder  hölzernen  Halbkugeln  verzeichnet  oder 
in  gleiche  Kapseln  eingeschlossen,  so  daß  jede  Parteilichkeit 
des  Ziehenden  ausgeschlossen  ist,  und  Unparteilichkeit  be 
deutet  so  viel  wie  Gleichmöglichkeit  der  zur  Ziehung  darge 
botenen  Nummern. 

Wenn  man  bei  der  Ableitung  von  Wahrscheinlichkeitssätzen 
und  bei  der  Lösung  von  Wahrscheinlichkeitsproblemen  die 
Betrachtungen  an  Urnen  mit  Kugeln  oder  Steinchen  ver 
-schiedener  Farbe  anstellt,  so  setzt  man  voraus,  daß  an  den  Ku 
geln  oder  Steinchen  keine  wie  immer  gearteten  Merkmale  vor- 
handen sind,  die  sie  dem  Ziehenden  unterscheidbar  machen 
würden.  Wohl  kann  in  allen  diesen  Fällen  von  einer  Möglich- 
keitsgleichheit auf  apriorischer  Grundlage  nicht  gesprochen 
werden,  wenn  die  genannten  Objekte  nicht  bloß  gedacht,  son- 
dern materiell  vorhanden  sind,  und  auch  nicht  von  einer  exak- 
ten, weil  Exaktheit  bei  allem  Erhpirischen  ausgeschlossen  ist. 
Aber  die  Ausführung  kann  eine  solche  sein,  daß  man  sich 
dessen  versichert  halten  kann,  die  noch  vorhandenen  Unter- 
schiede  seien  sehr  klein  und  es  sei,  und  zwar  für  jeden,  unmög- 
lich, sie  des  Näheren  zu  bestimmen.    Bei  einer  solchen  Sach- 
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läge  darf  mit  Rücksicht  auf  den  verbleibenden  Ungleichheits- 
rest  von  dem  Prinzip  des  mangelnden  Grundes  mit  Berechti- 
gung Gebrauch  gemacht  werden.  Ja,  man  kann  mit  Fug  und 
Recht  behaupten,  daß  die  Grenzen  unserer  Erkenntnis fähigkeit 
dem  Empirischen  gegenüber  Gleichmöglichkeit  immer  nur  auf 
der  Grundlage  dieses  Prinzips  auszusprechen  gestatten  und 
die  Forderungen  des  Prinzips  vom  zureichenden  oder  gar  vom 
zwingenden  Grund  in  Strenge  zu  befi ledigen  nicht  gestatten; 
das  bedeutet  aber  keine  Herabsetzung  des  Wertes  der  so  er- 
zielten Resultate,  wenn  die  Sachlage  eine  solche  ist,  daß  man 
sich  für  berechtigt  erachtet,  das  Prinzip  vom  mangelnden 
Grund  in  der  ihm  von  Meinong  gegebenen  unsubjektiven 
Deutung  zur  Geltung  zu  bringen.  Dieser  Auffassung  der  bei- 
den, einander  scheinbar  so  schroff  gegenüberstehenden  Prin- 
zipe  hat,  wenn  ich  recht  verstehe,  auch  Meinong  Ausdruck 
gegeben.  ^^ 

Es  ist  nicht  möglich,  selbst  bei  den  hier  betrachteten  ein- 
fachen Materien  alle  Umstände  anzuführen,  auf  die  es  bei  der 
Fällung  der  Urteile  ankommt,  ob  Gleichmöglichkeit  oder  doch 
sehr  angenäherte  Möglichkeitsgleichheit  der  Fälle  behauptet 
werden  kann.  Damit  hängen  auch  verschiedene  Maßnahmen 
bei  der  Verwirklichung  und  namentlich  bei  wiederholten  Ver- 
wirklichungen zusammen,  die  dazu  bestimmt  sind,  die  Gleich - 
möglichkeit  zu  verbürgen.  Nur  einige  Andeutungen  sollen  ge- 
macht werden.  Es  gehört  hierher  das  Mischen  der  Karten  vor 
Ausführung  eines  Zuges  oder  während  eines  Spieles;  das 
Schütteln  einer  Münze,  eines  Würfels,  etwa  in  einem  Becher, 
or  dem  Auf  werfen;  das  beständige  Durchmischen  der  Los- 
nummern während  der  Ziehung,  bei  öffentlichen  Lotterien  in 
einer  Trommel  mit  einer  mechanischen  Rührvorrichtung;  das 
kräftige  Inbewegungsetzen  des  Rouletts  u.  ä.  ^^ 


'*  Insbesondere  S.  539. 

'^  Zilsel,  Das  Anwendungsproblem,  der  diesen  Dingen  S.  i28fF.  eine 
längere  Auseinandersetzung  widmet,  spricht  ihnen  eine  prinzipielle  Bedeu- 
tung ab  und  sucht  sie  mehr  aus  dem  spielpolitischen  Gesichtspunkt  zu  er- 
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Hier  finden  auch  einige  Bemerkungen  ihren  Platz,  die  Kries 
bei  der  Erörterung  der  Zufallsspiele  macht.  So  sagt  er  be- 
züglich des  Würfels,  es  sei  für  die  Gleichheit  der  Spielräume, 
die  den  sechs  Seiten  zu  Gebote  stehen,  wesentlich,  daß  der 
Würfel  im  Vergleich  zur  menschlichen  Größe  und  Kraft  nur 
eine  kleine  Größe  und  Masse  haben  dürfe,  damit  nur  eine  sehr 
geringe  Modifikation  der  Wurfbewegung  ausreiche,  um  einen 
Wechsel  des  Endresultates  herbeizuführen.  Das  ist  sicher  rich- 
tig, nur  glaube  ich,  daß  niemals  jemand  an  andere  als  die  ge- 
wöhnlichen Spielwürfel  gedacht  hat,  wenn  es  sich  um  Wahr- 
scheinlichkeitsbetrachtungen handelte.  In  bezug  auf.  Kugel- 
ziehungen aus  einer  Urne  kann  man  seinen  Ausführungen  ent- 
nehmen, daß  die  Kugeln,  selbst  wenn  sie  alle  die  bekannten 
Bedingungen  (gleiche  Größe,  gleiches  Material,  gleiche  Ober- 
flächenbeschaffenheit hinsichtlich  des  Tastsinns)  erfüllen,  vor 
jedem  einzelnen  Zuge  nur  dann  als  gleichmögliche  Fälle  gel- 
ten können,  wenn  sie  bloß  den  Boden  der  Urne  bedecken; 
liegen  sie  jedoch  in  Schichten  übereinander,  so  wird  vor 
einem  einzelnen  Zuge  von  Gleichmöglichkeit  nicht  die 
Rede  sein  können  schon  wegen  der  erwiesenen  psychologischen 
Tatsache,  daß  unter  mehreren  möglichen  Bewegungen  die  be- 
quemer auszuführenden  instinktiv  bevorzugt  werden  20 ;  hinge- 
gen wird  auch  in  diesem  Falle  die  Gleichmöglichkeit  aufrecht 
bleiben  können,  wenn  es  sich  um  viele  Ziehungen  handelt 
und  wenn  während  derselben  ein  beständiges  Durchmischen 
des  Urneninhalts  erfolgt. 

40.  Marbe  hat  in  seinem  jüngsten  Buche 21  der  Philosophie 

klären.  Bei  Lotteriespielen  gibt  er  zu,  daß  ohne  Mischen  in  der  Haupt- 
sache entschieden  wäre,  indem  die  Nummern,  die  in  der  Tiefe  liegen,  so 
gut  wie  als  erledigt  zu  gelten  hätten.  Eine  eingehende  Betrachtung  läßt 
diesen  für  einen  korrekten  Wahrscheinlichkeitsansatz  nicht  unerheblichen 
Maßnahmen  Kries  bei  seiner  Analyse  der  Zufallsspiele,  besonders  in  Art.  4, 
Kap.  III  zuteil  werden. 

'^  Ausführliches  hierüber  bei  Marbe,  Die  Gleichförmigkeit  usw.,  S. 47ff. 

**  Die  Gleichförmigkeit  in  der  Welt.  Untersuchungen  zur  Philosophie 
und  positiven  Wissenschaft.     München  19 16. 
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der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ein  eigenes  Kapitel,  das 
zehnte,  gewidmet.  Sie  umfaßt  nach  ihm  zwei  Grundprobleme, 
das  logische  und  das  naturphilosophische.  Das  erstere  betrifft 
das  Wesen,  die  Bedeutung  der  numerischen  Wahrscheinlich- 
keiten, dem  zweiten  fällt  die  Erörterung  der  Frage  zu,  ob  den 
Wahrscheinlichkeitsaussagen  in  der  Wirklichkeit  etwas  ent- 
spricht, ob  also  und  wie  weit  die  als  berechtigt  geltenden  Er- 
wartungen, die  sich  auf  numerische  Wahrscheinlichkeiten  stüt- 
zen, wirklich  in  Erfüllung  gehen. 

In  betreff  des  logischen  Problems  hätten  sich  zwei  grund- 
verschiedene Ansichten  ausgebildet,  die  er  als  empirische  und 
als  logische  Ansicht  einander  gegenüberstellt.  Nach  der  em- 
pirischen Ansicht  bedeuten  die  numerischen  Wahrschein- 
lichkeiten Durchschnittszahlen,  aus  denen  wir  ersehen, 
was  tatsächlich  geschieht.  Diesen  letzten  Worten  kann 
nicht  beigepflichtet  werden;  nicht,  was  tatsächlich  geschieht, 
sondern  was  tatsächlich  geschehen  ist,  müßte  es  heißen;  denn 
eine  neue  Erfahrung  wird  im  allgemeinen  zu  einem  andern 
Bruch  führen.  Jeder  solche  Bruch  ist  der  historische  Bericht 
über  eine  bestimmte  Erfahrung.  Von  „Durchschnittszahlen" 
kann  nur  dann  gesprochen  werden,  wenn  man  mehrere  Er- 
fahrungsreihen, die  einzeln  verschiedene  Häufigkeitsbrüche  er- 
geben haben,  zu  einer  einzigen  Erfahrungsreihe  vereinigt;  dann 
wäre  die  aus  dieser  gewonnene  Häufigkeitszahl  eine  Durch- 
schnittszahl in  bezug  auf  die  verwendeten  Reihen.  —  Die  1  o  - 
gische  Ansicht  erblickt  in  den  numerischen  Wahrschein- 
lichkeiten Maßstäbe  für  den  Grad  unserer  (in  logischer,  nicht 
in  ethischer  Hinsicht)  vernünftigen  Erwartung,  die  sich 
immer  auf  ein  einzelnes  Ereignis  oder  auf  eine  Gruppe  ein- 
zelner Ereignisse  bezieht. 

Mit  dem  Widerstreit  zwischen  diesen  beiden  Anschauungen 
bringt  Marbe  die  verschiedenen  Theorien  der  gleichmögli- 
chen Fälle  in  Verbindung.  Bevor  er  auf  diese  eingeht,  sieht 
er  sich  zu  einer  Einteilung  der  gleichmöglichen  Fälle  veran- 
laßt.   Da  dieser  Einteilung  in  seinen  weiteren  Ausführungen 
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eine  grundsätzliche  Bedeutung  eingeräumt  wird,  sei  darauf 
mit  einigen  Worten  eingegangen.  Es  werden  gleichmögliche 
Fälle  erster  Ordnung  und  solche  zweiter  Ordnung  unterschie- 
den und  wie  folgt  gekennzeichnet.  Gleichmögliche  Fälle  e  r  - 
ster  Ordnung  sind  „Ereignisse,  von  denen  eines  oder  ein- 
zelne auf  ihre  Wahrscheinlichkeit  geprüft  werden".  Diese  Er- 
klärung gibt  keine  genaue  Vorstellung  von  dem,  was  eigentlich 
gemeint  ist;  es  handelt  sich,  wie  aus  dem  weitern  Texte  her- 
vorgeht, um  solche  deutlich  unterschiedene  Einzelfälle,  wie 
sie  bei  den  Glücksspielen  auftreten,  also  um  den  alten  Begriff, 
nur  unter  dem  ungewohnten  und  auch  nicht  zutreffenden  Na- 
men „Ereignis".  22  Unter  gleichmöglichen  Fällen  zweiter 
Ordnung  sollen  „Ursachen  und  Bedingungskomplexe"  ver- 
standen werden  von  solchen  Ereignissen,  um  deren  Wahr- 
scheinlichkeit es  sich  handelt.  Erläutert  wird  dieser  Begriff 
an  der  „Wahrscheinlichkeit  einer  Knabengeburt",  von  der  es 
heißt,  sie  betrage  in  Deutschland  zirka  ^Jj^  •  Wegen  der  prinzi- 
piellen Wichtigkeit  der  hiermit  berührten  Angelegenheit  sei 
die  darauf  bezügliche  Ausführung  Mar b es  wörtlich  wieder- 
gegeben ""' :  „Welches  sind  nun  hier  die  gleichmöglichen  Fälle  ? 
Bei  dem  grundlegenden  Wert,  den  man  den  gleichmöglichen 
Fällen  beilegt,  ist  es  doch  wohl  nicht  möglich,  daß  es  Wahr- 
scheinlichkeitsbrüche gibt,  die  gleichmögliche  Fälle  überhaupt 
nicht  voraussetzen.  Es  muß  also  wohl  auch  hier  gleichmögliche 
Fälle  geben.  Die  Knaben-  und  Mädchengeburten  als  solche 
sind  aber  gewiß  nicht  gleichmöglich;  denn  sonst  würden  kaum 
immer  und  immer  wieder  mehr  Knaben-  als  Mädchengeburten 
stattfinden.  Die  gleichmöglichen  Ereignisse  bilden  hier  auch 
offenbar  nicht  solche  Fälle,  von  denen  einer  oder  mehrere 
auf  ihre  Wahrs-cheinlichkeit  geprüft  werden  (?),  wie  dies  bei 
den  Glücksspielen  .  .  .  der  Fall  ist.  Denn  hier  fragt  man  le- 
diglich nach  der  Wahrscheinlichkeit  von  Knaben-  und  Mäd- 


**  Auch  die  von  Marbe  konsequent  gebrauchte  Zusammensetzung  „gleich- 
mögliche Fälle  eines  Ereignisses"  ist  nicht  gutzuheißen. 
"  S.  i6off. 
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chengeburten,  die  keinesfalls  gleichmöglich  sind.  Um  den  Be- 
griff der  gleichmöglichen  Fälle  für  dieses  Beispiel  zu  retten, 
müssen  wir  hier  als  gleichmöglich  eine  endliche  oder  unend- 
liche Anzahl  von  physiologischen  Voraussetzungen  (Ursachen, 
BedinguDgskomplexen)  ansehen,  die  im  Verhältnis  -joo  ^^  Kna- 
ben-  bzw.   Mädchengeburten   führen." 

Um  eine  solche  Rettung  des  Begriffs  der  gleichmöglichen 
Fälle  würde  es  sich  bei  den  meisten  nur  empirisch  bestimm- 
baren Wahrscheinlichkeiten  handeln,  die  Marbe  als  „stati- 
stische Wahrscheinlichkeiten"  in  sein  System  einfügt.  Ich  halte 
diese  oft  gebrauchte  Bezeichnung  nicht  für  zweckmäßig,  weil 
bei  dem  Epithethon  „statistisch"  leicht  an  eine  Qualitätsbe- 
zeichnung gedacht  werden  könnte,  während  es  nur  auf  eine 
Bestimmungsmethode  hindeuten  soll.  In  der  Tat,  in  der  Sta- 
tistik kommen,  soweit  hier  von  Wahrscheinlichkeit  überhaupt 
die  Rede  sein  kann,  nur  empirisch  bestimmte  numerische 
Wahrscheinlichkeiten  vor. 

Bei  der  Erklärung  und  Abgrenzung  des  Begriffs  der  gleich- 
mögUchen  Fälle  zweiter  Ordnung  behandelt  Marbe  auch  ein 
Beispiel,  wo  es  sich  nicht  um  einzelne  Fälle,  sondern  um  In- 
tervalle des  Verhaltens  handelt,  nämlich  um  die  experimentelle 
Bestimmung  des  Auftretens  verschiedener  Umfangsgeschwin- 
digkeiten bei  einem  Elektromotor.  Auch  hier  wird  die  An- 
nahme gemacht,  daß  es  eine  unendliche  Anzahl  von  Ursachen 
der  unendlich  vielen  Umdrehungsgeschwindigkeiten  gibt,  die 
alle  untereinander  gleichmöglich  sind,  die  aber  die  in  die  ein- 
zelnen Intervalle  fallenden  Geschwindigkeiten  mit  ungleicher 
Häufigkeit  hervorrufen.  Dieser  gekünstelten  und  darum  un- 
natürlichen Auffassung  kann  nicht  beigepflichtet  werden.  Es 
heißt  den  Wahrscheinlichkeitsbegriff  zu  eng  fassen,  wenn  man 
ihn  lediglich  an  Tatbestände  binden  will,  die  gleichmögliche 
oder  Fälle  überhaupt  unterscheiden  lassen.  Die  Wahrschein- 
lichkeit eines  Ereignisses  ist,  wenn  objektiv  begründet,  ein 
Maß  seiner  Realisierbarkeit,  mit  einem  deutschen,  wenn  auch 
schwerfälligen   Wort  ausgedrückt,   seiner   Verwirklichbarkeit. 
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Bei  den  Materien,  die  nach  Art  der  Zufallsspiele  gestaltet 
sind,  bestimmt  man  dieses  Maß  auf  Grund  des  vorhandenen 
Wissens  a  priori.  Bei  andern  Materien,  die  eine  solche  Struktur 
nicht  aufweisen,  ist  in  dem  Häufigkeitsbruch  oder,  wie  Kries 
ihn  nennt,  in  der  Analogieziffer  der  mathematische  Ausdruck 
seiner  tatsächlichen  Verwirklichung  innerhalb  der  Fälle  zu  er- 
blicken, die  beobachtet  worden  sind;  anders  ausgedrückt,  der 
mathematische  Ausdruck  für  die  Wirkung  jener  Umstände, 
unter  welchen  die  Verwirklichung  stattfand.  In  dem  Beispiel 
von  den  Geburten  drückt  der  Quotient  -|^  aus,  daß  alle  die  Um- 
stände, die  für  das  Geschlecht  der  Geborenen  bestimmend  sind, 
in  der  betreffenden  Bevölkerung  und  in  dem  Zeiträume,  über 
welchen  sich  die  Beobachtungen  erstrecken,  so  gewirkt  haben, 
daß  in  der  Gesamtgeburtenmenge  im  Durchschnitt  auf  je  205 
Geburten  105  männliche  entfielen. 

In  der  oben  zitierten  Deduktion  ist  die  Prämisse,  es  sei  nicht 
möglich,  daß  es  Wahrscheinlichkeitsbrüche  gebe,  die  gleich- 
mögliche Fälle  überhaupt  nicht  voraussetzen,  unhaltbar.  Mit 
den  Worten  „gleichmögliche  Ursachen",  „gleichmögliche  Be- 
dingungskomplexe" ist  kein  klarer  Sinn  zu  verbinden. 

Etwas  völlig  anderes  ist  die  Interpretation  einer  em- 
pirisch bestimmten  Wahrscheinlichkeit  durch  gleichmögliche 
Fälle,  z.  B.  an  einem  Umenschema.  Wenn  man  sagt,  mit  dem 
Geschlecht  der  Geborenen  verhalte  es  sich  so  wie  mit  Ziehun- 
gen aus  einer  Urne,  in  der  das  Füllungsverhältnis  ein  solches 
ist,  daß  auf  205  Kugeln  105  weiße  kommen  und  der  Zug 
einer  weißen  Kugel  einer  nämlichen  Geburt  entspricht,  so  ist 
das  ein  anschauliches  Bild,  das  sich  aber  mit  dem  natür- 
lichen Sachverhalt  nur  insoweit  deckt,  als  die  aus  dieser  Ma- 
terie a  priori  abgeleitete  Wahrscheinlichkeit  für  Weiß  der 
empirisch  gefundenen  Wahrscheinlichkeit  einer  Knabengeburt 
gleich  ist;  weitere  Schlüsse  dürfen  daraus  nicht  gezogen  wer- 
den, ohne  daß  vorher  die  Berechtigung  dazu  erwiesen  würde. 

Hinsichtlich  der  gleichmöglichen  Fälle  unterscheidet  Marbe 
drei  verschiedene  „Theorien".    Der  empirischen  Auffassung 
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der  numerischen  Wahrscheinlichkeiten  sucht  er  eine  empi- 
risch orientierte  Theorie  der  gleichmöglichen  Fälle  zu- 
zuordnen. Bei  der  logischen  Auffassung  jener  Zahlgrößen 
könne  es  zwei  verschiedene  Arten  der  Beurteilung  der  Gleich- 
möglichkeit geben,  die  mit  den  Namen  subjektiv  logi- 
sche und  objektiv  logische  Theorie  der  gleichmöglichen 
Fälle  belegt  werden.  Was  diese  zwei  letztgenannten  Theorien 
anlangt,  so  decken  sie  sich  der  Hauptsache  nach  mit  der  An- 
wendung des  Prinzips  vom  mangelnden  Grund  in  Verbindung 
mit  der  Aufstellung  eines  disjunktiven  Urteils  und  mit  der 
Anwendung  des  Prinzips  vom  zureichenden  oder  zwingenden 
Grunde  2*,  wobei  das  erste  Prinzip  in  seiner  subjektiven  Aus- 
legung gemeint  ist.  Die  bezüglichen  Darlegungen  geben  zu  Be- 
merkungen keinen  Anlaß;  nur  die  Charakterisierung  der  Ur- 
sprünglichkeit der  Spielräume  scheint  mir  nicht  zutreffend  zu 
sein;  es  heißt  da  von  mehreren  bei  einem  Sachverhalt  auf- 
tretenden Spielräumen,  sie  seien  ursprünglich,  weil  sie  voll- 
kommen gleichwertig  sind  und  daher  nicht  auf  andere  gleich- 
wertigere Spielräume  reduzierbar  erscheinen.  ^5  Hervorge- 
hoben zu  werden  verdient,  daß  auch  Marbe  zu  dem  Schlüsse 
kommt,  daß  Kries  sich  in  letzter  Instanz  doch  nur  auf  das 
Prinzip  des  mangelnden  Grundes  stützt  (gerade  die  Forderung 
der  Ursprünglichkeit  der  Spielräume  drängt  ihn  dazu);  nur 
in  dem  Verlangen  nach  mehr  objektiven  Kenntnissen  erblickt 
er  das  Unterscheidende  zwischen  dem  Standpunkte  von  Kries 
und  etwa  dem  von  Stumpf. 

Was  aber  die  empirisch  orientierte  Theorie  der  gleichmög- 
lichen Fälle  betrifft,  so  halte  ich  die  Bedenken  gegen  einen 
solchen  Versuch  für  noch  schwerwiegender  als  Marbe  es 
selbst  tat.  Das  einzig  Brauchbare  an  dem  Gedanken  scheint 
mir  das  zu  sein,  daß  dort,  wo  man  Fälle  a  priori  als  gleich- 
möglich angenommen  hat,  der  Annahme  aber  nicht  traut,  eine 

**  Es  beruht  auf  einem  Versehen,  wenn  Marbe  auf  S.  169  Kries  mit 
dem  Prinzip  vom  mangelnden  Grunde  in  Verbindung  bringt. 
=^  S.  169. 
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Prüfung  ihrer  Zulässigkeit  empirisch  erfolgen  könnte,  aber 
sozusagen  nur  in  groben  Zügen;  auf  die  theoretische  Basis 
eines  solchen  Verfahrens  soll  jetzt  nicht  eingegangen  werden. 
Daß  man  aber  jemals  auf  empirischem  Wege  Gleichmöglich- 
keit feststellen  könnte,  halte  ich  für  ausgeschlossen.  Ganz 
verfehlt  erscheint  mir  dabei  die  Bezugnahme  auf  die  sogenann- 
ten gleichmöglichen  Fälle  zweiter  Ordnung.  Marbe  hat  sich 
hier,  um  allen  Bedenken  vorweg  zu  begegnen,  bis  zu  einer 
Formulierung  verleiten  lassen,  mit  der  man  keinen  vernünfti- 
gen Sinn  mehr  verbinden  kann;  es  heißt  auf  S.  165: 
„Gleichmögliche  Fälle  sind  diejenigen,  welche  erfahrungsge- 
mäß gleich  oft  stattfinden  oder  als  gleich  oft  stattfindend 
erschlossen  werden  können,  sowie  auch  diejenigen  Fälle,  die 
gleich  oft  stattfinden  würden  oder  auf  Grund  von  Erfahrungen 
als  gleich  oft  stattfindend  erschlossen  werden  könnten,  wenn 
wir  in  der  Lage  wären,  über  ihr  Eintreten  genügend  viele  Er- 
fahrungen zu  sammeln."  Das  „erschlossen  werden  können" 
und  „erschlossen  werden  könnten"  soll  eben  die  gleichmögli- 
chen Fälle  zweiter  Ordnung  treffen. 

Es  ist  richtig  26^  daß  bezüglich  der  hier  erörterten  Meinun- 
gen, Auffassungen  und  Methoden  bisher  keine  eindeutige  Ent- 
scheidung getroffen  worden  ist.  Eine  solche  zu  treffen,  wird 
wohl  niemals  möglich  sein;  die  Tatbestände,  auf  die  Wahr- 
scheinlichkeitsbetrachtungen angewendet  werden,  sind  so  man- 
nigfacher Art,  und  der  Wahrscheinlichkeitsbegriff  dement- 
sprechend ein  so  umfassender,  daß  hier  ein  einheitliches  Vor- 
gehen undenkbar  ist  und  der  Kritik  immer  ein  offenes  Feld 
wird  bleiben  müssen;  und  es  ist  schon  von  hohem  Wert,  daß 
dafür  Richtlinien  geschaffen  worden  sind.  Übrigens  steht  es 
ähnlich  auch  auf  andern  Gebieten,  wo  Philosophie  und  posi- 
tive Wissenschaft  einander  berühren. 

41.  Die  philosophische  Kritik  hat,  wie  begreiflich,  auch  der 
Nomenklatur  ihre  Aufmerksamkeit  zugewendet  und  sich  mit 

"  S.  172. 
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der  Frage  beschäftigt,  ob  es  dem  Wesen  der  Sache  an- 
gemessen, ja  ob  es  üj^erhaupt  zulässig  ist,  von  „gleichmögli- 
chen Fällen"  zu  reden,  ob  neben  dieser  Bezeichnung  auch  die 
andere:  „gleichwahrscheinliche  Fälle"  mit  dem  gleichen  Recht 
verwendet  werden  könne,  oder  ob  ein  Unterschied  zwischen 
diesen  beiden  Ausdrucksweisen  zu  machen  sei  und  in  welchem 
Sinne.  Diese  Überlegungen  führen  zum  Teil  auf  bereits  Er- 
örtertes zurück,  können  aber  doch  erst  hier  zur  Geltung  ge- 
bracht werden,  wo  andere  dazu  notwendige  Begriffe  und  Ein- 
sichten zu  Gebote  stehen. 

Ein  bis  an  den  Kern  der  Sache  reichender  Einwand  gegen 
den  Terminus  „gleichmögliche  Fälle"  ist  der,  den  E.  v.  Hart- 
mann vorgebracht  hat  2^:  „Der  Ausdruck  ,gleichmöglich' 
(egalement  possible)  steht  im  Widerspruch  mit  dem  Begriff 
der  Möglichkeit.  Etwas  kann  nur  möglich  oder  unmöglich 
sein;  hier  gilt  der  Satz  vom  ausgeschlossenen  Dritten.  Der 
Begriff  der  Möglichkeit  schließt  verschiedene  Grade  der  Mög- 
lichkeit aus;  der  Ausdruck  ,gleichmöglich'  hat  dagegen  nur 
dann  einen  Sinn,  wenn  er  verschiedene  Grade  der  Möglichkeit 
voraussetzt  und  die  Gleichheit  des  Grades  behauptet."  Es 
folgt  nun  die  unbestreitbare  Aussage,  daß  ein  disjunktives 
Urteil  für  sich  niemals  zur  Bildung  eines  Wahrscheinlich- 
keitsurteils berechtigt,  daß  dies  nur  unter  einer  einschränken- 
den Voraussetzung  geschehen  darf,  über  die  sich  Hartmann 
weiter  so  äußert:  „Die  Disjunktionsglieder  können  niemals 
gleich  möglich,  sie  müssen  aber  gleich  wahrscheinlich  sein, 
wenn  aus  dem  Disjunktionsurteil  ein  Wahrscheinlichkeitsurteil 
ableitbar  sein  soll.  Der  einzig  haltbare  Sinn  des  egalement 
possible  ist:  ,gleich wahrscheinlich'."  Und  wie  steht  es  mit 
dem  „gleichwahrscheinlich"?  Darüber  sagt  Hartmann: 
„Der  Begriff  der  Wahrscheinlichkeit  wird  aus  der  gleichen 
Repartition  der  Gewißheit  des  Totalurteils  auf  die  Dis- 
junktionsglieder gewonnen;   ob   aber  die   Disjunktionsglieder 

*'  Die  Grundlagen  des  Wahrscheinlicbkeitsurteils.  Vierteljahrschr.  für 
wissensch.  Philös.  u.  Soziologie.  XXVIII,  S.  28iff. 
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eine  solche  gleichmäßige  Repartition  zulassen,  das  ist  es,  was 
in  jedem  Falle  der  näheren  Untersuchung  bedarf,  und  wodurch 
im  bejahenden  Falle  ihre  Gleichwahrscheinlichkeit  sicherge- 
stellt wird."  Der  erste  Teil  dieses  Zitats  besagt  nichts  anderes 
als:  Es  gibt  nur  eine  Möglichkeit,  die  nichts  Quantitatives 
an  sich  hat,  also  steigerungsunfähig  ist,  und  üire  Negation, 
die  Unmöglichkeit.  Der  zweite  Teil  wird,  bis  auf  die  Namen- 
gebung,  unbedingte  Zustimmung  finden  dürfen;  denn  tatsäch- 
lich kann  ein  disjunktives  Urteil  nur  bedingt  zur  Wahrschein- 
lichkeitsmessung führen.  Der  dritte  Teü  ist  besonders  bemer- 
kenswert dadurch,  daß  er  in  seiner  ersten  Hälfte  denselben 
Gedanken  zum  Ausdruck  bringt,  der  in  Meinongs  Parti- 
zipationsprinzip gelegen  ist;  die  Übereinstimmung  würde  zu 
einer  vollständigen,  ersetzte  man  die  Worte  Gewißheit  und 
Wahrscheinlichkeit  durch  Tatsächlichkeit  und  Möglichkeit.  Es 
dreht  sich  also  nur  um  die  Frage:  Ist  an  der  Möglichkeit 
etwas  Quantitatives  zu  beobachten  ?  Wer  glaubt,  darauf  mit 
„Nein"  antworten  zu  sollen,  det  wird  mit  Hartmann  den 
Terminus  „gleichmöglich"  ablehnen  müssen. 

Zu  dieser  Anschauung  neigt  Höfler^s^  doch  ohne  sie  glatt 
zu  akzeptieren;  denn  er  schlägt  schließlich  die  Verwendung 
des  „gleichmöglich"  unter  einer  bestimmten  Einschränkung 
neben  dem  „gleich wahrscheinlich"  vor,  welch  letzteres  er  bei 
der  Mehrzahl  der  praktisch  vorkommenden  Sachlagen  für  zu- 
treffender hält.  Zu  der  ablehnenden  Haltung  gegenüber  dem 
„gleichmögUch"  bestimmen  ihn  das  Hinhorchen  auf  das  „ge- 
wöhnliche" Denken  und  sprachliche  Erwägungen.  Dem  Kom- 
parativ „möglicher"  und  der  Aussage  „6  mal  so  möglich 
als  .  .  ."  widerstrebe  das  Sprachgefühl,  während  man  bei  den 
analogen  Bildungen  „wahrscheinlicher"  und  „6  mal  so  wahr- 
scheinlich als  .  .  ."  keinen  Zwang  verspüre.  Wohl  sei  beides, 
was  man  als  möglicher  und  als  6  mal  so  möglich  hinstellt, 
möglich,  aber  nur  in  dem  absoluten  Sinne  des  Abgangs 
von  Unverträglichkeit.  Dies  ist  so  weit  richtig,  als  die  Korn- 
es Logik,  2.  Aufl.,  §  53. 
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parativform  „möglicher"  dem  Sprachgefühl  wirklich  zuwider 
ist,  nicht  so  aber  die  Form  „leichter  möglich"  und  die  Aus- 
sage „6  mal  so  leicht  möglich  als  .  .  .";  leicht  möglich,  sehr 
leicht  möglich,  schwer  möglich  sind  gleichfalls  vielgebrauchte 
Redewendungen.  Um  darauf  aufmerksam  zu  machen,  wie  ver- 
schieden der  Sprachgeist  waltet,  sei  auf  ein  Beispiel  hin 
gewiesen,  wo  die  Verhältnisse  ganz  anders  liegen.  Wenn  man 
sagt,  etwas  sei  „größer"  oder  „6  mal  so  groß  als  .  .  .",  so 
denkt  man  an  das  Quantitative,  aber  das,  wovon  man  dies 
aussagt,  braucht  nicht  im  absoluten  Sinne  groß  zu  sein,  es 
kann  auch  an  sich  klein  sein. 

Das  Entscheidende  in  der  ganzen  Frage  erblickt  Höfler 
schließlich  in  dem  Gegensatze  zwischen  Ideal-apriori 
schem  (z.  B.  ein  bloß  gedachter,  geometrisch  und  physisch 
vollkommener  Würfel  und  ein  bloß  gedachter  Wurf  mit  ihm) 
und  Real-empirischem  (ein  wirklicher  Würfel  mit  den 
ihm  anhaftenden  Unregelmäßigkeiten  und  ein  wirklicher  Wurf 
mit  eventuellen  „Ungehörigkeiten")  und  gelangt  zu  dem 
Schlüsse,  von  Gleichmöglichem  sei  höchstens  im  Gebiete 
des  Ideal-apriorischen  zu  sprechen,  im  Gebiete  des  Real-em- 
pirischen habe  nur  das  Gleichwahrscheinliche  Berechti 
gung. 

Mit  dieser  Auffassung  würde  der  objektive  Charakter  der 
Möglichkeit  aufgehoben,  sie  bezöge  sich  bloß  auf  Ideelles, 
nicht  auf  Wirkliches.  Aus  diesem  Grunde  kann  ich  mich  der 
von  Höfler  vorgeschlagenen  Unterscheidung  nicht  anschlie- 
ßen. Auch  bei  Realisierungen  gibt  es  eine  graduelle  Möglich- 
keit, deren  Größe  sich  nicht  allein  aus  den  Eigenschaften 
der  ruhenden  Materie,  sondern  auch  aus  dem  Realisierungs- 
Vorgang  ergibt.  Bei  dem  Worte  wahrscheinlich  denkt  man 
an  ein  Erwarten,  und  etwas  wird  mit  Berechtigung  so  inten- 
siv erwartet,  als  es  möglich  ist.  Der  Gleichmöglichkeit  ent- 
spricht Gleichwahrscheinlichkeit. 

Sterzinger  billigt  es 2»,  daß  Golschmidt  die  „ältere" 

"  S.  86,~i"97. 

Wiss.  u.  Hyp.  24:  Cr  über,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  8 
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Bezeichnung  „gleichmögliche  Fälle"  ersetzt  durch  „gleich- 
wahrscheinliche",  aber  er  hält  auch  diese  verbesserte  Namen- 
gebung  für  nicht  adäquat  und  schlägt  für  die  Gleichmöglich- 
keit die  Übersetzung  durch  „(deduktiv  oder  induktiv)  gemut- 
maßte Gleichhäufigkeit"  vor.  Dem  liegt  etwa  der  folgende 
Gedankengang  zugrunde:  was  einen  höheren  Grad  von  Mög- 
lichkeit hat,  verwirklicht  sich  eher,  daher  auch  häufiger,  wenn 
man  ihm  Gelegenheit  dazu  gibt;  daher  ist  bei  gleichem  Grad 
der  Möglichkeit  auch  gleichhäufiges  Erscheinen  zu  erwarten 
(zu  vermuten).  Dadurch  würde  der  Begriff  der  Gleichmög- 
lichkeit abhängig  gemacht  von  etwas  Unbestimmtem,  von  einer 
in  unbestimmter  Anzahl  von  Malen  vorzunehmenden  Reali- 
sierung. Die  Umschreibung  gemahnt  an  Marbes  empirisch - 
orientierte  Theorie  der  gleichmöglichen  Fälle   (Nr.  40). 

In  einer  ähnlichen  Richtung  liegt  die  Anschauung  Z Il- 
se Is.^o  Wiewohl  er  von  seiner  Wahrscheinlichkeitsdefinition 
(Nr.  2^)  sagt,  sie  mache  den  Begriff  der  gleichmöglichen 
Fälle  entbehrlich,  kommt  er  doch  auf  ihn  zu  sprechen  und 
glaubt  ihn  eben  mit  seiner  Wahrscheinlichkeitsdefinition  auf 
ein  sicheres  Fundament  stellen  zu  können.  Er  erklärt:  „Gleich- 
möglich sind  Fälle,  denen  in  bezug  auf  den  Spielmodus  (ich 
brauche  zwei  Inhalte)  die  gleiche  mathematische  Wahrschein- 
lichkeit zukommt."  Mathematische  Wahrscheinlichkeit  aber  ist 
bei  ihm  relative  Häufigkeit,  abgeleitet  aus  aller  Vergangen- 
heit und  Zukunft.  Unverständlich  ist  die  Zusatzbemerkung, 
daß  es  ohne  Belang  scheine,  ob  diese  Gleichheit  aus  dem  be- 
trachteten Zufallsspiel  selbst  oder  mit  Zuhilfenahme  allge- 
meiner Induktion  ( ? )  aus  verwandten  Zufallsspielen  abgeleitet 
ist.  Was  sind  verwandte  Zufallsspiele  ?  Kann  etwa  aus  einem 
Würfelspiel  etwas  für  das  Rotilettspiel  erschlossen  werden  ?  — 
Mitunter  werden  die  beiden  in  Betracht  stehenden  Ausdrucks- 
weisen wahllos  nebeneinander  gebraucht.  Bei  Meinong  ist 
aus  den  beiden  darauf  bezüglichen  Textstellen  nicht  deutlich 

'«  S.  127  iT. 
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ZU  entnehmen,  ob  er  einen  Unterschied  gemacht  wissen  will; 
aber  aus  der  wiederholten  Betonung  der  Äquivalenz  der  Ter- 
mini „möglich"  und  „wahrscheinlich"  ^i  darf  man  eher  schlie- 
ßen, daß  er  auch  jene  beiden  Ausdrucks  weisen  für  gleichbe- 
rechtigt hält. 

Es  sind  auch  Bezeichnungen  verwendet  worden,  welche  die 
hier  erörterten  Bedenken  gar  nicht  aufkommen  lassen  und 
eher  dafür  sprechen,  daß  ihre  Urheber  für  eine  Unterscheidung 
keinen  Grund  empfanden,  so  die  Ausdrücke  „gleichwertige 
Fälle"  und  „gleichberechtigte  Annahmen"  bei  Sigwart^^ 
und  Kries.33 

IIL  Wahrscheinlichkeitsdeduktion. 

42.  Vor  dem  Eingehen  auf  die  nun  folgenden  Betrachtungen 
sei  nochmals  auf  die  zwei  verschiedenen  Gedanken  aufmerk- 
sam gemacht,  die  sich  nach  Meinongs  Darstellung  in  dem 
Wahrscheinlichkeitsbegriff  vereinigt  finden.  Der  eine  Gedanke 
ist  auf  Tatbestände  gerichtet,  bei  welchen  zwischen  der 
Vermutung  und  der  Wahrscheinlichkeit  die  Möglichkeit  steht, 
auf  die  sich  die  Vermutung  stützt  und  an  der  die  Wahrschein- 
lichkeit gemessen  wird,  wobei  es  gleichgültig  bleiben  mag,  ob 
man  es  zu  einem  numerischen  Ausdruck  bringt  oder  nicht. 
Der  andere  Gedanke  betrifft  Wahrscheinlichkeitstatsachen,  bei 
welchen  die  Bezugnahme  auf  Möglichkeit  entfällt,  die  Wahr- 
scheinlichkeit also  unmittelbar  aus  der  Vermutung,  aus  ihrer 
Stärke  hervorgeht.  Als  ein  besonders  deutliches  Beispiel  der 
letzten  Art  wird  die  Erinnerungswahrscheinlichkeit  angeführt: 
jemand,  dei  sich  einer  vergangenen  Begebenheit  zu  erinnern 
glaubt  und  daraufhin  vermutet,  daß  sie  sich  wirklich  zugetra- 
gen hat,  spricht  von  einer  Wahrscheinlichkeit  eben  dieser  Be- 
gebenheit, ohne  dabei  an  ihre  Möglichkeit  zu  denken.    Mei- 


''  S.  499,  722.  '2  Logik  II,  1893,  S.  305. 

"  Man  sehe  die  Überschrift  des  II.  Abschnittes  und  dessen  Text. 
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n  o  n  g  findet  sich  veranlaßt,  den  eingangs  erwähnten  Unter- 
schied in  Benennungen  zum  Ausdruck  zu  bringen,  indem  er 
eine  Wahrscheinlichkeit  der  ersten  Art  als  eine  ungerade 
Wahrscheinlichkeit,  eine  der  zweiten  Art  als  eine  gerade 
bezeichnet,  damit  auf  das  mehr  oder  weniger  Indirekte  des 
Vorgangs  hinweisend.  ^  Für  unsere  Zwecke  mag  es  überflüssig 
erscheinen,  diese  Unterscheidung  weiter  zu  verfolgen.  Denn 
die  Wahrscheinlichkeits rechnung  hat  wohl  nur  Wahrschein- 
lichkeiten der  ersten  Art  im  Sinne,  deren  Bestimmung  an  der 
zugrunde  liegenden  Möglichkeit  vor  sich  geht,  so  daß  man  ganz 
wohl  auch  von  einer  Möglichkeitsrechnung  sprechen 
könnte.  Es  hat  sich  gezeigt,  daß  dabei  die  Kollektive  einen  sehr 
guten  Arbeitsbehelf  abgeben,  der  sich  durch  Anschaulichkeit 
auszeichnet.  Nichtsdestoweniger  widerstrebt  es  mir,  derart  be- 
stimmten Wahrscheinlichkeiten  einen  besonderen  Namen  zu 
geben,  der  auf  dieses  Betrachtungsmittel  hinweist,  und  sie 
darum  Kollektivwahrscheinlichkeiten  zu  nennen,  wie  es  Mei- 
nong  tut.  Das  Wort  „Kollektiv"  könnte  leicht  in  einem  nicht 
zutreffenden  Sinne  verstanden  werden  (man  denke  an  Kollek- 
tivurteil, Kollektivversicherung  u.  a.).  In  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung wird  es  sich  auch  weiterhin  empfehlen,  von 
Wahrscheinlichkeiten  schlechtweg  zu  reden.  ^ 

Bekanntlich  bedient  sich  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
bei  der  Lösung  ihrer  Probleme  einiger  weniger  Sätze  oder 
Regeln,  die  im  Grunde  genommen  nichts  anderes  sind  als 
die  Formalisierung  gewisser  häufig  wiederkehrender  Schlüsse. 
Man  kann  diese  Sätze  an  einfachen  Tatbeständen  ohne  Mühe 
demonstrieren ;  aber  dieser  mehr  äußerliche  Vorgang  läßt  nicht 
immer  die  darin  enthaltenen  Gedanken  deutlich  genug  hervor- 
treten, wie  es  für  die  Anwendung  auf  schwierigere  Sachlagen 
erwünscht  ist.  Da  es  sich  in  diesen  Sätzen  darum  handelt,  aus 
bereits  bestimmten  oder  unmittelbar  gegebenen  Wahr- 
scheinlichkeiten einzelner  Ereignisse  neue  Wahrscheinlichkei- 

^s.  551  ff.  'S.  553. 
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ten  abzuleiten,  zu  deduzieren,  und  zwar  von  Ereignissen, 
die  mit  jenen  in  einem  bestimmten  logischen  Zusammenhange 
stehen,  also  gleichsam  Wahrscheinlichkeiten  zu  neuen  Wahr- 
scheinlichkeiten „zusammenzusetzen",  so  könnte  die  resultie- 
rende Wahrscheinlichkeit  allerdings  mit  einem  gewissen  Rechte 
als  zusammengesetzte  bezeichnet  werden,  wenn  dieser  Terminus 
nicht  schon  für  eine  besondere  Art  des  logischen  Zusammen- 
hanges mit  Beschlag  belegt  wäre.  Wenn  schon  ein  alle  hier- 
her gehörigen  Fälle  umfassender  Name  gewählt  werden  soll, 
so  würde  es  sich  vielleicht  empfehlen,  von  komponierten  Wahr- 
scheinlichkeiten zu  sprechen,  für  welche  die  verwendeten 
Einzelwahrscheinlichkeiten  die  Komponenten  bilden;  je  nach 
der  Art  des  logischen  Zusammenhangs  fällt  das  Kompositions- 
gesetz verschieden  aus. 

Nicht  aus  einem  mathematischen  Interesse  heraus,  sondern 
aus  den  angedeuteten  logischen  Rücksichten  sollen  also  auch 
die  elementaren  Sätze  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
eine  Besprechung  finden. 

43.  Ein  häufig  sich  einstellender  Sachverhalt  besteht  darin, 
daß  bezüglich  mehrerer  Ereignisse,  von  welchen  nur  eines  ein- 
treten kann,  die  Frage  nach  der  Wahrscheinlichkeit  gerichtet 
wird,  daß  irgendeines  eintrifft.  In  der  einfachsten  Form,  an 
der  aber  aUe  sich  hier  darbietenden  Gedanken  aufgezeigt  wer- 
den können,  besteht  also  der  Sachverhalt  darin,  daß  man  zwei 
einander  ausschließenden  Ereignissen  E^  und  fg  gegenüber- 
steht und  um  die  Wahrscheinlichkeit  fragt,  daß  bei  einer  be- 
vorstehenden Realisierung  E^  oder  E2  eintrifft.  Dieses  lo- 
gische Verhältnis  soll  kurz  „entweder-oder"  heißen  und  sym- 
bolisch durch  E^  -\-  E^  ausgedrückt  werden.  Der  darauf  be- 
zügliche Satz  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  besagt,  man 
habe,  um  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  zu  erhalten,  die 
Wahrscheinlichkeiten  der  beiden  Ereignisse  zu  summieren. 
Darum  der  Name  „Summensatz"  oder  „Additionssatz"  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Die  errechnete  Wahrscheinlich- 
keit wird  auch  eine  vollständige  oder  totale  genannt. 
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Die  Richtigkeit  der  Aussage  ergibt  sich  unmittelbar,  wenn 
die  beiden  Objektive,  die  unter  den  „Ereignissen"  gemeint 
sind,  in  einem  und  demselben  Kollektiv  vertatsächlicht  sind. 
Umfaßt  das  Kollektiv  m  Glieder,  ist  an  g^  von  ihnen  das 
Objektiv  Xi,  an  ^2  andern  —  dadurch  ist  die  gegenseitige 
Ausschließung  gewährleistet  —  das  Objektiv  X^  verwirklicht, 
so  hat  die  Möglichkeit,  daß  irgendein  Glied  des  Kollektivs 
das  Objektiv  „X^  oder  X2'  an  sich  trage,  im  Sinne  des  Parti- 
zipationsprinzips deö  Wert  ^  '  ;  es  tritt  nämlich  nichts  an- 
deres ein,  als  daß  die  beiden  GünstigkeitskoUektive  sich  zu 
einem  neuen  GünstigkeitskoUektiv  vereinigen.  Ändert  die  Be- 
stimmung des  Realisiertwerdens  nichts  an  der  Gleichmöglich- 
keit  der  Kollektivglieder,  so  ist  die   Wahrscheinlichkeit  des 

„entweder   E.    oder   i:V*   ^^   der   Tat   die   Summe  "^-j-"^   der 
"  1  i  m   *    m 

Wahrscheinlichkeiten   J^,  W^  von  E^, E^. 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  ob  die  ganze  Fragestellung 
auch  dann  einen  vernünftigen  Sinn  hat  und  wie  es  dann  mit 
der  Beantwortung  steht,  wenn  die  beiden  Objektive  in  ver- 
schiedenen, deutlicher  in  getrennten  Kollektiven  vertatsäch- 
licht sind. 

Eine  Fragestellung  wie  die^:  „entweder  mit  einer  Münze 
Wappen  oder  mit  einem  Würfel  6  zu  werfen"  scheint  mir  eines 
klaren  Sinnes  zu  entbehren;  jeder  Unbefangene  wird  sagen,  die 
Antwort  hänge  davon  ab,  ob  man  mit  der  Münze  oder  mit  dem 
Würfel  operiert.  Anders,  wenn  die  Bestimmung  vorausge- 
s-chickt  wird:  „Es  ist  mir  völlig  freigegeben,  entweder  eine 
Münze  oder  einen  Würfel,  aber  nur  eines  von  beiden  aufzu- 
werfen."  Der  Fall  ist  schon  durch  das  zweimalige  Auftreten 
des  entweder-oder  von  dem  früheren  deutlich  unterschieden 
und  verlangt  daher  eine  andere  Behandlung. 

Man  kann  die  vorliegende  Materie  in  eine  andere  umsetzen, 
an  der  offenkundig  die  gleichen  Möglichkeitsgrößen  auftreten. 
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und  zwar  wie  folgt:  Es  ist  mir  völlig  freigegeben,  in  eine  von 
zwei  äußerlich  gleichen  Urnen  zu  greifen ;  in  der  einen  befindet 
sich  neben  einer  schwarzen  eine  weiße,  in  der  andern  neben 
fünf  schwarzen  eine  weiße  Kugel.  Welche  Wahrscheinlichkeit 
besteht  für  das  Ergreifen  einer  weißen  Kugel?  Das  eine  ent- 
weder-oder  ist  entfallen,  es  handelt  sich  nur  um  ein  Ereignis. 
Man  könnte  nun  daran  denken,  die  Lösung  dadurch  herbei- 
zuführen, daß  man  die  Umeninhalte  vereinigt  und  einfach 
die  Frage  nach  „Weiß"  in  der  einen  Urne  richtet.  Damit 
wäre  aber  die  ursprüngliche  Sachlage  verändert;  denn  dem 
Freigegebensein,  in  die  eine  oder  in  die  andere  Urne  zu  grei- 
fen, entspricht  nicht  Gleichmöglichkeit  dafür,  aus  der  neuen 
Urne  eine  Kugel  der  ersten  oder  der  zweiten  Urne  zu  ziehen, 
weil  es  der  ersteren  2,  der  letzteren  aber  6  gibt.  Um  auch  diese 
Abweichung  zu  beseitigen,  ersetze  man  die  erste  Urne  vorher 
durch  eine  andere,  die  außer  3  schwarzen  3  weiße,  im  ganzen 
also  auch  6  Kugeln  enthält.  Nunmehr  besteht  der  Inhalt  der 
vereinigten  Urnen  aus  12  Kugeln,  wovon  4  weiß  sind,  und  die 
Antwort  auf  die  gestellte  Frage  lautet  ^^  oder  -- 

Auf  d;esem  Wege  kann  jedes  „entweder-oder"  in  bezug 
auf  zwei  verschiedene  Objektive  in  zwei  getrennten Ver- 
tatsächlichungskollektiven  zurückgeführt  werden  auf  den  Fall 
eines  einzigen  Kollektivs  und  einer  nach  einem  einzigen  Ob- 
jektiv gerichteten  Frage.  Wie  aber  steht  es  jetzt  mit  dem 
Summensatz  ? 

Daß  er  auch  hier  zur  Geltung  kommt,  zeigt  der  folgende 
Gedankengang.  Die  Möglichkeit  für  Wappen,  nicht  auf  Tat- 
sächlichkeit, sondern  auf  die  bloße  Möglichkeit  des  Ergreifens 
der  Münze  gerichtet  und  auf  Tatsächlichkeit  reduziert,  ist 
l..ls=-J-,  und  die  Möglichkeit  für  6,  nicht  auf  Tatsächlichkeit, 
sondern  auf  die  bloße  Möglichkeit  des  Ergreifens  des  Wür- 
fels gegründet  und  wieder  auf  Tatsächlichkeit  reduziert,  ist 
\'-l=i2t  ^^^  Möglichkeit  und  somit  auch  die  Wahrscheinlich- 
keit des  „entweder-oder"  gleich  ~  -j-  ^g  =  -  wie  oben.  Die  Modi- 
fikation besteht  darin,  daß  die  Wahrscheinlichkeiten  der  ein- 
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zelnen   Ereignisse  unter   dem   Gesichtspunkte  ihrer   Bedingt- 
heit bestimmt  werden  müssen. 

Der  logische  Inhalt  des  ersten,  in  einer  Umwandung  der 
Materie  bestehenden  Vorgangs  hat  seine  arithmftische  Parallele 
in  der  Gleichnamigmachung  der  Glieder  der  Summe  {  4"  iV 

Meinong  versucht  es,  den  gedanklichen  Sinn  alles  dessen, 
was  hier  durchgeführt  wurde,  als  Kennzeichnung  der  wesent- 
lichen Sachlage  in  dem  Satze  des  „entweder-oder"  und  tut 
dies  mit  folgenden  Worten*:  „Indem  das  ,entweder-oder'  sich 
zunächst  sozusagen  als  ,entweder-oder'  der  Möglichkeit  be- 
tätigt, vereinigt  dessen  Gedanke,  wo  er  nicht  etwa  sogleich 
bloß,  innerhalb  des  nämlichen  Kollektivs  angreift,  zwei  Ob 
jektive  beliebiger  Modalität  in  einem  einzigen  Kollektiv,  das 
die  Grundlage  für  eine  Möglichkeit  resp.  Wahrscheinlichkeit 
höherer  Ordnung  abgibt.  Sind  diese  beiden  Objektive  selbst 
in  Vertatsächlichungskollektive  aufgelöst,  so  sind  die  auf  diese 
gegründeten  Möglichkeiten  niedrigerer  Ordnung  nach  dem 
Produktsatz  in  Möglichkeiten  mit  Tatsächlichkeiten  als  aus 
schließlichen  Modalsuperioren  ^  zu  reduzieren.  Außerdem  sind 
die  Reduktionsergebnisse,  weil  doch  demselben  Ausgangs 
kollektiv  gehörig,  durch  neuerliche  Anwendung  des  Gedankens 
vom  ,entweder-oder',  als  ,entweder-oder'  des  Günstigen,  ge- 
mäß dem  Summensatze  zu  verbinden."  Ich  habe  diese  höchst 
abstrakte  Fassung  geflissentlich  hierher  gesetzt,  um  zu  zeigen, 
wie  weit  sich  zuweilen  das  philosophische  Raisonnement  von 
der  einfachen  mathematischen  Darstellung  entfernt;  nur  an 
ihrer  Hand  wird  es  dem  Leser  gelingen,  in  den  Sinn  der  Worte 
einzudringen. 

44.  Eine  andere  häufig  wiederkehrende  Sachlage  besteht 
darin,  daß  mehrere  Ereignisse  zusammen  eintreffen  sollen  und 

*  S.  559. 

*  Eine  Möglichkeit  kann  wieder  eine  Möglichkeit  oder  die  Tatsächlich- 
keit zum  „Modalsuperius"  haben;  der  letztere  Fall  ist  der  normale,  in  dem 
Möglichkeiten  verstanden  werden.  Ebenso  steht  es  mit  Wahrscheinlichkeit 
und  Gewißheit. 
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daß  aus  ihren  einzelnen  Wahrscheinlichkeiten,  die  gegeben 
oder  bereits  bestimmt  vorausgesetzt  werden,  die  Wahrschein- 
lichkeit für  das  Zusammentreffen  ermittelt  werden  soll.  Der 
diesen  Fall  betreffende  Satz  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
schreibt  die  Multiplikation  der  Einzelwahrscheinlichkeiten  vor. 
Er  wird  darum  als  „Produktsatz'*  oder  „Multiplikationssatz" 
der  Wajirscheinlichkeitsrechnung,  das  errechnete  Resultat  als 
zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit  bezeichnet.  Das  lo- 
gische Verhältnis,  in  welches  die  Einzelereignisse  gelangen, 
wird  durch  die  Worte  „sowohl-als  auch"  gekennzeichnet.^ 

Die  hier  maßgebenden  Gedanken  können  wieder  an  zwei  Er- 
eignissen E^  und  E2  klargelegt  werden,  deren  Wahrscheinlich- 
keiten Vf\  =  ^^,  W^  =  —  sein  mögen.   Für  die  jetzt  bestehende 

Relation  benützen  wir  das  Symbol  E^  E^-  Wurde  in  dem  Satze 
des  „entweder-oder"  gegenseitige  Ausschließung  der  Ereig- 
nisse vorausgesetzt,  so  muß  jetzt  darauf  geachtet  werden,  ob 
die  Ereignisse  unabhängig  von  einander  sind  oder  ob  zwi- 
schen ihnen  eine  Abhängigkeit  in  dem  Sinne  besteht,  daß 
das  Kollektiv  für  E^  erst  unter  der  Voraussetzung  des  Ein- 
treffens von  E^  festgestellt  werden  muß.  In  der  einfachsten 
Weise  ist  dieser  Unterschied  an  dem  folgenden  Tatbestande 
zu  erkennen.  Aus  jeder  von  zwei  Urnen,  die  weiße  und 
schwarze  Kugeln  in  gegebenen  Anzahlen  enthalten,  wird  ein 
Zug  gemacht,  und  gefragt  wird  nach  der  Wahrscheinlichkeit, 
daß  beidemal  weiß  erscheint.  —  Aus  einer  Urne,  die  weiße 
und  schwarze  Kugeln  in  gegebenen  Anzahlen  enthält,-  wird 
zweimal  nacheinander  gezogen,  ohne  daß  die  erstgezogene  Ku- 


•  Die  so  treffenden  Bezeichnungen  „entweder -oder"  und  „sowohl-als 
auch"  für  die  elementaren  Beziehungen  zwischen  zwei  und  mehreren  Er- 
eignissen finden  sich  schon  in  der  Abhandlung  von  C.  E.  Reuschle,  Über 
die  Deduktion  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aus  Begriffen  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. Joum.  V.  Grelle,  Bd.  26  (1843),  S.  337.  Aus  dem 
dortigen  Wortlaute  ist  nicht  zu  entnehmen,  ob  Reuschle  ihr  Urheber  ist 
oder  ob  er  sie  von  anderwärts  übernommen  hat.  Vgl.  dazu  die  Anmer- 
kung bei  Meinong,  S.  555. 
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gel  zurückgelegt  wird;  die  Frage  richtet  sich  nach  der  Wahr- 
scheinlichkeit, daß  beidemal  weiß  erscheint. 

Im  ersten  Beispiel  ist  die  Unabhängigkeit  der  Einzelziehun- 
gen offensichtlich.  Im  zweiten  Falle  muß  das  Kollektiv,  auf 
das  sich  der  zweite  Zug  gründet,  unter  der  Voraussetzung 
gebildet  werden,  daß  der  erste  Zug  weiß  ergeben  hat,  weil 
nur  dann  das  erwartete  Ereignis  Zustandekommen  kann;  es 
umfaßt  also  eine  Kugel  weniger,  und  diese  gehört  zu  den 
weißen. 

Dies  vorausgeschickt,  gilt  die  Begründung  des  Satzes  für 
den  Fall  der  Unabhängigkeit  ebenso  wie  für  den  Fall  der  Ab- 
hängigkeit und  stützt  sich  auf  ein  neues  Kollektiv,  das  aus 
allen  (ideellen)  Paaren  gebildet  wird,  die  je  aus  einem  mög- 
lichen Fall  des  Kollektivs  zu  Ei  und  einem  möglichen  Fall  des 
Kollektivs  zu  Eg  bestehen;  denn  alle  diese  Paare  sind  mög- 
lich, keine  außer  ihnen  und  sie  alle  sind  auch  gleichmög- 
lich, weil  sie  sich  aus  gleichmöglichen  Komponenten  zu- 
sammensetzen. Die  Anzahl  solcher  Paare  aber  ist  rrii  m^-  Unter 
ihnen  sind  dem  Zusammentreffen  von  E^  mit  E^  oder  kurz  dem 
„sowohl-als  auch"  nur  jene  Paare  günstig,  die  aus  je  einem 
günstigen  Fall  von  E^  und  einem  günstigen  Fall  von  £"2  be- 
stehen, und  solcher  Paare  gibt  es  g^  ^2-  Mithin  entspricht  dem 
„sowohl-als  auch"  ein  Kollektiv  von  Wi/ng  gleichmöglichen, 
darunter  gig2  günstigen  Fällen,  seine  Wahrscheinlichkeit  ist 

also  ^^^  =  ^^  ^W.W.- 

Bei  Unabhängigkeit  der  Ereignisse  besteht  zwischen  W  {Ei ) 
und  W  {E2)  —  so  sollen  gelegentlich  die  Wahrscheinlichkeiten 
bezeichnet  werden  —  kein  Zusammenhang;  findet  Abhängig- 
keit statt,  so  tritt  die  Bestimmung  hinzu,  daß  W  {E2)  unter  der 
Voraussetzung  zu  rechnen  ist,  daß  Ei  eingetroffen  ist.  Man 
kann  das  symbolisch  dadurch  ausdrücken,  daß  man  dann  für 


"  Es  ist  der  von  F.  Hausdorf f  eingeführte  Begriff  der  relativen  Wahr- 
scheinlichkeit eines  Ereignisses  in  bezug  auf  ein  anderes.  Siehe  auch 
meine  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  I.  Bd.  3.  Aufl.  S,  44flF. 
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W{E^  schreibt  W^  {E^  und  liest:  Wahrscheinlichkeit  von  E^, 
gerechnet  unter  der  Voraussetzung,  daß  E^  eingetroffen  ist.'' 
Mit  der  Darstellung,  welche  Meinong  der  Wahrschein- 
lichkeit des  „sowohl -als  auch"  gegeben  hat  8,  kann  man  sich 
nicht  ganz  einverstanden  erklären.  Schon  die  einleitenden 
Worte  lassen  eine  Unklarheit  entstehen;  es  heißt  da:  „Die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  zwei  Ereignisse  zusammen  ein- 
treten, setzt  der  Satz  ,sowohl-als  auch'  gleich  dem  Produkt 
der  beiden  Wahrscheinlichkeiten,  mögen  die  Ereignisse  von 
einander  unabhängig  oder  das  zweite  ausdrücklich  unter  Vor- 
aussetzting  des  ersten  in  Betracht  gezogen  sein."  Das,  was 
dem  „oder"  folgt,  kann  nicht  als  eine  Umschreibung  der  Ab- 
hängigkeit hingenommen  werden;  es  ist  nichts  darüber  gesagt, 
wann  dieses  ausdrückliche  Inbetrachtziehen  notwendig  ist  und 
worin  es  bestehen  soll.  Es  ist  femer  ein  Irrtum,  wenn  Mei- 
nong glaubt,  die  zwei  Beweisführungen,  die  er  angibt,  be- 
zögen sich  bloß  auf  den  Fall  der  Abhängigkeit;  diese  kommt 
ja  in  der  ganzen  Deduktion  mit  keinem  Worte  zum  Aus- 
druck. ^  —  Der  zweite  Beweis  ist  in  der  Tat,  wie  Meinong 
selbst  zugibt,  nicht  ganz  durchsichtig.  Es  heißt  da:  „Man 
kann  das  erste  Kollektiv,  das  der  /Wi,  ganz  wohl  auch  als 
Möglichkeitskollektiv  zur  Bestimmung  der  Wahrscheinlichkeit 
des  Zusammen  ansehen.  Nur  ist  das  dieses  Zusammen  be- 
treffende GünstigkeitskoUektiv  natürlich  nicht  in  jenen  g^ 
Fällen  zu  suchen,  die  nur  dem  ersten  Ereignis  zustatten  kom- 
men. Vielmehr  ergibt  der  zweite  vorgegebene  Wahrscheinlich- 
keitsbruch, daß  von  diesen  g^  Fällen  je  g2  von  7722  dem  Zu- 
sammen günstig  sind.  Ich  erhalte  also  die  Anzahl  der  für  das 
Zusammen  günstigen  Fälle,  wenn  ich  je  /TZg  der  g^  durch  ^2  er- 
setze .  .  .  ."  Das  bietet  der  Vorstellung  Schwierigkeiten,  wenn 
gl  nicht  ein  Vielfaches  von  m^  ist,  weil  man  es  dann  mit  „ge- 
brochenen Fällen"  zu  tun  bekäme.  Der  in  dem  Beweise 
steckende  Gedanke  ist,  wenn  ich  recht  verstehe,  der  folgende. 

"  S.  56iff. 
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Die  Möglichkeit  von  E^  an  sich,  d.  h.  bezogen  auf  Tatsäch- 
lichkeit als  Modalsuperius,  sei  yWg^'  soll  £"2  mit  E^  zusammen 
bestehen,  s  o  ist  dafür  die  Möglichkeit  von  £*2>  bezogen  auf  die 
Möglichkeit  M^  als  Modalsuperius,  maßgebend;  diese  Mög- 
lichkeit aber  ist  das  Produkt  M^M^-  Die  Möglichkeiten  aber 
können  durch  Wahrscheinlichkeiten  ersetzt  werden,  wobei  noch 
zu  bemerken  kommt,  daß  bei  Abhängigkeit  M2  unter  der  Vor- 
aussetzung des  Eintreffens  von  E^  bestimmt  werden  muß. 

45.  Neben  den  Relationen  des  „entweder-oder"  und  des  „so- 
wohl-als  auch"  zwischen  zwei  Ereignissen  E^,  E^  hebt  Mei- 
nong  noch  drei  weitere  hervor,  deren  eine  er  nach  Art  der 
vorigen  mit  „weder-noch"  bezeichnet,  während  er  die  beiden 
andern  mit  den  Namen  Sejunktion  und  Quasidisjunk- 
tion belegt,  die  nachgebildet  sind  dem  Worte  Disjunktion, 
das   er  der   Relation  „entweder-oder"   vorbehält.^ 

Bedient  man  sich  für  die  Negation  eines  Ereignisses  £",  also 
für  seinen  Gegensatz,  der  Bezeichnung  Ey  so  sind  die  genann- 
ten Relationen  wie  folgt  darzustellen. 

Das  „weder-noch"  hat  das  Symbol 

(i)  E^E^, 

weil  es  ausdrückt,  daß  in  zwei  Realisierungen  weder  das  Er- 
eignis fj,  noch  das  Ereignis  E2  eintrifft;  es  muß  also  Raum 
für  andere  Ereignisse  sein. 

Die  Sejunktion  bedeutet  den  Sachverhalt,  daß  von  den  zwei 
Ereignissen  in  zwei  Realisierungen  „mindestens  eines"  ein- 
trifft; ihr  Symbol  ist 

(2)  E^E2^-E,E^-\-E,E,, 

weil  sie  ja  verlangt,  daß  entweder  E^  mit  Nicht-f  2  oder  E^  mit 
Nicht-fi  oder  endlich  E^  mit  fg  zusammentreffe.  Den  supple- 
mentären Charakter  der  beiden  eben  vorgeführten  Relationen 
erkennt  man  sofort  daran,  daß  die  Symbole  (i)  und  (2)  mit 
+  aneinandergereiht,  alle  Verbindungen  der  beiden  Paare  E^, 
E^  und  E^y  E,,  zu  zweien  umfassen. 

»  S.~564ffr 
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Unter  der  Quasidisjunktion  soll  der  Sachverhalt  verstanden 
werden,  daß  von  den  beiden  Ereignissen  E^,  E^  in  zwei  Reali- 
sierungen „nur  eins"  eintrifft.  Ihre  symbolische  Darstellung  ist 

13)  E^E^^E^E^\ 

denn  sie  läßt  nur  zu  das  Zusammentreffen  von  E^  mit  Nicht - 
£*2  oder  des  E^  mit  Nicht-^*!. 

Aus  den  Symbolen  ergeben  sich  unmittelbar  die  Wahrschein- 
lichkeiten. 

Für  das  „weder-noch"  ist  sie  (i— W^)  (i— Wg)  und  in  aus- 
geführter Form 

(i*)  i-W,-W,+  lV,W,; 

für  die  Sejunktion  ergibt  sie  sich  als  Ergänzung  hiervon  auf 
I,  d.  i. 

(2*)  W,^W,-W,W,', 

für  die  Quasidisjunktion  hat  man  in  unentwickelter  Form  W^ 
{i—W2)-^W2{i—W^),  was  entwickeh  gibt 

(3*)  W^-{-W\-2W^  W^. 

Das  „oder"  in  der  Disjunktion,  das  nur  auf  eine  Reali- 
sierung abzielt  und  dem  daher  ein  „entweder"  vorausgeht, 
nennt  Meinong  ein  „exklusives  oder";  das  „oder",  das  man 
bei  der  Sejunktion  gebrauchen  kann,  bezieht  sich  auf  beide 
Realisierungen  und  schließt  somit  das  Zusammentreffen  der 
beiden  Grundereignisse  nicht  aus,  es  wird  demgemäß  als  „in- 
klusives  oder"  bezeichnet.  ^^ 

46.  Im  Anschlüsse  an  diese  elementaren  Relationen  zwischen 
zwei  Ereignissen,  die  auf  beliebig  viele  Ereignisse  ausgedehnt 
werden  können,  behandelt  Meinong  eine  andere  Art  der  „Zu- 


^^  Höfler,  Logik,  2.  Aufl.  §  53  gebraucht  abweichende  Benennungen 
und  belegt  das  „sowohl  -  als  auch"  mit  dem  Namen  Sejunktion.  Er 
schlägt  dafür  den  kürzeren  Ausdruck  „und"  und  für  das  „entweder -oder" 
die  Abkürzung  „oder"  vor;  letzteres  hat  mit  Rücksicht  auf  das  „inklusive 
oder"  seine  Bedenken. 
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sammensetzung"  von  Wahrscheinlichkeiten  ^i,  die  sich  von  den 
vorhin  betrachteten  dadurch  unterscheidet,  daß  die  zusammen- 
zusetzenden Wahrscheinlichkeiten  nur  ein  Ereignis  betreffen, 
indem  dieses  unter  verschiedene  restriktive  Betrachtungsweisen 
fällt  und  dadurch  mehreren  Vertatsächlichungskollektiven  an- 
gehört. Eine  analoge  Untersuchung  hat  Meinong  an  einer 
früheren  Stelle  seines  Buches  i-  im  Bereich  der  Möglichkeiten 
durchgeführt,  die  „resultierende"  Möglichkeit  erhält  dort  den 
Namen  einer  „kumulierten"  Möglichkeit,  der  Vorgang  selbst 
den  Namen  „Möglichkeitskumulation".  Diese  Benennungen 
werden  dann  auch  auf  Wahrscheinlichkeiten  übertragen.  i\ußer 
von  einer  Kumulation  spricht  Meinong  auch  von  einer  Kon- 
kurrent sowohl  hinsichtlich  der  Möglichkeiten  als  auch  der 
Wahrscheinlichkeiten. 

Es  ist  mir  nicht  gelungen,  in  den  Sinn  der  Ausführungen, 
die  Meinong  in  den  §§  44,  60  und  67  zu  diesem  Gegenstande 
gibt,  vollständig  einzudringen.  Auch  die  eingefügten  Beispiele 
vermochten  nicht,  mir  dazu  zu  verhelfen.  Das  eine  Beispiel 
(§  44)  betrifft  folgende  Frage:  In  einer  Urne  befinden  sich 
vier  Kugeln,  und  es  sei  bekannt,  daß  eine  von  Metall,  eine  von 
Holz,  eine  von  Bein  und  eine  von  Stein  ist;  außerdem  sei  noch 
bekannt,  daß  eine  der  Kugeln  einen  Sprung  hat;  es  wird 
daraufhin  nach  der  Wahrscheinlichkeit  gefragt,  daß  die  ge- 
sprungene Kugel  von  Holz  sei.  —  Bei  der  Beantwortung  sol- 
len nicht  bloß  die  eben  angeführten  Daten,  sondern  auch  Er- 
fahrungen über  die  Häufigkeit  von  Sprüngen  bei  den  ver- 
schiedenen Materialien,  aus  welchen  die  Kugeln  angefertigt 
sind,  herangezogen  werden.  Es  handelt  sich  also  darum,  nach 
welchem  Gesetz  die  Kumulienmg  der  hier  zusammenlaufen- 
den Möglichkeiten  zu  einer  Möglichkeit  sich  vollzieht.  — 
Das  andere  Beispiel  (§  60)  lautet:  „Derselbe  Mensch,  in  bezug 
auf  den  etwa  zu  Versicherungszwecken  eine  berechtigte  Ver- 
mutung hinsichtlich  seiner  Lebensda,uer  zu  gewinnen  gilt,  re 

''  S.  571  ff.  1'  S.  347ff. 
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präsentiert  durch  Geschlecht,  Alter,  Konstitution,  Beruf  usf. 
je  eine  in  Betracht  kommende  Möglichkeit.  Nun  scheint  aber 
dieser  Mehrheit  von  Möglichkeiten  nur  eine  Wahrscheinlich- 
keit gegenüberstehen  zu  können.  .  .  .  Hat  man  etwa  Anlaß, 
die  voraussichtliche  Lebensdauer  bei  einem  Menschen  einzu- 
schätzen, von  dem  man  nur  sein  Alter  kennt,  so  wird  man 
sich  am  Ende  doch  nur  an  die  einer  brauchbaren  Sterblich- 
keitstafel zu  entnehmende  Möglichkeit  halten  können."  Mit 
dem  letzten  Satz  soll  betont  werden,  daß  neben  der  Kumu- 
lationsmöglichkeit und  der  ihr  zugeordneten  Wahrscheinlich- 
keit auch  die  zu  ihrer  Bildung  zusammenwirkenden  Möglich- 
keiten und  die  ihnen  zugeordneten  Wahrscheinlichkeiten  Be- 
stand haben. 

Hieran  ist  manches  unklar.  Was  soll  unter  der  „berech- 
tigten Vermutung  hinsichtlich  der  Lebensdauer",  was  unter 
der  „voraussichtlichen  Lebensdauer",  was  unter  der  „aus  einer 
SterbUchkeitstafel  zu  entnehmenden  Möglichkeit"  verstanden 
werden  ?  Lassen  sich  die  Merkmale  Geschlecht,  Alter,  Konsti- 
tution, Beruf  isolieren,  so  daß  man  voii  einer  Möglichkeit 
(wessen?)  sprechen  könnte,  die  nur  vom  Geschlecht,  dann 
von  einer,  die  nur  vom  Alter  usf.  abhängt  ? 

Im  Anschlüsse  an  das  erste  Beispiel  wird  nun  an  zwei  Grund- 
kollektiven ein  Kumulationsprozeß  durchgeführt,  als  dessen 
Resultat  eine  Formel  für  eine  Kumulierungsmöglichkeit  her- 
vorgeht, welcher  Formel  ich,  anschaulich  vorgehend,  nur  den 
folgenden  Sinn  beizulegen  vermag. 

Es  liegen  zwei  Urnen  K'  und  K"  vor.  In  jeder  von  ihnen  be- 
finden sich  Kugeln  mit  den  Eigenschaften  JT,  Y,Zy  in  der  ersten 
Urne  in  den  Anzahlen  gx"»  S'y''  S'z'  ^^  ^^^  zweiten  Urne  in  den 
Anzahlen  ^^"^„^'^,^^.  Vorausgesetzt  wird,  daßdie  Obliqua  JT,  y^Z, 
gegenseitig  sich  ausschließend,  eine  vollständige  Disjunktion  bil- 
den; das  hat  zur  Folge,  daß  g x'^ S y"^ g 7^^  ^^^  ^^^  Gesamtzahl 
der  Kugeln  in  der  Urne  K'  \m6.  g"^-{- g"y-\- g"^  =  m"  die  Gesamt- 
zahl der  Kugeln  in  der  Urne  K"  ist.    Aus  jeder  Urne  wird  eine 
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Kugel  gezogen,  aber  nur  solche  Doppelzüge  sind  gültig 
in  welchen  Kugeln  von  gleicher  Eigenschaft,  also  solche  mit  dem 
Obliquum  X  oder  Y  oder  Z  erscheinen.  Wie  groß  ist  die  Mög- 
lichkeit, daß  ein  gültiger  Zug  das  Obliquum  X  aufweist? 

Die  Anzahl  aller  gültigen  Züge,  also  auch  die  aller  mög- 
lichen Fälle  ist 

denn  ein  gültiger  Zug  kann  nur  so  entstehen,  daß  irgendeine 
Kugel  X  aus  K'  sich  mit  irgendeiner  Kugel  X  aus  AC"  ver- 
bindet oder  daß  ein  Gleiches  mit  Kugeln  des  Obliquums  Y  oder 
endlich  mit  Kugeln  des  dritten  Obliquums  geschieht.  —  Die 
Anzahl  der  dem  Obliquum  X  günstigen  Doppelzüge  ergibt 
sich  bei  analoger  Schlußfolgerung  mit  gj^g'^-  Demnach  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  um  die  gefragt  wurde, 

^''  ^  J^xFpr  S'yg'y^'gV^z  ' 

Dividiert  man  Zähler  und  Nenner  durch  das  Produkt  m' 
m\  so  erscheint  W^  ausgedrückt  durch  die  sechs  einfachen 
Wahrscheinlichkeiten  W\^^  W"^\  W'y,  W'y\  JV^y  JV^,  die  sich  auf 
je  einen  Zug  mit  dem  Obliquum  X,  Fy  Z  aus  der  ersten  und  zwei- 
ten Urne  beziehen. 

Wie  die  eingangs  angeführten  Beispiele  unter  die  Form 
dieses  Tatbestandes  zu  bringen  wären,  vermag  ich  nicht  zu 
erkennen.  Ich  unterlasse  es  daher  auch,  auf  die  weiteren  Aus- 
führungen einzugehen,  die  Meinong  zu  der  obigen  Kumu- 
lierungsformel  für  Möglichkeiten  (und  §  67  für  Wahrschein- 
lichkeiten) beibringt,  so  lange  nicht  über  den  Sinn  des  Pro- 
blems, wie  er  es  sich  gedacht  hat,  durch  nachgeholte  und 
durchgerechnete  Beispiele  Klarheit  gegeben  ist. 

47.  An  dem  Multiplikationssatz  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung hat  sich  die  philosophische  Kritik  in  hohem  Maße 
betätigt,   es  sind   ihr  hier  auch   in   der   Tat   Angriffspunkte 
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geboten.  Vor  allem  ist  es  die  Entscheidung  darüber,  ob  zwi- 
schen den  in  Betracht  stehenden  Ereignissen  Unabhängigkeit 
besteht,  beziehungsweise  angenommen  werden  kann,  oder  ob 
eine  Abhängigkeit  vorhanden  ist,  die  mitimter  schwierige  Über- 
legungen erfordert  und  Meinungsverschiedenheiten  hervorruft. 
Erst  dann  kommt  die  Frage  daran,  wie  einer  als  vorhanden  er- 
kannten Abhängigkeit  Rechnung  zu  tragen  sei.  So  lange  es  sich 
um  Materien  handelt,  die  nach  Art  der  Glücksspiele  gestaltet 
sind,  scheint  in  den  meisten  Fällen  eine  Schwierigkeit  nicht 
vorzuliegen.  Sobald  es  aber  auf  Wahrscheinlichkeitsangele- 
genheiten ankommt,  die  Naturvorgänge  betreffen,  kann  die 
Frage,  ob  Unabhängigkeit  oder  Abhängigkeit,  leicht  zu  einer 
ernsthaft  kritischen  werden.  Indessen  sind  Zweifel  auch  Sach- 
lagen gegenüber  geäußert  worden,  wo  der  Unbefangene,  oder 
sagen  wir  der  Naive,  glaubt,  für  die  Annahme  einer  Abhängig- 
keit keinen  Anhalt  zu  finden.  Es  ist  daher  unterschieden  wor- 
den zwischen  einer  mehr  äußerlichen  Kennzeichnung  der  Ab- 
hängigkeit in  dem  Sinne,  wie  sie  in  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung gegeben  zu  werden  pflegt,  nämlich  als  Beeinflussung 
der  Grundlagen  für  die  Bestimmung  der  Wahrscheinlichkeit 
eines  Ereignisses  durch  das  Eintreffen  eines  andern,  und  einer 
Kennzeichnung  im  physischen  Sinne  als  einer  ursächlichen, 
kausalen  Abhängigkeit.  Trifft  die  erste  Art  mehr  die  logische 
Seite  der  Wahrscheinlichkeitstheorie,  so  fällt  die  zweite  dem 
naturphilosophischen  Problem  der  Lehre  zu. 

Aber  selbst  die  rein  kombinatorischen  Vorgänge,  die  bei  der 
Begründung  des  Produktsatzes  zur  Anwendung  kommen,  die 
Aufstellung  des  Möglichkeitskollektivs  und  des  Günstigkeits- 
kollektivs  für  das  zusammengesetzte  Ereignis  aus  den  Grund- 
kollektiven seiner  Komponenten,  sind  nicht  von  Zweifeln  un- 
berührt geblieben,  so  daß  es  in  manchen  Darstellungen  den 
Anschein  gewinnt,  als  ob  der  Produktsatz  unter  den  Grund- 
lagen der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  eine  so  schwache  Stelle 
bildete,  daß  dadurch  der  ganze  weitere  Aufbau  derselben  in 
Frage  gestellt  wäre.    Denn,  in  der  Tat  greift  dieser  Satz  so 

Wiss.  u.  Hyp.  24:  Czuber,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  9 
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tief  in  alle  Entwicklungen  der  mathematischen  Theorie  ein, 
daß  diese  mit  ihm  steht  und  fällt.  Von  anderer  Seite  wurde 
zwar  gegen  die  Geltung  des  Multipükationssatzes  bei  Zufalls- 
spielen und  ihnen  verwandten  Materien  keine  Einwendung  er- 
hoben, wohl  aber  die  Frage  aufgeworfen,  ob  er  und  mit  ihm 
die  ganze  Wahrscheinlichkeitsrechnung  von  allgemeiner  An- 
wendbarkeit sei. 

Auf  einen  Teil  der  Kritik  soll  schon  hier  eingegangen  wer- 
den, ein  anderer  Teil  möge  aufgespart  bleiben,  bis  die  Vorbe- 
dingungen zu  einer  Urteüsbüdung  gegeben  sein  werden. 

Bei  dem  Zusammensetzen  von  Ereignissen  in  dem  engeren 
Sinne  des  Zusammentreffens  ist  wesentlich  der  Gedanke,  daß 
Verbindungen  von  gleichmöglichen  Fällen  der  einzelnen  Kol- 
lektive auch  gleichmögliche  Fälle  des  komponierten  Kollek- 
tivs darstellen,  und  es  beruht  diese  Gleichmöglichkeit  auf  der- 
selben Grundlage,  auf  welcher  sie  bei  den  einfachen  Fällen 
aufgebaut  war.  Doch  wird  die  Zulässigkeit  auch  dieser  An- 
schauung bestritten  und  beispielsweise  die  Behauptung  auf- 
gestellt, auch  wenn  die  Gleichmöglichkeit  der  Einzelfälle  in 
dem  strengsten  Sinn,  also  nach  dem  Prinzip  vom  zwingenden 
Grunde,  erwiesen  sein  sollte,  dürfe  daraus  die  Gleichmöglich- 
keit der  kombinierten  Fälle  nicht  einfach  gefolgert,  sondern 
müsse  streng  bewiesen  werden;  denn  das  Kombinieren  der 
Fälle  sei  „ein  ausschließlich  subjektives  Geschäft".  Das  alles 
treffe  selbst  bei  Unabhängigkeit  zu;  „es  könne  ja  jede  gegen- 
seitige Beeinflussung  mangeln,  und  doch  könne  durch  irgend- 
welche Naturgesetze  und  Naturvorgänge  eine  statistische 
Gleichmöglichkeit  der  Kombinationen  verhindert  werden".  ^^ 
Das  will  also  so  viel  sagen,  wenn  ich  aus  zwei  Kartenspielen 
je  ein  Blatt  herausziehe,  so  darf  ich  nicht  ausschließen,  daß 
der  eine  Zug  den  andern  in  irgendeiner  geheimnisvollen  Weise 
beeinflußt.  Solch  eine  mystische  Auffassung  ist  mit  einer  nüch- 
ternen Denkweise  nicht  vereinbar. 

*«  O.  Sterzinger,  S.  looff. 
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Begreiflicherweise  und  mit  vollem  Rechte  spielt  das  Mo- 
ment der  Abhängigkeit  bei  der  Handhabung  des  multiplika- 
tiven  Satzes  eine  sehr  wichtige  Rolle,  und  es  muß  ohne  wei- 
teres zugegeben  werden,  daß  durch  Nichtbeachtung  dieses  Mo- 
ments schwere  Fehler  begangen  werden  können  und  auch  be- 
gangen worden  sind.  Auch  das  ist  zuzugeben,  daß  in  den 
praktischen  Anwendungen  von  einer  imzweifelhaft  bestehen- 
den Abhängigkeit  mitunter  bewußt  abgesehen  und  so  gerechnet 
wird,  als  ob  Unabhängigkeit  bestünde.  Daß  der  Grad  der 
Abhängigkeit  ein  verschiedener  sein  kann,  daß  man  von  einer 
nahen  und  einer  entfernten  Abhängigkeit  reden  darf,  wird 
kaum  zu  bestreiten  sein.  In  Fällen  sehr  entfernter,  also  sehr 
schwacher  Abhängigkeit  wird  der  eben  erwähnte  Vorgang  keine 
so  schwerwiegenden  Folgen  haben  müssen,  daß  man,  in  Er- 
mangelung eines  Besseren,  deshalb  auf  die  Rechnung  ganz 
verzichten  müßte.  Hier  können  übrigens  theoretische  Erwä- 
gungen nicht  viel  helfen,  nur  sehr  umfangreiche  Erfahrungen 
vermögen  über  die  Zulässigkeit  zu  entscheiden.  Um  nur  ein 
sehr  wichtiges  Beispiel  aus  der  großen  Praxis  anzuführen,  sei 
auf, die  Sterblichkeit  hingewiesen.  Ohne  allen  Zweifel  sind 
Sterbefälle  in  einem  Personenkreise  nicht  unabhängig  von- 
einander, der  Tod  einer  Person  kann  auf  die  Lebensdauer 
einer  andern  Einfluß  üben,  und  dieser  Einfluß  wird  von  ver- 
schiedenem Grade  sein  je  nach  den  mannigfachen  Beziehim- 
gen,  welche  die  Menschen  untereinander  verbinden  und  die 
menschliche  Gesellschaft  so  sehr  von  einem  losen  Haufen  un- 
terscheiden. Nichtsdestoweniger  hat  die  Erfahrung  gezeigt, 
daß  das  Absehen  von  dieser  Abhängigkeit  keine  derartigen 
Folgen  hat,  daß  man  von  der  Anwendung  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung abgehen  müßte.  Übrigens  sind  die  Wir- 
kungen dieser  Abhängigkeit  in  den  empirisch  bestimm- 
ten Zahlwerten  mit  enthalten. 

Es  ist  eine  Überspannung  des  Gedankens  von  der  Abhängig- 
keit alles  Geschehens,  wenn  man  auch  dort  von  Unabhängig- 
keit zu  sprechen  ablehnt,  wo  unser  Erkenntnisvermögen  von 
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einer  Abhängigkeit  und  ihren  Wirkungen  nichts  zu  entdecken 
vermag.  Wer  z.  B.  sagt,  zwischen  mehreren  aufeinanderfol- 
genden Würfen  mit  einer  Münze  oder  einem  Würfel  bestehe 
Abhängigkeit,  mag  ja  recht  haben,  insbesondere  dann,  wenn 
von  dem  Werfenden  anzunehmen  ist,  daß  er  sich  bemüht,  eine 
bestimmte  Absicht  zu  verwirklichen ;  geschehen  aber  die  Würfe 
unter  Kautelen,  die  die  Betätigung  einer  solchen  Absicht  aus- 
schließen, dann  wird  die  Abhängigkeit  der  Endresultate  nur 
mit  dem  äußersten  Zwang  aufrecht  gehalten  werden  können. 
Wenn  mehrere  Münzen  in  einem  Becher  geschüttelt  werden, 
um  dann  gleichzeitig  auf  einen  Tisch  oder  den  Boden  heraus- 
geschleudert zu  werden,  so  wird  niemand  leugnen  wollen,  daß 
die  Bewegungen  der  Münzen  sich  gegenseitig  beeinflussen 
durch  die  Stöße,  die  sie  aufeinander  ausüben;  daß  aber  das 
Endresultat  deshalb  ein  anderes  sein  sollte,  als  wenn  die- 
selben Münzen  von  einzelnen  Händen  getrennt  oder  von  einer 
Hand  nacheinander  hingeworfen  werden,  ist  zwar  behauptet 
worden,  aber  niemand  hat  versucht,  das  theoretisch  zu  erwei- 
sen, weil  ein  solcher  Beweis  sicher  nicht  gelingen  würde;  auch 
da  könnte  nur  eine  umfangreiche  Erfahrung  wenn  auch  nicht 
eine  Entscheidung,  so  doch  einen  gewissen  Anhalt  bringen. 
Es  wird  später  nochmals  darauf  die  Sprache  kommen.  Die 
Berufung  auf  D'Alemberts  Autorität  kehrt  hier  immer 
wieder. 

Manche  der  Einwendungen  gegen  den  Produktsatz  beruhen 
auf  einer  irrtümlichen  Auffassung  des  Begriffs  eines  zusam- 
mengesetzten Ereignisses.  Mehrere  solcher  Fälle  weist  die 
Kritik  Sterzingers  auf. i*  Der  eine  Fall  betrifft  „Wahr- 
scheinlichkeitsüberlegungen über  den  Ausgang  der  nächsten 
Seeschlacht  zwischen  zwei  kriegführenden  Mächten"  A  und  B 
(gemeint  sind  Rußland  und  Japan,  Zeitpunkt  Frühjahr  1905) 
—  nebenbei  bemerkt  ein  recht  ungeeignetes  Beispiel,  wenn  auf 
eine  numerische  Wahrscheinlichkeit  abgezielt  wird.  Als  Grund - 
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läge  für  diese  Überlegungen  werden  angeführt:  Qualität  und 
Konstruktion  der  Schiffe,  das  Artilleriematerial,  Anzahl  und 
Gattung  der  Schiffe,  Menschenmaterial.  Und  nun  stellt  Ster- 
zinger  die  Frage:  „Wie  setzen  sich  diese  Wahrscheinlich- 
keiten zusammen?"  Um  welche  Wahrscheinlichkeiten  soll  es 
sich  denn  handeln,  die  zusammenzusetzen  (d.  h.  hier  zu  multi- 
plizieren) wären,  muß  man  entgegenhalten.  Er  meint  weiter, 
da  zwischen  den  genannten  Faktoren  „anstandslos"  Unab- 
hängigkeit angenommen  werden  dürfe,  so  stünden  nur  das 
Additions-  und  Multiplikationstheorem  zur  Wahl.  Nun  han- 
delt es  sich  hier  doch  nur  um  das  eine  Ereignis,  daß  die 
Macht  A  siegt  (oder  die  Macht  B),  und  darüber  soll  auf  der 
genannten  Grundlage  eine  Vermutung  gebüdet  werden.  — 
Ähnlich  verhält  es  sich  mit  dem  zweiten  Falle,  wo  Mutmaßun- 
gen angestellt  werden  sollen  über  die  eventuelle  Beförderung 
eine::  bestimmten  Beamten.  Erwägungsgrundlagen  sind  Tüch- 
tigkeit und  Dienstalter.  Wieder  wird  von  zwei  Ereignissen  ge- 
sprochen und  die  Beförderung  als  ein  zusammengesetztes  Er- 
eignis aufgefaßt.  Aber  Sterzinger  sagt  zum  Schluß:  „Eine 
Zusammensetzung  findet  aber  doch  statt,  die  Wahrscheinlich- 
keit der  Beförderung  wird  erhöht."  Gewiß  fällt  die  auf  Be- 
förderung gerichtete  Vermutung  stärker  aus,  wenn  beide  Mo- 
mente zugleich  dafür  sprechen,  gegenüber  dem  Fall,  wo  nur 
das  eine  günstig  ist  oder  gar  keines,  aber  von  einem  zusam- 
mengesetzten Ereignis,  bestehend  im  Zusammentreffen  zweier 
Ereignisse,  kann  hier  keine  Rede  sein.  —  Nicht  anders  steht 
es  mit  dem  dritten  Beispiel,  an  dem  Sterzinger  sucht,  La- 
place  zu  widerlegen.  Es  genügt,  den  Ausspruch  zu  zitieren: 
„die  Wahrheit  des  Berichtes  (es  handelt  sich  um  Zeugenaus- 
sagen über  angeblich  vorgefallene  Begebenheiten)  ist  ein  zu- 
sammengesetztes Ereignis,  dessen  eine  Komponente  die  Glaub- 
würdigkeit des  Zeugen  und  dessen  andere  Komponente  die 
Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses  an  und  für  sich  ist",  um 
die  hier  vertretene  Auffassung  zu  kennzeichnen.  —  Auch  das 
wiederholt  von  der  Kritik  benützte  Beispiel  der  Geschlechts- 
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Verteilung  bei  Mehrlingsgeburten  halte  ich  für  nicht  gut  an- 
gebracht: eine  Mehrlingsgeburt  ist  ein  einheitlicher  physio- 
logischer Prozeß  und  läßt  sich  nicht  auflösen  in  mehrere 
Einzelgeburten,  die  sich  ähnlich  behandeln  lassen  wie  Kugel- 
ziehungen aus  einer  oder  gar  aus  verschiedenen  Urnen. 

Noch  ein  Wort  zu  dem  letzten  Beispiel,  das  Sterzinger 
vorführt,  um  dann  zu  dem  Schlüsse  zu  gelangen,  daß  der 
ganzen  Wahrscheinlichkeitsrechnung  Allgemeingültigkeit  ab- 
gesprochen werden  müsse,  weil  sie  dem  Multiplikationssatz 
abgehe.  Aus  einer  Urne,  die  weiße  und  schwarze  Kugeln  in 
unbekannter  Anzahl  und  unbekanntem  Mengenverhältnis  ent- 
hält, werden  zwei,  drei,  .  .  .  zehn  Kugeln  auf  einmal  ge- 
zogen. „Da  der  Zug  einer  weißen  und  schwarzen  Kugel  gleich- 
möglich ist",  beträgt  die  Wahrscheinlichkeit  für  Weiß  ^,  und 
da  bei  dem  vorhandenen  Wissensstande  dieser  Ansatz  auch 
für  die  zweite,  dritte,  .  .  .  zehnte  Kugel  zu  Recht  besteht,  so 
haben  die  mehrfachen  Züge  die  Wahrscheinlichkeiten  ^,|^, -.--^^^ 
(daß  sie  aus  lauter  weißen  Kugeln  bestehen  werden).  Ster- 
zinger nennt  solche  Wahrscheinlichkeitsansätze  wie  die  hier 
vorliegenden  an  vielen  Stellen  seines  Buches  „Unwissenheits- 
ansätze",  erklärt  sich  hier  von  den  Resultaten,  wie  begreiflich, 
nicht  befriedigt,  benützt  aber  doch  auch  diese  Betrachtung 
zur  Bekämpfung  des  multiplikativen  Satzes.  Die  offenkundige 
Abhängigkeit  läßt  sich  hier  rechnerisch  gar  nicht  zum  Aus- 
druck bringen. 

Das  eine  steht  wohl  fest :  Kritiklos  darf  der  Produktsatz  nicht 
angewendet  werden.   Aber  wo  die  Voraussetzungen  für  seine 
Anwendung,    die    in    der  Wahrscheinlichkeitsrechnung    aus 
drücklich  genannt  werden,  erfüllt  sind,  ist  er  ebenso  richtig 
wie  jeder  andere  mathematische  Lehrsatz. 
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IV.  Die  Theoreme  von  Bernoulli  und 
von  Poisson  und  das  Gesetz  der  großen 

Zahlen. 

48.   Die  beiden  in  der  Überschrift  genannten  Theoreme  ge- 
hören ihrem  Wesen  nach  zum  Thema  des  vorigen  Kapitels; 
denn  auch  sie  befassen  sich  mit  der  Ableitung  neuer  Wahr- 
scheinlichkeiten aus  gegebenen.   Aber  durch  das  Hinzutreten 
eines  neuen  Gedankens  erlangen  sie  eine  besondere  Bedeutung, 
die  noch  erhöht  wird  durch  ihre  Beziehung  zu  dem  an  zweiter 
Stelle  angeführten  Gesetz.    Zusammen  bilden  die  nun  zu  be- 
sprechenden Gegenstände  gewissermaßen  den  Kernpunkt  der 
Wahrscheinlichkeitstheorie,  an  den  ein  wesentlicher  Teil  ihrer 
Anwendungen  anknüpft.   Der  philosophischen  Erwägung  und 
Kritik  bieten  sich  hier  mancherlei  Fragen  dar,  deren  Beant- 
wortung auch  den  interessieren  muß,  der  an  den  Gegenstand 
von  der  mathematischen  Seite  herantritt.    Der  gegenseitigen 
Verständigung  mochte  mitunter  der  komplizierte  mathemati- 
sche Apparat  hinderlich  gewesen  sein,  der  gerade  diese  Theo 
reme  in  ihrer  vollständigen  Durchbildung  umgibt  und  der  d 
erschwert,  aus  dem  unerläßlichen  Beiwerk  die  leitende  i»^ 
danken  herauszulösen.    Dieser  Apparat  mußte  zum  Ti 
geschaffen  werden,  und  so  greifen  die  beiden  Theoreme 
in  die  Entwicklungsgeschichte  der  Mathematik  ein.    Hier  je- 
doch soll  die  mathematische  Formulierung  unter  Hinweis  auf 
die  Darstellungen  in  den  Werken  über  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung in  den  Hintergrund  treten  gegenüber  der  Hervor- 
hebung der  leitenden  Ideen. 

Der  Ausgang  sei  von  Meinongs  Behandlung  dieses  Ge- 
genstandes genommen.  ^  Das  BemouUische  Theorem  handelt 
von  den  Wahrscheinlichkeiten,  die  sich  auf  die  Ergebnisse 
wiederholter  Realisierungen  von  Ereignissen  beziehen.  In  der 
Wiederholung  liegt  das  neue  Moment.   Wesentlich  ist  da- 
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bei  die  Voraussetzung,  daß  die  sukzessiven  Verwirklichungen 
unabhängig  voneinander  seien  und  daß  die  objektiven  Tat- 
bestände, von  welchen  die  Möglichkeiten  und  somit  auch  die 
Wahrscheinlichkeiten  der  in  Betracht  kommenden  Ereignisse 
abhängen,  von  Realisierung  zu  Realisierung  dieselben  bleiben, 
kurz  gesagt,  daß  man  es  mit  konstanten  Ausgangs- 
wahrscheinlichkeiten zu  tun  habe. 

Vorerst  eine  Namengebung  Meinongs,  der  bei  seiner  Be- 
trachtung von  einem  Grundkollektiv  ausgeht.  Jenes  Glied  die- 
ses Kollektivs,  das  aus  einer  Realisierung  hervorgeht,  nennt 
er  das  Ausfallsglied  oder  den  Ausfall.  Die  aus  einer  wie- 
derholten Realisierung  hervorgehenden  Ausfälle  bilden 
einen  Komplex,  den  man  als  eine  Gesamtheit  von  Einzeldingen 
auch  als  Kollektiv,  etwa  als  Ausfallskollektiv,  bezeichnen 
%     könnte.    Da  jedoch  an  dem  Grundkollektiv,  von  dem  ausge- 

f  gangen  worden,  ganz  andere  Gedanken  zur  Geltung  kommen 
als  an  diesem  neuen  Kollektiv,  so  zieht  es  Meinong  vor,  ihm 
einen  anderen  Namen  zu  geben  und  entscheidet  sich  für  A  u  s  - 
fallspolynom.  Mit  Rücksicht  auf  die  mathematische  Be- 
deutung des  Wortes  „Polynom"  ist  diese  Bezeichnung  nicht 
rlücklich  gewählt,  die  kürzere  Bezeichnung  „Erfolg"  genügt 
-\  Doch  soll,  so  weit  es  Meinongs  Darstellung  betrifft, 
m  obigen  Namen  verblieben  werden. 
.1  den  möglichen  Ausfallspolynomen  interessiert  vor  allem 

^^""ond  ist  für  sie  bezeichnend  die  Verteilungs  weise  der  Glie- 
der des  Grundkollektivs,  von  der  zwei  Momente  zu  unterschei- 
den sind :  die  Anzahl  von  Malen  oder  die  Häufigkeit,  in  der 
die  einzelnen  Glieder  oder  vielmehr  die  Gliederarten  vertreten 
sind,  und  die  Anordnung,  in  der  sie  aus  der  Wiederholung 
hervorgehen  können.  Die  Übersicht  über  die  Mannigfaltigkeit 
aller  denkbaren,  also  möglichen  Polynome  wird  wesentlich 
erleichtert,  wenn  man  solche  zt*  je  einer  Klasse  zusammen- 
faßt, die  in  der  Häufigkeit  der  Glieder  verschiedener  Art  über- 
einstimmen und  nur  in  deren  Anordnung,  die  überhaupt  außer 
Betracht  bleiben  soll,  voneinander  differieren. 
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Sind  in  dem  Ausgangskollektiv  die  Objektive  X,  Y,  Z,  .  . 
vertatsächlicht,  richtet  man  die  Aufmerksamkeit  auf  das  Ob- 
jektiv X  und  bezeichnet  seine  Verwirklichung  als  Ereignis  E, 
faßt  alle  anderen  Objektive  als  Nicht- Jr(jr)  zusammen  und  das 
Tatsächlichwerden  eines  Nicht- JT  als  Ereignis  £  auf,  so  besteht 
jedes  Ausfallspolynom  nur  aus  den  Elementen  £  und  £.  Zu 
diesen  Daten  tritt  als  weitere  wesentliche  Bestimmung  die 
Wiederholungszahl  r.  Hiermit  ist  die  Mannigfaltigkeit 
der  Ausfallspolynome  bestimmt,  sie  bilden  die  Variationen  mit 
Wiederholung  der  zwei  Elemente  £,  E  zu  je  ;',  ihre  Anzahl  ist 
somit  2''.  Ihre  r -f  i-Klassen  mögen  so  angeordnet  werden,  daß 
sie  der  Reihenfolge  nach  in  jedem  Polynom 

r     r  —  \     r—2,..o  mal  das  Ereignis  E 
und  dementsprechend  * 

o  I  2      .  .  .    r  mal  das  Ereignis  E 

enthalten. 

Nur  die  beiden  äußersten  Klassen  umfassen  „reine"  Aus- 
fallspolynome, alle  andern  enthalten  gemischte  Polynome. 
Wenn  Meinong  sagt,  die  „Überlegenheit"  der  gemischten 
Ausfälle  über  die  reinen  zeige  sich  schon  bei  wenigen  Wie- 
derholungen deutlich,  so  kann  diese  Überlegenheit  nur  im 
Sinne  des  Klassenumfangs  verstanden  werden.  Aber  eine  we- 
sentliche Unklarheit  läßt  die  weitere  Aussage  zurück:  „Da- 
gegen zeigt  sich  der  Kern  des  BernouUischen  Gesetzes,  die 
Annäherung  der  Verteilung  im  Polynom  an  die  in  dem  der  Wie- 
derholung zugrundeliegenden  Möglichkeitskollektiv  erst  bei 
einer  ausreichend  großen  Anzahl  von  Wiederholungen,  sofern 
man  dabei  noch  sozusagen  eine  neue  Kollektivbetrachtungs- 
weise zuhüfe  nimmt,  die  sich  einfachst  am  Kurvenbilde  illu- 
strieren läßt."  Hier  sieht  man  nicht  mehr  deutlich,  ob  Mei- 
nong an  das  Theorem  oder  an  eine  wirkliche  Versuchsreihe 
denkt.  Und  doch  soll  hier  nur  das  erstere  in  Verhandlung  ste- 
hen.   Dann  aber  ist  nicht  ersichtlich,  wo,  in  welcher  Klasse, 
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die  Annäherung  an  die  Verteilung  des  Ausgangskollektivs  vor 
sich  gehen  soll,  und  auch  die  Forderung  einer  ausreichend 
großen  Anzahl  ist  ohne  Motivierung  gestellt.  Dadurch,  daß 
Meinong  nun  zu  dem  besondem  Fall  gleicher  Wahrschein- 
lichkeiten von  Ä  und  £  übergeht,  kommt  der  Inhalt  des  Theo- 
rems nur  zu  unvollkommener  Darstellung;  denn  jetzt  erlangen 
die  Klassenumfänge  allein  ausschlaggebende  Bedeutung,  wäh- 
rend die  Ausgangswahrscheinlichkeiten  irrelevant  zu  sein  schei- 
nen; bei  der  allgemeinen  Sachlage  W=^\  treten  Klassenumfänge 
und  Wahrscheinlichkeiten  miteinander  in  Konkurrenz. 

Der  eigentliche  Sachverhalt,  der  nun  einmal  nicht  anders 
als  auf  dem  Wege  mathematischer  Deduktion  festgestellt  wer- 
den kann,  besteht  in  folgendem:  Zu  jeder  der  /* -j- i -Klassen 
gehört  eine  bestimmte  Wahrscheinlichkeit,  und  in  derjenigen 
Klasse,  der  die  größte  Wahrscheinlichkeit  zugeordnet  ist,  steht 
die  Verteilung  von  E  und  E  derjenigen  im  zugrundeliegenden 
Möglichkeitskollektiv  näher  als  in  allen  andern  Klassen,  wemi 
sie  ihr  nicht  geradezu  gleichkommt.  Und  dies  ist  nicht  an  eine 
große  Zahl  von  Wiederholungen  gebunden,  sondern  gilt  bis 
auf  gewisse  Einschränkungen  2  ohne  Rücksicht  auf  die  Wieder- 
holungszahl. Erst  wenn  es  sich  darum  handelt,  zu  zeigen,  daß 
die  Gesamtwahrscheinlichkeit  zu  einer  Gruppe  aufeinander- 
folgender Klassen,  in  deren  Mitte  sich  die  eben  erwähnte,  be- 
sonders gekennzeichnete  Klasse  befindet,  der  Einheit  beliebig 
nahe  gebracht  werden  kann,  tritt  die  Notwendigkeit  ein,  die 
Zahl  der  Wiederholungen  entsprechend  groß,'  „sehr  groß"  zu 
machen  —  in  Gedanken.  Daß  es  immer  möglich  ist,  dies  so 
einzurichten,  nämlich  bei  beliebig  eng  festgesetzter  Klassen - 
gruppe  die  auf  sie  bezügliche  Gesamt  Wahrscheinlichkeit  der 
Einheit  beliebig  nahe  zu  bringen,  darin  besteht  eine  der  we- 
sentlichen Aussagen  des  BemouUischen  Theorems,  zu  dessen 
Begründung  eben  ein  umfänglicher  mathematischer  Apparat 
aufgeboten  werden  mußte. 


'  Vgl.  des  Verfassers  Wahrscheinlichkeitsrechnung  I.  Bd.  3.  Aufl.,  S.  132. 
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Die  Form,  in  der  Meinong  den  eben  geschilderten  Zu- 
sammenhang der  Dinge  zum  Ausdruck  bringt,  ist  bemerkens- 
wert. Er  sagt:  „Je  größer  r,  um  so  weniger  ungenau  verfährt 
man,  wenn  man  die  betreffende  hohe  (Gesamt-)  Wahrschein- 
lichkeit kurzweg  für  die  Übereinstimmung  zwischen  der  Ver- 
teilung im  ursprünglichen  Möglichkeitskollektiv  und  der  im  re- 
sultierenden Ausfallspolynom  behauptet."  In  anderer  Rede- 
weise heißt  dies:  Das  Intervall,  innerhalb  dessen  die  relative 
Häufigkeit  von  E  mit  vorgegebener,  der  Einheit  beliebig  nahe 
kommender  Wahrscheinlichkeit  verbleibt,  verengt  sich  mit  zu- 
nehmender Versuchszahl,  so  daß  man  also  um  so  weniger  un- 
genau vorgeht,  je  größer  r  ist,  wenn  man  sagt,  die  Verteilung 
in  einem  Ausfallspolynom,  das  jenem  Intervall  gehört, 
stimme  mit  der  Verteilung  im  grundlegenden  Möglichkeits- 
kollektiv überein. 

Meinong  fügt  der  obigen  Formulierung  eine  Bemerkung 
bei,  deren  Sinn  nicht  deutlich  zu  erkennen  ist  und  die  eigentlich 
■irst  recht  zu  einer  mißverständlichen  Auffassung  führen 
könnte,  was  er  doch  vermeiden  will.  Er  legt  nämlich  Nach- 
druck auf  die  „Übereinstimmung  zwischen  Möglichkeitskollek- 
tiv und  Ausfallspolynom"   (die  Übereinstimmung  im  relativen 

Sinne  gemeint,  d.  h.  die  Ereignisse  E  und  E  verteilen  sich  auf 
die  /'-Glieder  des  Ausfallspolynoms  in  demselben  Verhältnisse 
wie  die  entsprechenden  Objektive  X  und  X  auf  die  ^-Glieder 
des  Möglichkeitskollektivs)  und  will  eine  dabei  nicht  zu  um- 
gehende „gewisse  Ungenauigkeit  im  Erfassen"  gleichsam 
rechtfertigen.  In  Wahrheit  ist,  glaube  ich,  der  Sachverhalt, 
der  mit  dieser  Bemerkung  getroffen  werden  soll,  dieser:  eine 
völlige  Übereinstimmung  des  Ausfallspolynoms  mit  dem  Aus- 
gangskollektiv in  dem  eben  dargelegten  Sinne  hat  (abgesehen 
davon,  daß  sie  schon  aus  rein  arithmetischen  Gründen  von 
vornherein  ganz  ausgeschlossen  sein  kann)  eine  nur  geringe 
Wahrscheinlichkeit,  aber  eine  beliebig  angenäherte  Überein- 
stimmung kann  bei  entsprechender  Vergrößerung  der  Wieder- 
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holungszahl  mit  einer  der   i   beliebig  nahen  Wahrscheinlich- 
keit erwartet  werden. 

In  der  Zusammenfassung  der  Ergebnisse  seiner  Darstellung 
des  Bernoullischen  Theorems,  in  der  Meinong  insofern  über 
das  Übliche  hinausgeht,  als  er  von  /n-Objektiven  spricht,  wäh- 
rend es  sonst  gebräuchlich,  weil  ausreichend,  ist,  nur  zwei  Ob- 
jektive vorauszusetzen,  findet  sich  ein  Passus,  der  eine  beson- 
dere Hervorhebung  verdient.  Mit  Bezug  auf  die  sehr  große 
Gesamtwahrscheinlichkeit,  die  zu  der  von  Meinong  als  „Un- 
genauigkeitskoUektiv"  bezeichneten  Gruppe  von  Klassen  ge- 
hört, heißt  es,  daß  sie  „einen  wohlbegründeten  Schluß  auf  die 
Häufigkeit  der  im  Ausgangskollektiv  ihrer  Möglichkeit  nach 
vertretenen  Tatbestände  gestattet."  Damit  wäre  die  Aussage 
gemacht,  daß  das  wirkliche  Geschehen  dem  Bernoullischen 
Theorem  gemäß  abläuft,  wenn  unter  dem  „wohlbegründeten 
Schluß"  das  zu  verstehen  ist,  daß  sich  die  Tatbestände  in  r 
Wiederholungen  in  solcher  Häufigkeit  zutragen  werden,  daß 
das  entstandene  Ausfallspolynom  in  das  erwähnte  Ungenauig- 
keitskoUektiv  fällt.  In  Wirklichkeit  aber  ist  die  Sachlage  nur 
die,  daß  das  Theorem  bei  gegebenem  Ausgangskollektiv  und 
gegebener  Wiederholungszahl  einem  angenommenen  Unge- 
nauigkeitskollektiv  eine  bestimmte  Wahrscheinlichkeit  zuord- 
net, umgekehrt  auch  gestattet,  zu  einer  vorgegebenen  Wahr- 
scheinlichkeit das  zugehörige  Ungenauigkeitskollektiv  zu  be- 
stimmen. Über  das  wirkliche  Geschehen  kann  das  Theorem 
seiner  Natur  nach  nichts  aussagen. 

Meinong  weist  auf  den  Umstand  hin,  daß  es  verwunderlich 
erscheinen  mag,  daß  man  von  einer  so  ungünstigen  Wissens- 
lage, die  einem  Ereignis  eine  vielleicht  recht  kleine  Wahr- 
scheinlichkeit zuschreibt,  durch  die  Wiederholung  zu  einer  um 
so  viel  günstigeren  Wissenslage  gelangen  kann,  die  sich  in 
einer  an  die  Einheit  beliebig  nahe  zu  bringenden  Wahrschein- 
lichkeit ausdrückt,  wenn  man  die  Wiederholungszahl  entspre- 
chend hoch  greift.  Dazu  muß  bemerkt  werden,  daß  die  beiden 
Wahrscheinlichkeiten,  die  hier  miteinander  in  Vergleich  ge- 
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Stellt  werden,  sich  auf  ganz  verschiedene  Tatbestände  bezie- 
hen; die  erste  auf  die  Verwirklichung  von  E  in  einer  Reali- 
sierung, die  andere  auf  seine  Verwirklichung  in  einer  großen 
Anzahl  von  Realisierungen,  und  zwar  in  einer  Anzahl  von 
Malen,  der  ein  Spielraum  offengehalten  ist.  Richtig  ist,  daß 
bei  der  Erfassung  dieses  eigenartigen  Sachverhaltes  viel  darauf 
ankommt,  welches  Maß  von  Subjektivität  man  Wahrschein- 
lichkeitsangelegenheiten beilegt,   besser  gesagt,   gestattet. 

In  dieser  Beziehung  muß  Stumpfs  extrem -subjektive  Auf- 
fassung, die  der  Unwissenheit  in  Wahrscheinlichkeitsange- 
legenheiten einen  wesentlichen  Anteil  einräumt,  dem  Bernoulli- 
schen  Theorem  natumotwendig  Schwierigkeiten  bereiten,  und 
Stumpf  sucht  ihnen  dadurch  zu  begegnen,  daß  er  sagt:  „Bei 
jeder  Wahrscheinlichkeitsbestimmung  müssen  diejenigen  Um- 
stände, über  welche  wir  uns  disjunktiv  in  völliger  Unwissen- 
heit befinden,  als  unbeschränkt  variabel  (bzw.  bei  gleichzeiti- 
ger Vielheit  der  Fälle  als  unbeschränkt  verschieden)  voraus- 
gesetzt werden  dürfen."  ^  An  einem  Beispiel  dargestellt  heißt 
das  so  viel :  Liegt  eine  Urne  A  vor,  von  der  ich  bestimmt  weiß, 
daß  sie  weiße  und  schwarze  Kugeln  in  gleicher  Anzahl  ent- 
hält, so  wird  man  mit  Berechtigung  erwarten,  daß  in  einer 
großen  Anzahl  von  Ziehungen  annähernd  gleich  viel  weiße 
und  schwarze  Kugeln  erscheinen.  Erfolgen  die  Ziehungen  aus 
einer  Urne  B,  von  der  ich  nur  weiß,  daß  sie  weiße  und  schwarze 
Kugeln  enthält,  während  ich  mich  bezüglich  des  Mischungs- 
verhältnisses in  voller  Unwissenheit  befinde,  so  wird  zwar, 
wenn  man  sich  trotz  dieser  Unwissenheit  zu  dem  Wahrschein- 
lichkeitsansatz 4-  für  Weiß  und  Schwarz  entschließt,  alles  so 
verlaufen  wie  bei  der  Urne  A,  das  Bernoullische  Theorem  wird 
für  die  annähernde  Gleichheit  in  der  Häufigkeit  beider  Farben 
eine  ebenso  große  Wahrscheinlichkeit  ergeben  wie  im  Falle  A, 
aber  niemand  wird  dieser  Wahrscheinlichkeit  großes  Ver- 
trauen entgegenbringen.    Hier  nun  soll   die  obige   Zusatzbe- 

'  Über  den  Begriff  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit.  Sitz.-Ber. 
der  pbilos.-philol.  u.  hist.  Klasse  der  Bayr.  Akad.  d.  Wissensch.,   1892,  S.Syff. 
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Stimmung  helfend  eingreifen  und  den  Unterschied  zwischen 
den  beiden  Sachlagen  aufheben:  Wenn  die  Urne  B  von  Zie- 
hung zu  Ziehung  ihren  Inhalt,  was  das  Verhältnis  der  Farbea 
anlangt,  „unbeschränkt"  ändert,  dann  soll  nach  Stumps  Mei- 
nung die  Sachlage  von  jener  bei  A  nicht  mehr  verschieden  sein. 
Wie  ist  nun  die  „unbeschränkte  Veränderlichkeit"  zu  ver- 
stehen ?  Man  müßte  sie  eigentlich  so  auslegen,  daß  im  Verlaufe 
der  Ziehungen  alle  erdenklichen  Mischungsverhältnisse 
daran  kommen.  Das  aber  ist  bei  endlichem  Urneninhalt 
und  endlicher  Wiederholungszahl  nicht  möglich.  Bleibt  also 
die  Auslegung,  daß  das  Mischungsverhältnis  sich  im  Laufe  der 
Ziehungen  beliebig  ändert,  was  wieder  nur  so  zu  deuten 
wäre,  daß  es  sich  ohne  erkennbare  Tendenz  zur  Bevorzugung 
der  einen  Farbe  ändert.  Aber  ich  glaube,  daß  durch  die  Hin- 
zunahme einer  solchen  Bestimmung  das  Vertrauen  in  die 
Rechnung  nicht  wesentlich  gehoben  würde.  Wenn  mir  jemand 
sagt:  Ziehe  aus  dieser  Urne  (B)  und  ich  versichere  dir,  daß 
ich  während  der  Ziehungen  das  Mischungsverhältnis  „belie- 
big" ändern  werde,  so  werde  ich  es  ablehnen,  auf  diese  An- 
gaben hin  einen  Schluß  nach  Art  des  BemouUischen  Theorems 
aufzubauen,  weü  ich  in  dem  „beliebig"  ein  stark  subjektives 
Moment  erblicke  und  nicht  verstehen  kann,  wie  das  die  Än- 
derungen ausführende  Subjekt  es  macht,  daß  in  der  von  mir 
zu  vollführenden  Ziehungsreihe  jede  Bevorzugung  ausge- 
schlossen sei.  Die  ganze  Konstruktion  ist  so  künstlich,  daß 
man  nicht  zugeben  kann,  durch  sie  sei  der  Unterschied  zwi- 
schen den  Fällen  A  und  B  aufgehoben. 

Unklar  blieb  mir,  was  Stumpf  mit  der  dritten  Urne  C  dar- 
tun  will.  Er  denkt  sich  diese  Urne  gefüllt  konform  dem  Aus- 
fallspolynom,  das  die  Urne  A  bei  einer  großen  Anzahl  von 
Ziehungen  ergeben  hat,  und  sagt  dann:  „Wieder  hat  bei  jeder 
Ziehung  weiß  für  ihn  (der  den  Vorgang  der  Füllung  von  C, 
nicht  aber  diese  selbst  kennt)  die  Wahrscheinlichkeit  -J-,  aber 
niemand  denkt  an  die  Anwendbarkeit  des  BemouUischen  Sat- 
zes."  Ich  fasse  diese  Sachlage  anders  auf.  Das  Vertrauen,  das 


J 


49-  Gesetz  der  großen  Zahlen  I  ^  ^ 

ich  im  Falle  A  in  die  Beschaffenheit  des  Ausfallspolynoms 
hatte,  überträgt  sich  auf  den  elementaren  Ansatz  ^  des  Fal- 
les C  und  von  da  auf  das  Ergebnis  des  Bemoullischen  Theo- 
rems, d.  h.  im  Fall  C  habe  ich  ein  ganz  anderes  Maß  von  Ver- 
trauen in  die  Folgerungen  des  Theorems  als  im  Falle  B  trotz 
beliebiger  oder  gar  unbeschränkter  Variation.  Ich  kann  also 
nicht  verstehen,  wie  der  Fall  C  als  eine  drastische  Beleuchtung 
für  die  Notwendigkeit  der  Variabüität  im  Fall  B  gelten  soll. 
Meinong  stimmt  dem  Versuche  Stumpfs,  die  Anwendbar- 
keit des  Bemoullischen  Theorems  auch  in  dem  Falle  B  her- 
zustellen, nicht  zu  und  weist  darauf  hin,  daß  sich  die  Variabüi- 
tätsbedingung  in  ihrer  Objektivität  mit  der  Subjektivität  der 
Unwissenheitsansicht  nicht  vertrage;  mir  scheint  das  insbe- 
sondere dann  in  auffallender  Weise  der  Fall  zu  sein,  wenn, 
wie  Meinong  bemerkt,  die  Variabüitätsbedingung  in  irgend- 
einer Weise  präzisiert  werden  sollte,  etwa  durch  ein  Gesetz, 
nach  welchem  sich  das  Füllungsverhältnis  im  Laufe  der  Zie- 
hungen ändern  soll. 

Ich  gestehe,  daß  mir  die  Kritik,  die  Meinong  an  der 
Stumpf  sehen  Betrachtung  übt,  nicht  ganz  verständlich  ist, 
insbesondere  die  Formulierung,  die  er  glaubt  der  Forderung 
der  Variabilität  geben  zu  sollen:  „das  Bernoullische  Theorem 
hat  keine  Geltung  für  Wahrscheinlichkeiten,  die  außerhalb 
des  Möglichkeitskollektivs  stehen,  das  sich  wiederholt  —  und 
natürlich  auch  nicht  für  Wahrscheinlichkeiten,  die  mit  Wieder- 
holungen überhaupt  nicht  verbunden  sind."* 

49.  Den  Übergang  vom  Bemoullischen  Theorem  zum  Ge- 
setz der  großen  Zahlen  leitet  Meinong  mit  einer  Bemerkung 
ein,  die  auf  den  Ursprung  der  Schwierigkeiten  hinweisen  soll, 
welche  sich  der  „Ableitung",  Interpretation,  ja  selbst  der  An- 
erkennung dieses  Gesetzes  entgegenstellen.  „Das  Bernoullische 
Theorem  liandelt  von  Möglichkeiten,  und  Möglichkeiten  sind 
nicht  weniger  objektiv  als  Tatsächlichkeiten.    Es  ist  also  im 

*  S.  588. 
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Prinzip  nicht  befremdlich,  wenn  sich  jene  mit  diesen  gesetz- 
mäßig verbinden.  Aber  etwas  anderes  bleibt  es  immerhin  auch 
noch,  Tatsachen  aus  Tatsachen,  und  wieder  etwas  anderes, 
Tatsachen  aus  Möglichkeiten  abzuleiten,  und  auf  die  hierin 
liegende  Besonderheit  der  Sachlage  gehen  wohl  in  erster  Linie 
die  Schwierigkeiten  zurück.  ..."  In  dieser  Gegenüberstellung 
weisen  die  „Möglichkeiten"  auf  das  Bernoullische  Theorem, 
die  „Tatsachen"  auf  das  wirkliche  Geschehen.  Um  die  Be- 
ziehung zwischen  beiden  handelt  es  sich,  bildlich  gesprochen 
um  die  Brücke,  die  von  der  einen  Seite  zur  andern  hinüber- 
führt. Hier  bietet  sich  nun  allerdings  eine  Auffassung  dar, 
die  die  Notwendigkeit  einer  solchen  Brücke  in  Abrede  stellt; 
M  e  i  n  o  n  g  gibt  ihr  treffenden  Ausdruck  in  den  Ausführungen, 
ohne  ihr,  wie  ich  glaube,  zuzustimmen  ^ :  „Das  Gesetz  der  gro- 
ßen Zahlen  scheint  doch  nichts  weiter  zu  enthalten  als  die 
Übersetzung  des  mathematisch  so  völlig  durchsichtigen  und 
in  dieser  Hinsicht  wohl  auch  von  niemandem  angestrittenen 
Bernoullischen  Satzes  auf  die  Wirklichkeit.  Wie  kommt  es, 
daß  (gegenüber  anderen  Fällen  der  Übertragung  des  Apriori- 
schen auf  die  Empirie)  man  das  Theorem  Bernoullis  nicht 
ohne  neue  Prüfung  gleichsam  in  das  Gesetz  der  großen  Zahlen 
übergehen  läßt?"  In  der  Tat,  ein  solcher  einfacher  Übergang 
wird  häufig  gemacht,  wenn  es  auch  nicht  ausdrücklich  zuge- 
geben wird;  stillschweigend,  als  etwas  Selbstverständliches 
wird  das  Gesetz  der  großen  Zahlen  als  identisch  mit  dem  Ber- 
noullischen Theorem  hingestellt. 

Ich  stehe  auf  dem  Standpunkt,  daß  dies  nicht  richtig  ist, 
und  möchte  zur  Begründung  den  Ausführungen,  die  ich  die- 
ser Angelegenheit  in  meiner  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ^  ge- 
widmet habe,  noch  einiges  hinzufügen. 

Auf  die  Frage,  wie  es  denn  komme,  daß  die  durch  logische 
Schlüsse  aus  den  Grundbegriffen  und  Grundsätzen  der  Geo- 
metrie abgeleiteten  geometrischen  „Tatsachen"  in  der  Wirk- 


^  S.  589.  «  I.  Bd.,  3.  Aufl.  (1914).  S.  I53ff. 


49«  Gesetz  der  großen  Zahlen  I  ^7 

lichkeit  ihre  Bestätigung  finden,  kann  man  keine  andere  Ant- 
wort geben  als  die :  weil  die  Grundbegriffe  und  Grundsätze  der 
Wirklichkeit  entnommen  sind.  Es  kann  also  die  Probe  der 
Anwendbarkeit  der  Deduktion  auf  die  Wirklichkeit  unterblei- 
ben. —  Wie  steht  es  mit  den  Wahrscheinlichkeits-,,Tatsachen", 
wie  eine  solche  die  Aussage  des  Bernoullischen  Theorems 
ist?  Stützen  sich  die  Grundbegriffe  und  Grundsätze  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung nicht  auch  auf  die  Wirklichkeit  und 
wird  nicht  auch  durch  logische  Schlüsse  auf  ihnen  weiter  ge- 
baut? 

Daß  das  letztere  der  Fall  ist,  darf  wohl  die  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung ebenso  in  Anspruch  nehmen  wie  alle  übrigen 
Teile  der  Mathematik.  Und  etwas  von  Wirklichkeit  liegt  den 
Grundbegriffen  auch  zugrunde:  die  Möglichkeit  stützt  sich  ja 
auf  Tatsächlichkeit,  Tatsächlichkeit  ist  ein  verallgemeinerter 
Wirklichkeitsbegriff,  nicht  bloß  Existierendes,  sondern  auch 
Bestehendes  umfassend.  Aber  zwischen  Möglichkeit  und  Tat- 
sächlichkeit bleibt  trotz  einer  gewissen  Verwandtschaft  eine 
unausfüllbare  Kluft,  und  dieser  entspricht  auch  eine  Kluft 
zwischen  der  Wahrscheinlichkeits-„Tatsache"  (i.  e.  Aussage) 
und  der  Wirklichkeit.  Darum  ist  hier  eine  Probe  unerläßlich. 
Mit  dieser  Auffassung  glaube  ich  mich  in  Übereinstimmung 
mit  dem  in  Nr.  49  zitierten  Gedanken  Meinongs,  daß  ein 
Unterschied  gemacht  werden  müsse  zwischen  der  Ableitung 
von  Tatsachen  aus  Tatsachen  einerseits  und  aus  Möglichkei- 
ten andererseits. 

Wenn  nun  die  Probe  stimmt,  wenn  also  entsprechend  der 
Aussage  des  Bernoullischen  Theorems  die  aus  fortgesetzter 
Wiederholung  resultierende  relative  Häufigkeit  eines  Ereig- 
nisses sich  der  festbleibenden  Wahrscheinlichkeit  des  Ereig- 
nisses in  jener  allgemeinen  Weise  als  Grenzwert  nähert, 
die  ich  in  meiner  Wahrscheinlichkeitsrechnung  des  näheren 
gekennzeichnet  habe  —  und  in  der  Tat  haben  zahlreiche  Ver- 
suche dieser  Art,  sofern  sie  Materien  betrafen,  bei  denen  die 
Voraussetzung   der   Gleichmöglichkeit   der   Einzelfälle   in   zu- 

Wiss.  u.  Hyp,  24 :  C  z  u  b  e  r ,  Wahrschcinlichkeitsrechaung  I O 
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reichendem  Maße  begründet  war,  ausnahmslos  ein  solches  Ver^ 
halten  gezeigt  — ,  welcher  Schluß  darf  darauf  aufgebaut  und 
welche  Nutzanwendung  darf  daraus  gezogen  werden  ? 

Der  Schluß  ist  der,  daß  eine  objektiv  begründete  Möglich- 
keit und  Wahrscheinlichkeit  ein  Maß  für  die  Verwirklichbar- 
keit  ist,  daß  in  der  Masse  der  Realisierungen  sich  die  Ereig- 
nisse im  angenäherten  Verhältnis  ihrer  Möglichkeiten  und 
Wahrscheinlichkeiten  zutragen,  und  die  Nutzanwendung,  daß 
man  mit  einem  solchen  Verlauf  der  Dinge  rechnen  und  auch 
umgekehrt  von  der  relativen  Häufigkeit  der  Ereignisse  auf  ihre 
Möglichkeiten  und  Wahrscheinlichkeiten  zurückschließen  darf, 
sofern  ausreichende  Bürgschaft  für  ihre  Unveränderlichkeit  im 
Laufe  des  beobachteten  Geschehens  vorhanden  ist.  Darin  er- 
blicke ich  den  sachlichen  Inhalt  der  Gesetze  der  großen  Zah- 
len, soweit  dieses  auf  den  Voraussetzungen  des  Bernoullischen 
Theorems  beruht. 

M  e  i  n  o  n  g  neigte  nach  eigenem  Geständnis  ursprünglich  der 
Anschauung  von  der  Apriorität  des  Gesetzes  der  großen  Zahlen 
zu.  Wenn  er  sich  jetzt,  wie  es  scheint,  noch  nicht  aus  voller 
Überzeugung  jener  Seite  zuwendet,  die  das  Bindeglied  zwi- 
schen Theorie  und  Wirklichkeit  für  notwendig  hält,  so  sucht 
er  dafür  in  seiner  eigenen  Lehre  einen  Anhalt  zu  gewinnen. 
In  den  darauf  abzielenden  Erwägungen  ist  es  besonders  ein 
Gedanke,  der  eine  wesentliche  Seite  der  Angelegenheit  be- 
rührt und  darum  der  Beachtung  wert  ist.  Die  Realisierung  — 
es  handle  sich  beispielsweise  um  Würfelversuche  —  geschieht 
mit  einem  vollständigen  Gegenstande,  eben  mit  einem  be- 
stimmten Würfel  oder  mehreren  solchen,  die  Theorie  hat  einen 
unvollständigen  Gegenstand  vor  Augen,  „einen"  Würfel  mit 
seinen  idealen  Eigenschaften.  Bei  dem  einzelnen  Wurf  und 
somit  auch  bei  einer  Reihe  von  Würfen  mit  dem  bestimmten 
Würfel  kommt  nicht  bloß  dessen  Würfelnatur,  sondern  es 
kommen  noch  zahlreiche  andere  Umstände  zur  Geltung,  die 
in  den  Vorgängen  bei  der  Realisierung  gelegen  sind.  Daß  mm 
diese  Umstände,  von  denen  die  Rechnung  prinzipiell  absieht. 
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während  die  Realisierung  ilinen  unausweichlich  unterworfen 
ist,  kein  weites  Abrücken  des  wirklichen  Resultates  von  dem 
rechnungsmäßig  zu  erwartenden  zur  Folge  haben,  sich  also 
in  ihren  Wirkungen  sozusagen  gegenseitig  aufheben,  kann  nur 
durch  eine  induktive  Verifikation  dargetan  werden.  Das  Meta- 
physische an  der  ganzen  Sachlage  ist  in  der  eben  erwähnten 
Aufhebung  der  Nebenumstände  zu  erblicken,  in  ihrem  wenn 
auch  nicht  restlosen  Ausgleich,  der  in  dem  Bernoullischen 
Theorem  natürlich  keine  Aufklärung  findet,  weil  bei  dessen 
Ableitung  von  den  die  Realisierung  begleitenden  Umständen 
grundsätzlich  abgesehen  wird.  Auf  Bemühungen,  dem  Zu- 
standekommen des  Ausgleichs  nachzugehen,  wird  noch  die 
Sprache  kommen. 

50.  Bei  der  großen  Bedeutung,  welche  den  eben  erwähnten 
Angelegenheiten  zukommt,  und  bei  dem  keineswegs  einfachen 
Charakter  derselben  wird  es  nicht  unangebracht  sein,  eine 
wenn  auch  beschränkte  Umschau  zu  halten,  wie  andere  zu  ih- 
nen Stellung  genommen  haben.  Besonders  bemerkenswert 
scheinen  mir  die  Ausführungen  von  Kries  ;  hauptsächlich 
sind  es  zwei  Stellen  seines  Buches,  die  hier  in  Betracht  kom- 
men. "^ 

Kries  stützt  die  Bestimmung  numerischer  Wahrscheinlich- 
keiten auf  das  Prinzip  der  Spielräume;  daher  muß  er  es  als 
seine  Aufgabe  betrachten,  auch  die  in  dem  Bernoullischen 
Theorem  auftretenden  Aussagen  auf  dieses  Prinzip  zurück- 
zuführen und  zu  zeigen,  daß  ebenso  wie  die  Erwartung  bezüg- 
lich des  einzelnen  Falles  auch  die  Erwartung  hinsichtlich  einer 
Reihe  gleichartiger  und  unabhängiger  Fälle  auf  Verhaltungs- 
spielräume zurückgeführt  werden  kann.  Er  begnügt  sich,  dies 
unter  den  einfachsten  Suppositionen  darzutun.  Aus  n  gleich- 
möglichen  Fällen  werden  Komplexionen  von  je  /?  auf  alle  mög- 
lichen Arten,  also  Variationen  mit  Wiederholung  gebildet,  und 
(^s  wird  die  Aufmerksamkeit  darauf  gelenkt  (die  mathematische 
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Begründung  unterbleibt),  daß  die  Zahl  jener  Komplexionen, 

in  welchen    ein  bestimmter  von  den  n  Fällen  annähernd  ^~  mal 

n 

vorkommt,  v^^eit  überwiegt  über  die  Zahl  solcher  Komplexio- 
nen, in  welchen  dieser  Fall  erheblich  öfter  oder  erheblich  sel- 
tener vorkommt.  Allgemein  gesprochen,  Kries  begnügt  sich 
damit,  die  rein  mathematische  Tatsache  festzustellen,  daß  unter 
den  möglichen  Komplexionen  zweier  Ereignisse  zu  je  p  die- 
jenigen am  häufigsten  auftreten,  in  welchen  das  Verteilungs- 
verhältnis  der  Ereignisse  dem  Verhältnis  ihrer  Wahrscheinlich- 
keiten gleich  oder  möglichst  angenähert  ist,  daß  also  dem 
Verhalten  dieser  Ereignisse  gegenüber  einer  Realisierung  ge- 
rade in  der  eben  gekennzeichneten  Weise  der  größte  Spielraum 
zu  Gebote  steht,  und  das  reicht  für  seinen  Zweck  in  der  Tat 
aus :  natürlich  ist  damit  nur  ein  Punkt  des  Bernoullischen  Theo- 
rems und  nicht  ein  ganzer  Inhalt  erledigt. 

Kries  gebraucht  für  das  Bemoullische  Theorem  die  Be- 
zeichnung „Gesetz  der  großen  Zahlen",  bemängelt  aber  diese 
Bezeichnung,  weil  es  sich  nur  um  einen  mathematiscnen  Satz 
und  nicht  um  ein  Gesetz  des  Geschehens  handle,  und  weist 
auf  einen  Satz  von  weit  größerer  Tragweite  hin,  der  unter 
demselben  Namen  geführt  werde  und  den  er  dem  Theorem 
gegenüberstellt  als  etwas  von  ihm  grundsätzlich  verschiede- 
nes. Hinsichtlich  der  Begründung  dieses  eigentlichen  Gesetzes 
der  großen  Zahlen  geht  die  von  Kries  vertretene  Auffassung 
aus  der  folgenden  Erwägung  deutlich  hervor.  Man  beobach- 
tet, daß  beim  Roulett  in  langen  Spielreihen  immer  annähernd 
gleich  oft  Rot  und  Schwarz  sich  einstellt.  Eine  Erklärung 
hierfür  kann  in  dem  Hinweis  auf  die  Gleichheit  der  Spielräume 
(mit  andern  Worten  also  auf  die  Gleichheit  der  Möglichkeiten) 
erblickt  werden.  Wer  weiter  fragen  wollte,  wie  es  sich  er- 
klärt, daß  aus  der  Gleichheit  der  Spielräume  angenäherte 
Gleichheit  der  Wiederholungen  von  Rot  und  Schwarz  ent- 
springt, der  fragt  schon  mehr,  als  man  beantworten  kann; 
man  kann  ihn  nur  darauf  verweisen,  daß  es  in  Wirklichkeit 
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eben  so  ist.  —  Daraus  geht  hervor,  daß  Kries  das  Gesetz 
der  großen  Zahlen  als  einen  Erfahrungssatz  betrachtet,  der 
unbeweisbar  ist  und  sich  an  die  Seite  des  Bemoullischen  Theo- 
rems Stellt,  zwischen  dem  und  der  Wirklichkeit  er  die  Ver- 
mittlung bUdet. 

51.  Höfler  reiht  das  Gesetz  der  großen  Zahlen  unter  die 
unmittelbar  evident  wahrscheinlichen.  Urteile  ein.^ 
Er  versteht  darunter  Urteile,  deren  Aussage  mit  unmittelbarer 
Einsicht  als  wahr  vermutet  wird.  Wahrscheinliche  Urteile 
überhaupt  bilden  eine  Kategorie  für  sich  neben  den  gewissen 
Urteüen  und  stehen  diesen  an  Erkenntniswert  nach.  Der  Häu- 
figkeit nach  dürften  sie  wohl  überwiegen  und  insbesondere  das 
alltägliche  Denken  beherrschen. 

Dieser  Einreihung  gegenüber  muß  gefragt  werden,  wel- 
ches Urteil  unter  dem  Gesetz  verstanden  ist.  Nach  der  ge- 
gebenen Darstellung  ist  jenes  Urteil  gemeint,  das  sich  in  der 
Erwartung  ausspricht,  daß  bei  den  Massenerscheinungen  des 
Alltagslebens  gewisse  absolute  und  gewisse  Verhältniszahlen 
sich  in  langen  Reihen  solcher  Erscheinungen  auf  nahezu  glei- 
cher Höhe  halten.  Den  „theoretischen"  Typus  solcher  Er- 
wartung erblickt  Höfler  bei  dem  Spiel  mit  einem  vollkom- 
menen Würfel  und  präzisiert  sie  dahin,  daß  die  Wiederho- 
lungszahlen der  einzelnen  Seiten  sich  immer  mehr  dem  Ver- 
hältnis der  Gleichheit  nähern,  je  weiter  die  Reihe  der  Würfe 
fortgesetzt  wird.  Zu  der  Frage  nach  der  logischen  Rechtferti- 
gung solcher  Erwartung  bemerkt  Höfler  zunächst,  man  müsse 
sich  darüber  klar  werden,  „ob  jene  Erwartung  nur  auf  em- 
pirisch Stattfindendes  oder  auch  auf  a  priori  Einsehbares" 
gerichtet  sei.  Mit  diesem  Auseinanderhalten  soll  auf  die  Be- 
ziehung der  wahrscheinlichkeitstheoretischen  Sätze  von  Ber- 
noulli  und  Poisson  zum  wirklichen  Geschehen  hingedeutet 
und  die  Frage  so  gewendet  werden,  ob  die  Erwartung,  welche 
jene  Sätze  zu  bestimmen  lehren,  sich  deckt  mit  der  Er- 
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Wartung,  welche  wir  auf  das  wirkliche  Geschehen  richten.  Da 
nun  an  solchen  Materien,  welche  die  zur  theoretischen  Er- 
wartungsbildung notwendigen  Daten  darbieten,  in  vielfacher 
Erfahrung  die  theoretische  Erwartung  durch  den  tatsächlichen 
Verlauf  gerechtfertigt  worden  ist,  so  könne  umgekehrt  in  den 
theoretischen  Sätzen  eine  Rechtfertigung  des  Urteils  erblickt 
werden,  von  dem  oben  ausgegangen  war.  Das  aber  ist,  meint 
Höfler,  und  mit  Recht,  nicht  der  Weg,  auf  dem  man  in  der 
Regel  zu  dem  Urteü  gelangt  und  seine  Berechtigung  einsehen 
lernt,  sondern  dieses  Urteü  wird  nach  seiner  Ansicht  mit  im- 
mittelbarer  Vermutungsevidenz  unabhängig  von  jeder  Erfah- 
rung erfaßt.  Auf  den  oben  erwähnten  theoretischen  Typus 
der  Massenerscheinungen  angewendet  heißt  dies:  Wenn  ich 
daran  gehe,  mit  einem  regelmäßigen  Würfel  eine  lange  Reihe 
von  Versuchen  auszuführen,  so  wird  jeder  vor  aller  Erfahrung 
vermuten,  daß  die  sechs  Würfelseiten  angenähert  gleich 
oft  fallen  werden.  Zur  Begründung  dieser  Ansicht  weist  H  ö  f  - 
1er  darauf  hin,  daß  man  erst  verhältnismäßig  spät  daran  ging, 
die  theoretischen  Sätze  über  die  Erwartung  mit  der  Wirklich- 
keit durch  das  Experiment  in  Verbindung  zu  bringen,  offenbar 
in  der  irrtümlichen  Meinung,  daß  die  theoretischen  Sätze 
selbst  etwas  über  die  Wirklichkeit  aussagen.  So  richtig  es  ist, 
daß  das  Gesetz  der  großen  Zahlen,  dessen  Kei^ntnis  doch  nicht 
auf  den  Kreis  der  mathematisch  Gebildeten  beschränkt  ist, 
in  der  Regel  ohne  Bezugnahme  auf  wahrscheinlichkeitstheore- 
tische Erwägungen  erfaßt  wird,  so  möchte  doch  zu  bestreiten 
sein,  daß  dies  unabhängig  von  jeder  Erfahrung  geschieht;  es 
braucht  sich  ja  nicht  um  eine  spezielle  Erfahrung  zu  han- 
deln, aber  eine  gewisse,  allgemeine,  nicht  scharf  umschriebene 
Erfahrung  liegt  immer  zugrunde. 

Mit  Höflers  Auffassung  läßt  sich  Jakob  Bernoullis 
Anschauung  in  Verbindung  bringen.  Aus  der  Ars  conjectandi 
geht  deutlich  hervor,  daß  Bernoulli  den  Inhalt  dessen,  was 
wir  heute  als  Gesetz  der  großen  Zahlen  bezeichnen,  als  apri- 
orische Erkenntnis  hinnahm  und  nun  bemüht  war,  dafür  einen 
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mathematischen  Beweis  zu  liefern,  eben  in  dem  nach  ihm  be- 
nannten Theorem.  Als  Beleg  dafür  mögen  die  folgenden  zwei 
Stellen  aus  dem  IV.  Teile  des  genannten  Werkes  gelten,  die 
ich  nach  der  Übersetzung  in  Ostwalds  Klassikern,  Nr.  108, 
S.  89 — 90,  zitiere:  „Dabei  (nämlich  bei  der  aposteriorischen  Be- 
stimmung einer  Wahrscheinlichkeit)  muß  angenommen 
werden,  daß  jedes  Ereignis  in  ebenso  vielen  Fällen  ein- 
treten oder  nicht  eintreten  kann,  als  vorher  bei  einem  gleichen 
Stande  der  Dinge  beobachtet  wurde,  daß  es  eingetreten  oder 
nicht  eingetreten  ist."  Und  später:  „Auch  leuchtet  jedem 
Menschen  ein,  daß  es  nicht  genügt,  nur  eine  oder  die  an- 
dere Beobachtung  anzustellen,  um  auf  diese  Weise  über  ein 
Ereignis  zu  urteilen,  sondern  daß  eine  große  Anzahl  von  Be- 
obachtungen erforderlich  sind.  Zuweilen  hat  schon  ein  recht 
einfältiger  Mensch  infolge  irgendeines  natürlichen 
Instinkts  von  sich  aus  und  ohne  jede  vorausgegangene  Un- 
terredung die  Erfahrung  gemacht  (was  wirklich  wunderbar 
ist),  daß  man,  je  mehr  Beobachtungen  vorliegen,  um  so  we- 
niger Gefahr  läuft,  von  der  Wahrheit  abzuirren.  Obgleich  nun 
dies  aus  der  Natur  der  Sache  von  jedem  eingesehen  wird, 
so  liegt  doch  der  auf  wissenschaftliche  Prinzipien  gegründete 
Beweis  nicht  auf  der  Hand,  und  es  liegt  mir  daher  ob,  ihn 
an  dieser  Stelle  zu  erbringen." 

An  einer  andern  Stelle  seiner  Logik ^  kennzeichnet  Höfler 
das  Verhältnis  zwischen  dem  Bemoullischen  Theorem  und  dem 
Gesetz  der  großen  Zahlen  in  einer  Weise,  die  mir  nicht  zu- 
treffend zu  sein  scheint.  Schon  bei  der  einfachen  Wahrschein- 
Uchkeitsaufgabe  sei  das  Auseinanderhalten  idealisieren- 
der Annahmen  (daß  der  Würfel  echt,  der  Wurf  ehrlich  .  -  . 
sei)  und  der  Vermutungen  über  üir  mehr  oder  weniger  an- 
näherndes Realisiertsein  geboten.  Und  für  ein  typi- 
sches Beispiel  solchen  Auseinanderhaltens  hält  er  das  apriori- 
sche Bemoullische  Theorem  einerseits  und  das  reale  Gesetz 
der  großen   Zahlen  anderseits.    Aber  auch  wenn   die  ideali- 
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sierenden  Annahmen  betreffend  die  Gleichmöglichkeit  der 
Fälle  in  aller  Strenge  erfüllt  wären,  bliebe  der  viel  tiefer  ge- 
hende  Unterschied  zwischen   Theorem  und   Gesetz  bestehen. 

52.  Nach  dem  vernichtenden  Urteil,  zu  dem  Sterzingerin 
seiner  logischen  Untersuchung  über  die  Grundlagen  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung hinsichtlich  des  Multiplikationssatzes, 
auch  für  unabhängige  Ereignisse,  gekommen  ist,  konnte  von 
ihm  auch  kein  anderes  Urteil  über  das  Bernoullische  Theorem 
erwartet  werden.  In  der  eingehenden  Kritik,  die  er  diesem 
widmet  10^  muß  einem  Satze  zugestimmt  werden,  nämlich  dem 
Ausspruche:  „Gilt  die  Wahrscheinlichkeitstheorie,  so  muß 
auch  das  Bernoullische  Theorem  gelten.  Und  gilt  das  Theorem 
von  Bernoulli  nicht,  so  gilt  auch  die  Wahrscheinlichkeitstheo- 
rie nicht."  Für  Sterzinger  war  schon  im  Sinne  der  zweiten 
Alternative  entschieden,  als  er  den  Produktsatz  verwarf.  In 
der  Tat,  die  ganze  Beweisführung  des  Bernoullischen  Theo- 
rems stützt  sich,  wenn  man  von  dem  mathematischen  Apparat 
absieht,  so  weit  er  mit  Wahrscheinlichkeitsgedanken  nichts 
zu  tun  hat,  auf  die  beiden  elementaren  Fälle  der  „Zusammen- 
setzung", auf  den  Produkt-  und  Summensatz. 

Was  über  die  Ableitung,  die  Sterzinger  eine  „kombina- 
torische Übung"  nennt,  gesagt  ist,  ist  zum  Teil  unzutreffend. 
Der  Fall  von  mehr  als  zwei  Ereignissen,  z.  B.  von  a,  b,  c,  d,  e,  f, 
kann  auf  den  Fall  von  zwei  Ereignissen  nicht  dadurch  zurück- 
geführt werden,  daß  man  die  zwei  Gruppen  a,  b,  c,  d  und  e,  f 
zu  je  einem  Ereignis  zusammenfaßt;  auf  diese  Art  sind  nicht 
alle  Anordnungen  der  sechs  Ereignisse  erzielbar.  Unrichtig 
ist  die  weitere  Behauptung,  daß  bei  einer  großen  Anzahl  von 
Versuchen  diejenige  Verteilung  die  wahrscheinlichste  ist,  in 
welcher  die  beiden  Gruppen  a,  b,  c,  d  und  e,  f  gleich  oft  vor- 
konmien. 

Nach  dieser  mangelhaften  Darstellung  läßt  Sterzinger 
einen  Vertreter  der  objektiven  Theorie  mit  einem   Vertreter 
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der  subjektiven  Auffassung  in  Diskussion  treten,  um  zu  dem 
Resultat  zu  kommen,  daß  keiner  von  beiden  dem  Theorem 
zustimmen  kann.  Die  Argumente  dafür  mögen  aus  der  folgen- 
den Ausführung  ersehen  werden.  Wenn  die  Wahrscheinlich- 
keiten der  einfachen  Ereignisse,  um  die  es  sich  bei  den  Wie- 
derholungen handelt,  noch  so  streng  objektiv  begründet  sind, 
so  genügt  das  für  die  auf  die  Wiederholung  gerichtete  Er- 
wartung nicht;  „es  könnte  ja  auch  der  Fall  eintreten,  daß  bei 
den  Variabein  (was  ist  darunter  zu  verstehen?)  gewisse  Ver- 
hältnisse vorwalten  oder  sich  einstellen,  die  auf  ein  Ereignis 
hinarbeiten,  ohne  selbes  kausal  zu  beeinflussen,  so  daß  die 
Chancen  trotzdem  konstant  bleiben".  Weiter:  „Es  kann  in 
einer  großen  Anzahl  von  Versuchen  ja  auch  eine  dem  Wahr- 
scheinlichkeitsansatze entsprechende  Verteilung  der  Ereignisse 
eintreten,  ohne  daß  dieselbe  nach  den  Gesetzen  der  Kombina- 
torik eingerichtet  ist."  Es  ist  schwer,  in  den  Sinn  dieser  Sätze 
einzudringen;  so  viel  aber  wird  maji  sagen  können,  daß  sie 
sachlich  begründete  Einwände  nicht  enthalten.  Was  das  Ver- 
hältnis des  Bemoullischen  Theorems,  soweit  dieses  für  Ster- 
zinger  noch  eine  Bedeutung  hat,  zum  wirklichen  Geschehen 
anlangt,  so  heißt  es,  daß  für  einen  Anhänger  der  objektiven 
Richtung  von  dem  Theorem  nichts  mehr  übrig  bleibe  als  der 
nackte  Satz,  „daß  in  einer  großen  Anzahl  von  Versuchsreihen 
bei  gewissen  Ereignisgattungen  (gemeint  sind  die  Zufalls- 
spiele )  eine  dem  Wahrscheinlichkeitsansatz  entsprechende  Ver- 
teilung dieser  Ereignisse  eintritt".  Damach  bliebe  weit  mehr 
übrig  als  das  Theorem  je  beweisen  wollte,  nämlich  eine  Aus- 
sage über  das  wirkliche  Geschehen.  Warum  von  einer  großen 
Anzahl  von  Versuchsreihen  gesprochen  wird,  ist  nicht  ver- 
ständlich. 

Mehr  Halt  haben  die  Bemerkungen  Sterzingers,  die  er 
vom  Standpunkte  der  extrem-subjektiven  Auffassung,  der  ab- 
solutes Nichtwissen  das  Konstitutive  an  der  Wahrscheinlich- 
keit bedeutet,  zum  Bemoullischen  Theorem  macht. 

Zum  Schlüsse  seiner  Kritik  kommt  Sterzinger  zu  einigen 


146  IV.  Die  Theoreme  von  Bernoulli  und  von  Poisson 

rechnerischen  Aufstellungen,  die  ein  bedenkliches  Licht  auf 
seine  Auslegung  der  Wahrscheinlichkeitssätze  werfen.  Es  han- 
delt sich  um  die  so  oft  erörterte  Frage,  ob  nach  einer  Anzahl 
von  Wiederholungen  eines  imd  desselben  Ereignisses,  Unab- 
hängigkeit den  Realisierungen  vorausgesetzt,  seine  Wahrschein- 
lichkeit noch  dieselbe  ist  wie  ursprünglich,  mit  andern  Wor- 
ten, ob  dann  das  entgegengesetzte  Ereignis  mit  der  gleichen 
Wahrscheinlichkeit  zu  erwarten  ist  wie  vor  dem  ersten  V^er- 
suche.  Hierzu  gibt  Sterzinger,  der  auf  dem  Standpunkte 
steht,  daß  diese  Frage  zu  verneinen  sei,  folgende  Rechnung: 
Ist  beim  Münzspiel  neunmal  nacheinander  Kopf  gefallen,  so 
ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  beim  10.  Wurf  Adler  fallen 
werde,  mit 

T   _  /1\10_  102?. 
V2/  1024 

anzusetzen.  Indessen  betrifft  diese  Wahrscheinlichkeit  einen 
ganz  andern  Sachbestand,  nämlich  den,  daß  in  10  bevorstehen- 
den Würfen  nicht  ausscTiließlich  Kopf  (oder  ausschließlich 
Adler)  fallen  werde.  Und  er  führt  aus  J.  Bert  rands  Calcul 
des  probabüites  noch  zwei  weitere  Lösungen  der  Frage  an, 
die  aber  wieder  ganz  andere  Tatbestände  betreffen;  die  eine 
bezieht  sich  auf  die  Wahrscheinlichkeit  der  Annahme,  die 
Kopfseite  sei  die  begünstigte,  wenn  man  ihr  Eintreten  ein- 
mal beobachtet  hat,  die  andere  auf  die  Wahrscheinlichkeit 
derselben  Annahme,  nachdem  Kopf  neunmal  nacheinander  be- 
obachtet worden  ist. 

53.  Die  aus  der  jüngsten  Zeit  stammende  Schrift  1^  £.  Zil 
sels  bezeichnet  das  Gesetz  der  großen  Zahlen  als  eines  ihrer 
Hauptthemen  und  verlangt  daher  an  dieser  Stelle  ein  nähe- 
res Eingehen.  Dem  Kernpunkt  der  darin  vertretenen  Auf- 
fassung, das  Gesetz  der  großen  Zahlen  sage  etwas  über  ein 
Naturverhalten  aus,  ist  zuzustimmen.  Zil  sei  zieht  daraus  die 
Folgerung,  daß  dem  Gesetz  nur  durch  eine  naturphüosophische 


I 


^^  Das    Anwendungsproblem.     Ein    philosophischer    Versuch    über    das 
Gesetz  der  großen  Zahlen  und  die  Induktion.     Leipzig  19 16. 
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Betrachtung  beizukommen  sei.  Er  unterscheidet  zwei  Formu- 
lierungen. Die  „ältere"  nimmt  den  Wahrscheinlichkeitsbegriff 
auf  und  sagt:  Bei  einer  großen  Anzahl  von  Wiederholungen 
eines  Zufallsspiels  ist  die  relative  Häufigkeit  jedes  Spielresul- 
tats nahezu  gleich  seiner  mathematischen  Wahrscheinlichkeit 
und  nähert  sich  ihr  mit  wachsender  Versuchszahl  noch  mehr. 
Die  „neuere"  vermeidet  den  Wahrscheinlichkeitsbegriff  und 
lautet:  In  großen  Versuchsreihen  eines  Zufallsspiels  ist  die 
relative  Häufigkeit  jedes  Spielresultats  ein  nahezu  konstanter, 
für  das  Spielresultat  charakteristischer  Bruch.  ^^ 

An  die  zweite  Formel  hält  sich  Zilsel  in  seinen  weiteren 
Ausführungen.  Die  Namengebung  des  Gesetzes  bemängelt  er 
aus  der  Erwägung,  daß  in  den  Naturgesetzen  sonst  nur  rela- 
tive Zahlen  vorkommen,  die  von  den  gewählten  Maßeinheiten 
abhängen,  während  es  sich  hier  um  absolute  (durch  den  Pro- 
zeß der  Zählung  erhaltene),  aber  nicht  bestimmbare,  vage 
Zahlen  handle.  Gegen  eingebürgerte  wissenschaftliche  Ter- 
mini ankämpfen  wird  meist  vergeblich  sein;  hier  ist  es  auch 
nicht  gerechtfertigt,  denn  mit  den  „großen  Zahlen"  ist  auf 
ein  wesentliches  Moment  hingewiesen. 

Nach  einer  Kritik  der  verschiedenen  Erklärungsversuche  für 
das  Gesetz  der  großen  Zahlen,  die  die  Bausteine  für  seine 
eigene  Untersuchung  liefern  soll,  geht  Zilsel  daran,  dieses 
Gesetz  ohne  Berufung  auf  die  Erfahrung  abzulei- 
ten. Aber  nach  meinem  Dafürhalten  hat  er  diese  Absicht  nicht 
verwirklicht  und  konnte  es  auch  nicht;  denn  die  naturphilo- 
sophischen Grundlagen,  auf  die  er  sich  stützt,  haben  unzweifel- 
haft empirischen   Ursprung:   Es   sind   die  folgenden: 

1.  Die  Lehre  von  der  .Ulverschiedenheit  oder  Naturmannig- 
faltigkeit, in  dem  Satze  gipfelnd:  „Es  gibt  keine  zwei  völlig 
gleichen  Dinge,  Ereignisse  oder  Vorgänge." 

2.  Die  Inhalt  -  Umfang  -  Relation.  Eine  Gruppe  von  Indi- 
viduen, die  unter  denselben  Begriff  fallen,  gibt  den  Begriffs- 

>*  S.  3,  12. 
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umfang;  den  Inbegriff  der  allen  diesen  Individuen  gemein- 
samen Eigenschaften  nenne  man  den  Begriffsinhalt.  Die  In- 
halt-Umfang- Relation  drückt  folgende  Tatsache  aus:  Mit 
wachsendem  Umfang  nimmt  der  Inhalt  ab  und  umgekehrt. 
Denn,  fügt  man  ein  neues  Individuum  hinzu,  vergrößert  also 
den  Umfang,  so  kann  im  besten  Falle  der  Inhalt  unverändert 
bleiben,  wenn  dieses  Individuum  alle  gemeinsamen  Eigen- 
schaften der  früheren  aufweist,  im  allgemeinen  aber  erfahren 
dadurch  die  gemeinsamen  Eigenschaften  eine  Minderung. 

3.  Einheit  der  Naturgesetzlichkeit.  Die  einzelnen  Naturge- 
setze erweisen  sich  als  besondere  Fälle  immer  höherer,  weil 
allgemeinerer  Gesetze,  und  es  entsteht  so  ein  aufsteigendes 
System  von  Naturgesetzen,  an  dessen  Spitze  als  allgemeinstes, 
abstraktestes  und  inhaltärmstes  das  Kausalgesetz  steht. 

4.  Die  Induktion.  Ihre  Beziehung  zum  Gesetz  der  großen 
Zahlen  liegt  darin,  daß  man  nur  auf  Grund  vieler  Beobach- 
tungen induzieren  will,  daß  also  auch  bei  der  Induktion  große 
absolute,  aber  vage  Zahlen  auftreten. 

Die  Hauptrolle  fällt  bei  der  weiteren  Beweisführung  der 
Inhalt  -  Umfang  -  Relation  zu.  Wie  sie  mit  dem  Gesetz  der  gro- 
ßen Zahlen  zusammenhängt,  möge  aus  den  folgenden  Dar- 
legungen ersehen  werden.  „Die  Natur  verschmäht  nicht  nur 
Wiederholung,  sondern  die  Dinge,  Ereignisse  zeigen  auch  die 
Tendenz,  in  jedem  einzelnen  Merkmal  abzuwechseln,  bei 
wachsendem  Umfang  nimmt  nicht  nur  der  Totalinhalt  (die 
Gesamtheit  aller  gemeinsarnen  Merkmale)  ab,  sondern  auch 
jeder  beliebige  Teil  des  Inhaltes  (irgendeine  Merkmalgruppe) 
strebt  nach  Abnahme."  In  einem  konkreten  Falle  also:  „Beim 
Würfelspiel  z.  B.  wird  dieser  Tendenz  entsprechend  ein  Dreier- 
wurf sich  nicht  unbegrenzt  oft  hintereinander  wiederholen  kön- 
nen; da  dasselbe  auch  von  jedem  andern  Würfelresultat  gilt, 
ja  auch  von  jeder  bestimmten  Aufeinanderfolge  von  Würfel- 
ergebnissen, so  wird  in  einer  großen  Anzahl  von  Würfen  in- 
folge der  einander  entgegengesetzten  Tendenzen  nach  Ab- 
wechslung sich  eine  prozentuelle  Verteilung  der  einzelnen  Spiel- 
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resultate  herauskristallisieren,  die  nur  von  den  Spielbedingun- 
gen abhängt,  also  offenbar  nahezu  konstant  immer  wieder- 
kehren wird." 

Zilsel  stellt  sich  die  Aufgabe,  den  vagen  Begriff  „Ten- 
denz" auszuschalten  und  die  Konstanz  der  Häufigkeitsperzente 
mit  logisch-mathematischer  Exaktheit  nachzuweisen. 
Dazu  benützt  er  einige  Begriffe  und  Sätze. 

Sind  /i,  I2  zwei  verschiedene  Merkmale  (Inhalte),  /^/g  ihre 
Verbindung,  so  soll  die  symbolische  Relation  ^^ 

ausdrücken,  daß  jedes  /^/g  das  /^  in  sich  schließt,  und  soll 
eine  Inhaltsinvolvenz  heißen.  Ihr  entspricht  dann  eine 
Umfangsinvolvenz,  die  aber  lautet: 

denn  offenkimdig  schließt  der  Umfang  aller  /^  den  Umfang 
aller  /1/2  in  sich,  und  da  ein  Umfang  einen  andern  nicht  in- 
volvieren kann,  ohne  ihm  gegenüber  reicher  an  Individuen, 
also  an  Umfangsgröße  überlegen  zu  sein,  so  ist 

U(I,)>U(IJ,), 

wenn  der  Querstrich  über  U  zur  Andeutung  seiner  Größe 
dient. 

Es  treten  zwei  weitere  Begriffe  als  wesentlich  in  den  Gang 
der  Deduktion  ein,  das  ist  einmal  der  bereits  (Nr.  33)  erörterte 
Begriff  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit, 
wie  ihn  Zilsel  faßt,  als  Verhältnis  zweier  Umfangsgrößen : 

darstellend  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses  /^/g  in  be- 
zug  auf  das  Ereignis  /j,  und  dann  der  Begriff  des  Abhängig - 


"  Zilsel  gebraucht  zur  Bezeichnung   der  Involvenz   den  Buchstaben  c\ 
seine  Formeln  werden  dadurch  oft  unübersichtlich. 
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keitskoeffizienten  als  jener  Zahl  x,  die  aus  der  Glei- 
chung 

UdJ,)  "    U{I,) 

hervorgeht  und  in  einem  bestimmten  Sinne  das  Maß  der  Ab- 
hängigkeit der  Ereignisse  /1/2  und  /^/g  von  einander  kenn- 
zeichnen soll;  nimmt  sie  den  Wert  i  an,  so  bedeutet  das  Un- 
abhängigkeit in  dem  Sinne,  daß  keiner  der  beiden  Inhalte 
den  andern  oder  der  dessen  Negation  involviert. 

Durch  einen  logischen  Kalkül,  dem  weder  Einfachheit  noch 
Klarheit  und  Überzeugungskraft  zuerkannt  werden  kann,  glaubt 
Zilsel  den  „exakten"  Beweis  geführt  zu  haben,  daß  die  re- 
lative Häufigkeit  eines  Ereignisses  sich  mit  wachsender  Zahl 
der  Wiederholungen  demjenigen  festen  Wert  als  Grenze  nä- 
hert, den  er  als  die  mathematische  Wahrscheinlichkeit  des 
betreffenden  Ereignisses  definiert  hat,  und  er  erklärt  schließ- 
lich 1^,  damit  sei  das  Gesetz  der  großen  Zahlen  streng  abge- 
leitet. Ich  habe  die  Überzeugung  davon  nicht  gewonnen,  ja, 
ich  halte  schon  die  Absicht,  einen  Beweis  geben  zu  wollen, 
für  verfehlt.  Es  ist  mehr  eine  lebhafte  Einbildungskraft  als 
ruhiges  Denken  in  der  ganzen  Beweisführung  wie  auch  in 
einigen  weiteren  Bemerkimgen,  die  Zilsel  zu  der  Sache  hinzu- 
fügt 1^:  „Wie  schnell  die  Annäherung  (an  die  mathematische 
Wahrscheinlichkeit)  stattfindet,  wie  groß  der  endliche  nicht 
allzugroße  Umfangszuwachs  (die  Vermehrung  der  Versuche) 
sein  muß,  nachdem  alle  echten  nicht  festgehaltenen  Inhalts- 
teile abgenommen  haben,  hängt  offenbar  vom  Phänomen  der 
Dispersion  ab.  Es  ist  mir  aber  noch  nicht  gelimgen,  die  ver- 
schiedenen Dispersionen,  die  Schnelligkeitsdifferenzen  der  An- 
näherung, durch  einen  logischen  Kalkül  zu  erfassen.  Gestützt 
auf  einige  Beweisversuche  vermute  ich,  daß  durch  Heranziehen 
der  Naturkontinuität  das  Phänomen  der  Dispersion  bewältigt 
werden  könnte." 

1*  S.  60.  ^^  S.  62. 
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Es  mag  begreiflich  sein,  wenn  der  mathematisch  Gesinnte 
einer  solchen  Naturphilosophie  weniger  Verständnis  entgegen- 
bringt. 

54.  Das  Theorem  von  Bernoulli  macht  die  wesentliche 
Voraussetzung,  daß  die  Wahrscheinlichkeiten  der  in  Betracht 
kommenden  Ereignisse  während  der  Wiederholungen  unver- 
ändert bleiben,  daß  also  die  Umstände,  von  welchen  der  Ein- 
tritt eines  Ereignisses  abhängt,  bei  dem  einen  Versuche  die- 
selben sind  wie  bei  irgendeinem  andern.  In  dieser  Vorausset- 
zung ist  auch  die  Unabhängigkeit  der  Wiederholungen  mit 
enthalten.  Sobald  man  das  Gebiet  der  Glücksspiele,  der  Ur- 
nen u.  ä.  verläßt,  wo  tatsächlich  die  Verhältnisse  genau  oder 
sehr  angenähert  so  liegen,  und  die  Aufmerksamkeit  Vorgängen 
in  der  Natur,  des  physischen,  moralischen,  sozialen  Lebens 
zuwendet,  die  mit  den  ersteren  das  Merkmal  der  Ungewißheit 
teilen,  somit  zu  ErwartungsbilduDgen  Anlaß  geben,  begegnet 
man  ganz  andern  Verhältnissen.  Die  Umstände,  welche  für  das 
Eintreffen  oder  Nichteintreffen  bestimmend  wird,  unterliegen 
von  einem  beobachteten  Fall  zum  andern  den  mannigfachsten 
Abänderungen,  so  daß  vor  jedem  einzelnen  Falle  mit  einer 
andern  Möglichkeit  und  Wahrscheinlichkeit  zu  rechnen  ist. 
Nun  hat  die  Erfahrung  gezeigt,  daß  auch  auf  solchen  Gebie- 
ten des  Geschehens,  trotz  der  Variabilität  im  Einzelnen,  im 
Großen  gewisse  Gesetzmäßigkeiten  sich  ausbilden  in  dem 
Sinne,  daß  zwischen  den  Zahlen,  welche  die  Statistik  des  Ge- 
schehens darstellen,  mehr  oder  weniger  konstante  Verhältnisse 
zu  beobachten  sind. 

P  o  i  s  s  o  n  war  es,  der  dieser  Sachlage  vom  theoretischen 
Standpunkte  zum  erstenmal  seine  Aufmerksamkeit  zuwandte 
und  an  die  Untersuchung  der  Frage  herantrat,  wie  es  sich  mit 
der  Erwartungsbildung  in  bezug  auf  die  Wiederholung  solcher 
Ereignisse  verhalte,  die  ihre  Wahrscheinlichkeit  von  Versuch 
zu  Versuch  oder  von  einer  Beobachtung  zur  andern  verändern. 
Er  war  es  auch,  der  für  die  am  wirklichen  Geschehen 
jeglicher  Art  wahrgenommene   Gesetzmäßigkeit  den  Na- 
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men  „Gesetz  der  großen  Zahlen"  schuf.  Mit  dem  nach  ihm 
benannten  Theorem  suchte  er  diese  Gesetzmäßigkeit  ebenso 
zu  rechtfertigen,  zu  erklären,  wie  es  Jakob  Bernoulli  hin- 
sichtlich der  Glücksspiele  getan  hat,  dem  er  allerdings  all- 
gemeine, also  auch  die  von  Poisson  aufgegriffene  Sachlage 
umfassende  Geltung  zuschrieb,  wie  aus  den  Schlußworten  der 
Ars  conjectandi  zu  entnehmen  ist :  „Wenn  also  alle  Ereignisse 
durch  alle  Ewigkeit  hindurch  fortgesetzt  beobachtet  würden, 
SQ^würde  man  finden,  daß  alles  in  der  Welt  aus  bestimmten 
Gründen  und  in  bestimmter  Gesetzmäßigkeit  geschieht.  ..." 

Um  mit  der  mathematischen  Untersuchung  einsetzen  zu  kön- 
nen, mußte  das  Untersuchungsobjekt,  das  sich  in  seiner  un- 
begrenzten Mannigfaltigkeit  der  vollständigen  Erfassung  ent- 
zieht, unter  ein  Schema  gebracht  werden,  und  zwar  unter  ein 
solches,  das  sich  zur  Aufstellung  von  Möglichkeiten  und  Wahr- 
scheinlichkeiten eignet.  Die  Gedanken,  die  hierbei  leitend  wa- 
ren, sind  wesentlich  für  die  Bildung  eines  Urteils  darüber, 
ob  die  theoretischen  Ergebnisse  übertragbar  seien  auf  die  wirk- 
lichen Sachlagen. 

Zuerst  präzisiert  Poisson  den  Begriff  der  „Ursache",  wie 
er  ihn  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  verstanden  wissen 
will!'':  „Wenn  man  im  gewöhnlichen  Leben  sagt,  daß  irgend 
etwas  die  Ursache  von  einem  Ereignis  ist,  so  schreibt  man 
diesem  Etwas  die  Fähigkeit  zu,  dieses  Ereignis  notwendig 
hervorbringen  zu  müssen,  ohne  jedoch  damit  ausdrücken  zu 
wollen,  daß  man  die  Natur  dieser  Kraft  oder  Fähigkeit  und 
die  Art  ihrer  Wirkung  kenne."  In  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung aber  werde  der  Ausdruck  Ursache  in  einer  ausge- 
dehnteren Bedeutung  genommen,  indem  man  hier  unter  einer 
Ursache  C  irgendeines  Ereignisses  E  dasjenige  versteht,  wel- 
ches dem  Stattfinden  des  Ereignisses  E  die  ihm  eigentüm- 
liche abstrakte  Wahrscheinlichkeit  erteilt,  während  in  der  ge- 
wöhnlichen Bedeutung  des  Wortes  C  die  Ursache  dieser  Wahr- 

^^  Recherches  sur  la  probabilite  etc.  Paris  1837;  deutsche  Übersetzung 
von  H.  Schnuse.     Braunschweig  1841.    S.  50. 
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scheinlichkeit  und  nicht  die  des  Ereignisses  selbst  wäre,  und 
wenn  das  Ereignis  wirklich  stattfindet,  so  wird  dieses  durch 
die  Vereinigung  der  Ursache  C  mit  andern  Ursachen  oder 
Umständen,  welche  auf  die  eigene  abstrakte  Wahrscheinlich- 
keit dieses  Ereignisses  keinen  Einfluß  haben,  bewirkt. 

Der  erste  Satz,  den  Poisson  aufstellt,  hat  folgenden  In- 
halt. Über  ein  Ereignis  E  werden  (i*  Versuche  angestellt;  bei 
diesen  habe  das  Ereignis  der  Reihenfolge  nach  die  Wahr- 
scheinlichkeiten/j, /g»  "'Pu'    Ihrem  arithmetischen  Mittel 

und  seinem  Komplement  i  —  /*,  das  zugleich  das  arithmetische 
Mittel  der  Gegenwahrscheinlii  hkeiten  i  — p^,  i  — /g»  •••  i  ==/„ 
ist,  kommt  wahrscheinHchkeitstheoretisch  die  Bedeutung  zu, 

daß  die  relative  Häufigkeit  —  von  E  mit  um  so  größerer  Wahr- 
scheinlichkeit in  einem  beliebig  engen,  P  umgebenden  Inter- 
vall zu  erwarten  ist,  je  größer  die  Zahl  der  Versuche,  je  größer 

also  fi  ist.  Analoges  gilt  von  der  relativen  Häufigkeit  —  von  E 
in  bezug  auf  die  Größe  i — P. 

Diese  Konstruktion  paßt  jedoch  nicht  auf  die  Sachverhalte, 
die  getroffen  werden  sollen.  Denn  bei  der  eben  dargestellten 
Sachlage  sind  die  Wahrscheinlichkeiten  bei  den  einzelnen  Ver- 
suchen als  gegeben,  also  als  im  voraus  bekannt  vorausgesetzt. 
Bei  den  Ereignissen  aber,  um  deren  theoretische  Bewältigung 
es  sich  handelt,  variiert  die  Wahrscheinlichkeit  auf  beliebige, 
im  voraus  unbekannte  Weise.  Dem  Rechnung  zu  tragen,  kon- 
struiert Poisson  den  folgenden  Sachverhalt,  auf  den  sich 
sein  zweiter  Satz  bezieht. 

Das  Ereignis  E  könne  bei  jedem  der  angestellten  Versuche 
einer  von  den  einander  ausschHeßenden  Ursachen  Cj,  Cj,  ...  C^ 
entspringen;  sei  n^  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  bei  irgendeinem 
Versuche  die  Ursache  C.  gelte,  und  sei  weiter  bei  dem  Vorhan- 
densein dieser  Ursache  das  Ereignis  E  mit  der  Wahrscheinlich- 

Wiss.  u.  Hyp.  24:  C ruber,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  1 1 
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keit />.  zu  erwarten,  so  kommt  dem  Ereignis  E  \ot  jedem  Ver- 
suche die  Wahrscheinlichkeit 

^=  ^xPi  +  ^2pi  H h  ^vA 

zu." 

Der  Satz  besagt  nun:  Wie  groß  die  Zahl  der  Versuche  im 
Vergleiche  zur  Zahl  v  sein  möge,  wenn  sie  nur  an  sich  groß  ge- 
nug ist,  immer  wird  der  Mittelwert/  der  in  den  einzelnen  Ver- 
suchen wirklich  geltenden  Wahrscheinlichkeiten  von  E  um  so 
näher  an  P  zu  erwarten  sein,  je  größer  jli  ist.  —  Die  Zahlenreihen 
TTj,  Ttj, . . .  n^  und  p^ip^, . .  ./>,.  in  ihrer  gliedweisen  Zuordnung  nennt 
Poisson  das  Wahrscheinlichkeitsgesetz  des  betreffenden 
Erscheinungsgebiets  oder  auch  seiner  Ursachen. 

Dem  ersten  Satze  zufolge  hat  man  bei  entsprechender  Wahl 
von   m  mit   einer   beliebig    hohen   Wahrscheinlichkeit    zu    erwar- 

Tft 

ten,  die   relative  Häufigkeit        von  E  werde   nicht  über   ein  ge- 

wisses,  beliebig  beschränktes  Maß  von  dem  Durchschnitt  der 
bei  den  Versuchen  wirklich  geltenden  Wahrscheinlichkeiten 
abweichen,  und  gemäß  dem  zweiten  Satze  wiederum  ist,  und 
zwar  wieder  mit  einer  beliebig  hohen  Wahrscheinlichkeit,  wenn 
nur  |[t'  dementsprechend  gewählt  wird,  zu  erwarten,  dieser  Durch- 
schnitt werde  sich  nicht  über  ein  gewisses  Maß  von  P  entfernen. 
Für  eine  zweite  Reihe  von  ^'  Versuchen  gelten,  sofern  sie 
umfangreich  genug  ist,  dieselben  Aussagen,  wiederum  darf 
man  mit  einer  hohen  Wahrscheinlichkeit   erwarten,   daß   die 


^'  Wahrscheinlichkeilen,  die  nach  Art  von  P  und  P  aus  anderen  Wahr- 
scheinlichkeiten  gebildet  sind,  bezeichnet  man  als  Durchschnittswahrschein- 
lichkeiten. Auf  den  wesentlichen  Unterschied  zwischen  dem  Falle  mit  P, 
wo  bei  jedem  Versuche  eine  bestimmte  Wahrscheinlichkeit  stattfindet,  und 
dem  Falle  mit  P,  wo  die  Wahrscheinlichkeit  bei  jedem  Versuche  im  vor- 
hinein unbestimmt  ist,  hat  L.  v.  Bortkiewicz  hingewiesen  und  die  beiden 
Fälle  durch  die  Bezeichnungen  „konstant  zusammengesetzte  Durch  Schnitts - 
Wahrscheinlichkeit"  und  „Durchschnittswahrscheinlichkeit  im  eigentlichen 
Sinne"  auseinandergehalten.  Krit.  Betracht,  z.  theoret.  Statistik,  Jahrb.  f. 
Nationalökon.  u.  Stat.,  3.  Reihe,  Bd.  8  (1894),  insbes.  S.  650  ff. 
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relative  Häutigkeit  —r  von  E  nicht  erheblich  von  dem  nunmehri- 
gen Mittelwert  p  der  wirklichen  Wahrscheinlichkeiten  und 
dieser  seinerseits  nicht  erheblich  von  P  abweichen  werde.  Bei- 
des zusammen  rechtfertigt  den  Schluß,  daß  bei  hinreichend 
großem   Umfang   zweier  Wiederholungsreihen   die   sich   aus- 

tfi  tyi' 

bildenden  relativen  Häufigkeiten  —  und  —r  mit  großer  Wahr- 
scheinlichkeit nicht  über  ein  gewisses,  im  voraus  festgesetz- 
tes Maß  voneinander  differieren  werden.  Wesentliche  Vor- 
aussetzung dabei  ist,  daß  das  Wahrscheinlichkeitsgesetz  der 
Ursachen  von  der  einen  Versuchsreihe  zur  andern  keine  solche 
Änderung  erfahren  hat,    daß   dadurch   der  Wert  von  P  beein- 

flußt  wäre.    Fällt  — r  erheblich  verschieden  von  —  aus,  so  weist 
^  \i 

dies  darauf  hin,  daß  vermutlich  von  der  ersten  Reihe  zur  zwei- 
ten im  Wahrscheinlichkeitsgesetz  eine  Änderung  eingetreten 
ist,  die  darin  bestehen  kann,  daß  Ursachen  aus  dem  Bereich 
der  Möglichkeit  ausgeschieden,  neue  aufgetreten,  oder  daß 
die  Wahrscheinlichkeiten,  mit  welchen  das  Ereignis  aus  den 
verschiedenen  Ursachen  zu  erwarten  ist,  andere  geworden  sind. 
Man  sieht,  das  Schema  besitzt  große  Beweglichkeit,  wenn  es 
auch  niemals  den  natürlichen  Verhältnissen  adäquat  sein  wird. 

In  dem  mathematischen  Beweis  der  beiden  ihrem  gedank- 
lichen Inhalt  nach  angeführten  Sätze  erblickt  Poisson  die 
Erklärung  oder  Rechtfertigung  des  Gesetzes  der  großen  Zah- 
len, dessen  wesentliche  Aussage  ja  die  angenäherte  Konstanz 
der  relativen  Häufigkeit  bildet. 

Für  Poissons  Auffassung  betreffend  das  Verhältnis  des 
Gesetzes  zur  Wahrscheinlichkeitstheorie  ist  die  folgende  Aus- 
führung kennzeichnend  i^ :  ^,Die  fast  vollkommene  Unveränder- 

lichkeit   dieses  Verhältnisses  -     für  jede  Art  von  Ereignissen  ist 

ein  sehr  bemerkenswertes  Faktum,  wenn  man  alle 
Veränderungen     der    Wahrscheinlichkeiten     während      einer 

18    C      ,  I  . 
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langen  Reihe  von  Versuchen  in  Betracht  zieht.  Man  könnte 
geneigt  sein,  sie  einer  geheimen  Ursache  zuzuschreiben,  welche 
von  den  physischen  oder  moralischen  Ursachen  der  Erschei- 
nungen verschieden  ist.  Allein  die  Theorie  der  Wahrschein- 
lichkeit zeigt  uns,  daß  diese  Unveränderlichkeit  not- 
wendig ist,  solange  das  Wahrscheinlichkeitsgesetz  der  Ur- 
sachen für  jede  Art  von  Ereignissen  sich  nicht  ändert,  so  daß 
man  sie  in  jedem  Falle  als  den  Normalzustand  der  Dinge, 
welcher  von  selbst  und  ohne  Hilfe  irgendeiner  fremden  Ur- 
sache stattfindet,  und  im  GegenteÜ  zu  einer  merklichen  Än- 
derung eine  solche  Ursache  erforderlich  wäre,  betrachten  muß. 
Man  kann  diesen  natürlichen  oder  Normalzustand  mit  dem 
Ruhezustande  der  Körper  vergleichen,  welcher  vermöge  der 
bloßen  Trägheit  der  Materie  so  lange  stattfindet,  als  er  von 
keiner  fremden  Ursache  aufgehoben  wird."  Kann  man  aus 
diesen  Worten  einerseits  entnehmen,  daß  Poisson  das  Gesetz 
der  großen  Zahlen  als  eine  Erfahrungstatsache  hinnimmt,  so 
scheint  anderseits  aus  der  Wendung,  wonach  aus  der  großen 
Wahrscheinlichkeit  auf  Notwendigkeit  geschlossen  werden  soll, 
hervorzugehen,  daß  Poisson  in  der  Wahrscheinlichkeit  eine 
Aussage  über  das  wirkliche  Geschehen  erblickt,  daß  ihm  ge- 
wissermaßen ein  Axiom  des  Inhalts:  „Die  Wahrscheinlich- 
keit ist  ein  Maß  für  das  wirkliche  Geschehen"  vorschwebt. 
In  dieser  Meinung  wird  man  bestärkt  durch  eine  Stelle  der 
„Note  sur  la  loi  des  grands  nombres"  i^,  wo  es  heißt:  j,D'apres  W 
ce  theoreme  (theoreme  de  Bernoulli)  les  evenements  arrivent 
ä  tres  peu  pres,  dans  une  longue  serie  d'epreuves,  proportio- 
nellement  ä  leurs  probabilites  respectives;  mais  on  ne  doit  pas 
perdre  de  vue  qu'ü  suppose  que  ces  chances  demeurent  con- 
stantes;  or,  au  contraire,  les  chances  des  phenomenes  physi- 
ques  et  des  choses  morales  varient  presque  toujours  continuelle- 
ment  sans  aucune  regularites  et  souvent  dans  une  grande 
etendue."  Auch  hier  also,  wo  das  Gesetz  der  großen  Zahlen 
in  beiden  Formen,  in  bezug  auf  konstante  und  auf  veränderliche 
^®  Comptes  rendus,  t.  II  (1836),  p.  378. 
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Ausgangswahrscheinlichkeiten  gemeint  ist,  wird  eine  Wendung 
gebraucht,  wonach  in.  einem  Wahrscheinlichkeitssatze  eine  Aus- 
sage über  das  Geschehen  zu  erblicken  wäre.  Hieraus  scheinen 
Meinungsdifferenzen  entstanden  zu  sein,  schon  als  Poisson 
der  Akademie  die  erste  Mitteilung  über  sein  Werk  und  das 
darin  zum  erstenmal  ausgesprochene  Gesetz  der  großen  Zah- 
len machte. 20  Darauf  weist  eine  Bemerkung  hin,  welche  Na- 
vier  in  der  abgeführten  Diskussion  vorbrachte,  dahingehend, 
die  Mehrzahl  der  Einwendungen,  die  von  manchen  Seiten 
gegen  die  Wahrscheinlichkeitsrechmmg  erhoben  würden, 
stamme  daher,  daß  man  glaube,  die  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung prätendiere,  anzugeben  imstande  zu  sein,  daß  dieses  oder 
jenes  Ereignis  stattfinden  werde,  während  ihre  Leistung  nur 
in  der  Bewertung  der  Wahrscheinlichkeiten  verschiedener  Er- 
eignisse bestehe,  die  man  als  mögliche  voraussetzt.  21 

V.  Kausalität  und  Zufall. 

55.  Die  aufmerksame  Betrachtung,  die  „Beobachtung"  der 
uns  umgebenden  Welt  und  der  in  ihr  sich  vollziehenden  Än- 
derungen, verbunden  mit  dem  Gedächtnis,  der  Aufbewahrung 
von  Resten  der  Wahmehmimg  und  der  Fähigkeit  ihrer  Re- 


'°  Comptes  rendus,  t.  I  (1835),  p.  473 sq. 

'*  Hinsichtlich  der  in  diesem  Kapitel  behandelten  Gegenstände  ver- 
gleiche man  die  kritischen  Bemerkungen,  die  L.  v.  Bortkiewicz  im  §  2 
des  zweiten  Kapitels  seiner  jüngsten  Schrift:  Die  Iterationen.  Ein  Beitrag 
zur  Wahrscheinlichkeitstheorie.  Berlin  191 7,  beibringt.  Besonders  bemer- 
kenswert sind  seine  Ausführungen  darüber,  was  der  eigentliche  Inhalt  der 
unter  den  Namen  von  Bernoulli  und  von  Poisson  geführten  Theoreme 
sei,  welche  Rolle  dabei  die  grundsätzlich  verschiedenen  Begriffe  einer  ele- 
mentaren, einer  konstant  zusammengesetzten  und  einer  Durchschnittswahr- 
scheinlichkeit im  eigentlichen  Sinne  zufällt,  und  welche  Stellung  das  Gesetz 
der  großen  Zahlen  zu  den  Theoremen  und  diesen  Begriffen  einnimmt.  Ent- 
sprechend seiner  Absicht,  in  der  genannten  Schrift  nur  die  Hilfsmittel  der 
elementaren  Mathematik  in  Anspruch  zu  nehmen,  kehrt  Bortkiewicz  be- 
züglich des  BemouUischen  Theorems  zu  den  Gedankenbildungen  der  Ori- 
ginalquelle, des  Ars  conjectandi,  zurück.     Mit  voller  Deutlichkeit  wird  die 
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Produktion,  das  sind  die  Grundlagen  des  Denkens  über  die 
Welt  und  das  Weltgeschehen.  Die  Wiederkehr  bestimmter 
Folgen  im  Geschehen  erweckt 'das  Verlangen  nach  der  Erkennt- 
nis eines  darin  vermuteten  Zusammenhanges,  der  Erkenntnis 
von  Gesetzmäßigkeiten,  die  das  Geschehen  beherrschen.,  Mit 
dem  Suchen  nach  solchen  Zusammenhängen  und  Gesetzmäßig- 
keiten beginnt  die  Wissenschaft,  die  Forschung.  In  der  Aus- 
bildung der  Methoden  dieses  Suchens,  in  der  Vervollkomm- 
nung der  Art  des  Ausdrucks  und  der  Aufbewahrung  der  ge- 
wonnenen Ergebnisse  spricht  sich  der  wissenschaftliche  Fort- 
schritt aus.  Eine  mächtige  Triebfeder  im  wissenschaftlichen 
Denken  ist  der  dem  Menschen  innewohnende  Drang,  bei  jeder 
Veränderung  der  ihn  umgebenden  Welt,  bei  jedem  Geschehen 
also,  mit  der  Frage  „Warum"  einzusetzen,  oder,  um  gleich  das 
vielsagende  Wort  zu  gebrauchen,  nach  der  Ursache  des  Ge- 
schehens zu  fragen.  Der  Kausalitätsdrang  oder  das  Kausali- 
tätsbedürfnis muß  sonach  als  die  Wurzel  der  Wissenschaft 
angesehen  werden.    Die   Betätigung  dieses    Bedürfnisses   auf 


Meinung  zum  Ausdruck  gebracht,  das  „Gesetz  der  großen  Zahlen  im  Sinne 
Poissons"  sei  nichts  anderes  als  das  „Gesetz  der  großen  Zahlen  im  Sinne 
Bernoullis",  wenn  dieses  letztere  von  elementaren  Wahrscheinlichkeiten  ver- 
allgemeinert wird  auf  Durchschnittswahrscheinlichkeiten  im  eigentlichen 
Sinne.  Eine  die  beiden  Fälle  umschließende  Formulierung  hätte  nach  Bort- 
kiewicz  zu  lauten*):  „Besteht  für  das  Eintreffen  eines  Ereignisses  bei 
jedem  Versuche  die  Wahrscheinlichkeit  p  [gleichgültig,  ob  es  sich  um 
eine  elementare  oder  um  eine  Durchschnittswahrscheinlichkeit  im  eigent- 
lichen Sinne  handelt],  so  strebt  die  Wahrscheinlichkeit  W  für  das  Verhält- 
nis der  Ereigniszahl  m  zur  Versuchszahl  s,  zwischen  Grenzen^  —  8  und 
P  •\-  8y  wo  8  eine  beliebig  kleine  positive  Größe  ist,  enthalten  zu  sein,  der 
Einheit,   somit  der  Gewißheit,   zu,    wobei  W  ausschließlich  eine  Funktion 

der  Größe  y  =  d  l/  —r-, r  ist."     Ich  vermag  in   dieser  Fassung  nicht 

y  2p  (I  —p) 

den  Ausdruck  des  Gesetzes  der  großen  Zahlen  zu  erblicken,  vielmehr  ist 
dies  nach  meinem  Dafürhalten  die  Formulierung  für  einen  Wahrscheinlich- 
keitssatz, den  man  als  „das  vereinigte  Bernoulli-Poissonsche  Theorem"  be- 
zeichnen könnte. 


*)  S.  54,  mit  einer  unwesentlichen  Abänderung  des  Wortlautes. 
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den  mannigfachsten  Tatsachengebieten,  die  den  Gegenstand 
der  verschiedenen  Einzelwissenschaften  bilden,  hat  schließlich 
zu  der  Auffassung  geführt,  daß  alles  Geschehen  in  einem 
kausalen  Zusammenhange  stehe,  in  welchem  Ursache  und  Wir- 
kung in  beständigem  Wechsel  aufeinander  folgen,  und  daß 
es  nichts  gibt,  was  außerhalb  dieses  Zusammenhanges  stünde. 

So  mannigfach  das  Geschehen,  so  verwirrend  es  wirken 
kann,  ehe  ein  Einblick  gewonnen  ist,  so  schwierig  ist  es,  die 
Begriffe  „Ursache"  und  „Wirkung"  zu  erfassen,  die  all  dies 
beherrschen  sollen.  Es  kann  daher  nicht  wundernehmen,  daß 
diese  Begriffe  selbst  Gegenstand  umfangreicher  Forschung  ge- 
worden sind  und  daß  sich  bezüglich  ihrer  Auslegung  die  ver- 
schiedensten Auffassungen  ausgebildet  haben,  die  zu  einer 
Einigung  wohl  niemals  kommen  werden.  Die  kausalen  Be- 
ziehungen werden  in  Kausalurteilen'  zum  Ausdruck  ge- 
bracht. Jedes  solche  Urteil  enthält  die  Behauptung,  daß  ein 
bestimmtes  U  (Ursache)  mit  einem  bestimmten  W  (Wirkung) 
notwendig  verbunden  sei.  Notwendigkeit  ist  also  die 
Kopula,  die  Ursache  und  Wirkung  miteinander  verbindet. 

Der  Weg  zur  Gewinnung  spezieller  Kausalurteile  ist 
die  Erfahrung.  Erfahrung  kann  niemals  zu  einem  Gewiß- 
heitsurteü  führen.  Die  speziellen  Kausalurteile  stellen  sich  also 
vom  logischen  Gesichtspunkte  aus  als  VermutungsurteÜe  dar, 
d.  h.  die  Notwendigkeit  des  Zusammenhanges  zwischen  dem, 
was  Ursache,  und  dem,  was  Wirkung  sein  soll,  wird  bloß 
vermutet;  der  Grad  dieser  Vermutung,  ihre  Stärke,  kann  durch 
häufige  Wiederholung  derselben  Erfahrung  gesteigert,  die  Ver- 
mutung der  Gewißheit  genähert  werden. 

Über  der  unübersehbaren  Menge  spezieller  Kausalurteile, 
zu  denen  das  tägliche  Leben  führt  und  in  welchen  die  einzel- 
nen Wissenschaften  die  Ergebnisse  ihrer  Forschung  zusam- 
menfassen, steht  der  Grundsatz  der  Kausalität,  das 
allgemeine  Kausalgesetz.  Dieses  Gesetz  spricht  die For- 
denmg  aus,  daß  jeder  Vorgang  als  eine  Wirkung  zu 
denken  sei,  die  zureichende  Ursachen  ihrer  Wirk- 


l(3o  V.  Kausalität  und  Zufall 

lichkeit  voraussetzt. ^  In  kürzerer  Form  wird  dies  meist 
in  dem  lapidaren  Satze  ausgedrückt:  Jede  Wirkung  hat 
ihre  Ursache. 

Bezüglich  der  logischen  Dignität  dieses  Gesetzes  herrscht 
auch  nicht  eine  einheitliche  Meinung.  Unstreitig  hat  dasselbe 
eine  empirische  Grundlage ;  aber  sicher  kommt  ihm  ein  höherer 
Erkenntniswert  zu  als  irgendeinem  besondem  Kausalurteil; 
denn  alle  diese  haben  in  ihm  ihre  gemeinsame  Wurzel.  Trotz- 
dem wird  ihm  von  mancher  Seite  Geltung  nur  mit  einer, 
wenn  auch  hohen  Vermutungsstärke  zuerkannt  2,  während  ihm 
von  anderer  Seite  Denknotwendigkeit  eingeräumt  wird 3, 
also  sichere  Geltung.  Es  kann  kein  Zweifel  darüber  obwalten, 
auf  welchen  dieser  beiden  extremen  Standpunkte  sich  die  Na- 
turforscher stellen:  ihnen  erscheint  das  allgemeine  Kausal- 
gesetz als  eine  apriorische  Erkenntnis,  als  eine  solche 
also,  die  nicht  erst  der  Begründimg  durch  die  Erfahrung  be- 
darf. 

Im  Gebiete  des  Idealen  gibt  es  eine  Beziehung,  die  in  ge- 
wissem Sinne  dem  Zusammenhang  zwischen  Ursache  und  Wir- 
kung analog,  aber  in  einem  wesentlichen  Punkte  von  ihr  ver- 
schieden ist.  Es  ist  die  Beziehung  zwischen  „Grund"  und 
„Folge",  wie  sie  in  den  als  hypothetische  Urteile  bezeichneten 
Denkprodukten  zum  Ausdruck  kommt.  Der  wesentliche  Un- 
terschied besteht  darin,  daß  es  sich  hier  um  eine  logische 
Beziehung  zwischen  Vorstellungsinhalten  handelt,  während  in 
den  Kausalurteilen  eine  reale  Beziehung  zwischen  wirklichen 
Vorgängen  behauptet  wird.  Diese  Scheidung  \^ird  nicht  immer 
gemacht;  werden  ja  doch  auch  Kausalurteile  in  der  Form 
hypothetischer  UrteÜe  ausgesprochen.  Bleibt  man  bei  dem 
Worte  „Grund"  für  beide  Arten  von  Beziehungen,  so  kann 
die  Unterscheidung  durch  die  Wortbildungen  „Realgrund"  für 


^  B.  Erdmann,  Logik  I,  2.  Aufl.   1907,  S.  422. 
»  Z.  B.  A.  Höfler,  Logik,  2.  Aufl.,  §  76. 
'  B.  Er.dmann,  Logik  I,  2.  Aufl.,  S.  570. 
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Ursachen  und  „Erkenntnisgnind"  für  den  logischen  Grund 
getroffen  werden. 

56.  Dem  vielgestaltigen  und  darum  so  schwer  in  Worte 
faßbaren  Begriff  der  Ursache  haften  aus  einer  früheren  Zeit 
mancherlei  Unklarheiten  an,  in  denen  man  sogar  einen  Anlaß 
dazu  finden  wollte,  das  Wort  Ursache,  zumal  aus  der  Sprache 
der  Wissenschaft,  auszuscheiden.  Daß  der  gewöhnliche  Sprach- 
gebrauch eine  solche  Reform  nicht  vertragen  würde,  steht  wohl 
sicher,  aber  auch  die  wissenschaftliche  Terminologie  würde 
sich  dieses  im  Denken  so  festgewurzelten  Wortes  kaum  be- 
geben wollen.  Es  scheint  dies  auch  nicht  notwendig  zu  sein, 
wenn  man  den  Begriff  nur  weit  genug  faßt,  um  den  einen  der 
Mängel  zu  beheben,  von  welchen  oben  die  Rede  war.  Man 
weist  nämlich  darauf  hin,  daß  es  üblich  sei,  bei  jedem  Ge- 
schehen von  einer  Ursache  zu  reden,  die  Aufgabe  der  Wissen- 
schaft in  dem  Auffinden  „der"  Ursache  zu  erblicken  und  in 
„der"  Ursache  die  Erklärung  oder  Aufklärung  der  betreffen- 
den Geschehens  zu  sehen,  während  es  sich  doch  in  keinem 
einzelnen  Falle  um  ein  Einzelnes,  ein  Einfaches,  handle,  an 
das  sich  das  Geschehen  mit  Notwendigkeit  knüpft.  Diesem 
Bedenken  kann  begegnet  werden,  indem  man  unter  Ursache 
etwas  Komplexes,  nämlich  die  Zusammenfassung  alles  dessen 
versteht,  was  die  Wirkung,  das  betreffende  Geschehen,  zur 
tatsächlichen  Folge  hat.  Dieser  Sinn  wird  dem  Worte  Ur- 
sache in  den  Naturwissenschaften  jetzt  wohl  allgemein  unterlegt. 

Es  wird  des  weiteren  darauf  hingewiesen,  daß  dem  Worte 
aus  einer  früheren  Zeit  ein  mystischer  Rest  anhafte,  daher 
kommend,  daß  man  dabei  an  ein  selbständiges,  außerhalb 
des  Geschehens  bestehendes  Agens  dachte,  durch  dessen  Ein- 
greifen das  Geschehen  erst  zustandekommt.  Unleugbar  gemah- 
nen manche  Redewendungen  an  eine  solche  Vorstellung,  so, 
wenn  man  vom  „Anfangen"  eines  Geschehens  spricht  und  da- 
durch den  Gedanken  erweckt,  als  ob  für  dieses  Anfangen,  für 
die  „Einleitung"  des  Geschehens,  etwas  besonderes  erforder- 
lich wäre;  von  da  ab  ginge  es  von  selbst. 
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57.  Aus  solchen  Erwägungen  ist  der  Versuch  hervorgegan- 
gen, die  kausale  Betrachtungsweise  aus  der  Wissenschaft  aus- 
zuschalten und  durch  eine  andere,  die  konditionale,  zu  er- 
setzen.* Eine  kurze  Besprechung  dieses  Versuchs  empfiehlt 
sich  schon  darum,  weil  sie  Gelegenheit  bietet,  auf  die  hier  in 
Betracht  kommenden  Einzelheiten  des  näheren  einzugehen. 

Den  Ausgang  nimmt  der  Konditionismus  von  dem  Satze, 
daß  jedes  Geschehen  von  einer  Mehrheit  von  „Faktoren" 
(mindestens  von  zweien)  abhängt.  Die  kausale  Auffassung 
begehe  den  Fehler,  daß  sie  einen  dieser  Faktoren  bevorzugt 
und  den  andern  als  „Ursache"  gegenüberstellt.  Es  sei  dies 
zumeist  derjenige  Faktor,  von  dem  man  meint,  daß  er  als 
letzter  auftrat  und  das  Geschehen  auslöste  —  darum  „die  letzte 
Ursache".  Die  Unzulänglichkeit  einer  solchen  Auf fassung  zeige 
sich  in  den  Zweifeln,  die  sich  einstellen,  wenn  mehrere  Fak- 
toren vorhanden  sind,  die  auf  die  Vorzugsbezeichnung  Ursache 
Anspruch  zu  haben  scheinen.  Beispiele:  Wenn  bei  einem  töd- 
lichen Unfall  mehrere  schwere  Verletzungen  von  Organen  fest- 
gestellt werden,  welche  von  ihnen  war  die  (eigentliche)  Todes- 
ursache ?  —  An  einer  Leiche  sind  äußere  Verletzungen  vorge- 
funden, bei  der  Obduktion  aber  auch  eine  innere  Krankheit 
in  weit  vorgeschrittenem  Stadium  erkannt  worden;  waren  die 
Verletzungen  oder  war  die  Krankheit  die  (eigentliche)  Todes- 
ursache ? 

Diese  unberechtigt  ungleichmäßige  Würdigung  der  Fakto- 
ren, sowie  die  Tatsache,  „daß  in  der  Wirklichkeit  ein  konti- 
nuierlicher Zusammenhang  der  Dinge  nach  allen  Seiten  hin 
besteht",  habe  dazu  geführt,  in  den  Naturwissenschaften  dem 
Ursachenbegriff  den  Bedingungsbegriff  an  die  Seite  zu  stel- 
len. Dieses  „an  die  Seite  stellen"  erweist  sich  aber  im  weiteren 
Verlaufe  der  Darstellung  als  ein  Ersetzen. 


*  M.  Verworn,  Kausale  und  konditionale  Weltanschauung.  Jena  19 12. 
Hierzu  die  kritische  Gegenschrift:  W.  Roux,  Über  kausale  und  konditio- 
nale Weltanschauung  und  deren  Stellung  zur  Entwicklungsmechanik.  Leip- 
zig 1913. 
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Die  grundlegende  Auffassung  der  neuen  Lehre  ist  dem  fol- 
genden Satze  zu  entnehmen:  „Jeder  Vorgang  oder  Zustand  ist 
bestimmt  durch  zahlreiche  Bedingungen.  Diese  Bedin- 
gungen können  sich  zu  sehr  verschiedenen  Zeiten  an  dem  ge- 
gebenen Orte  zusammenfinden,  aber  diese  Bedingungen  sind 
für  das  Zustandekommen  des  Vorgangs  gleichwertig." 

Die  letzte  Aussage  bezeichnet  Verworn  als  den  Satz  von 
der  effektiven  Äquivalenz  der  Bedingungen.  Er  be- 
gründet ihn  durch  einen  logischen  Schluß:  Alle  Bedingungen 
sind  zum  Geschehen  notwendig,  Notwendigkeit  aber  ist  etwas 
Steigerungsunfähiges,  folglich  sind  alle  Bediagungen  gleich- 
wertig. Hier  hat  sich  Verworn,  wie  auch  Roux  hervor- 
hebt ^  in  der  Wahl  des  Wortes  vergriffen  und  statt  gleich - 
notwendig  gleichwertig  gebraucht,  was  zu  der  Vorstellung 
vom  Geschehen  nicht  paßt. 

Zur  Kennzeichnung  dessen,  was  Verworn  sich  unter  „Be- 
dingungen" denkt,  seien  einige  Stellen  aus  seiner  Schrift  an- 
geführt. Das  eine  Mal  heißt  es^:  „Die  Bedingungen  aber  sind 
nichts  anderes  als  Dinge",  unmittelbar  darauf  wieder:  „Das 
Wesen  der  Dinge  ist  der  Ausdruck  ihrer  spezifischen  Bedin- 
gungen." Der  Kausalsatz,  der  gleichen  Ursachen  gleiche  Wir- 
kungen zuordnet,  erhält  bei  ihm  die  folgende  Fassung^:  „Sind 
die  Bedingungen  in  zwei  Fällen  genau  die  gleichen,  so  ist 
auch  der  Vorgang  immer  der  gleiche,  denn  der  Vorgang  ist 
nach  dem  Identitätssatz ^  nichts  anderes  als  die  Summe 
der  Bedingungen." 

58.  Roux  bekämpft  den  Versuch,  den  Konditionismus  an 
die  Stelle  der  Kausalität  setzen  zu  wollen,  und  versucht  durch 
eine  genauere  Festlegung  des  Ursachenbegriffs  die  gegen  die 
kausale  Auffassung  erhobenen  Bedenken  zu  entkräften.  Aber 
seine  Ausführungen  enthalten  neben  vielem  Treffenden  manche 
Unklarheit. 


*  S.  30fr.  8  S.  26flF.  '  S.  19. 

*  Über  den  ,, Identitätssatz  des  Konditionismus'*  spricht  sich  Verworn 
auf  S.  39  des  Näheren   aus. 
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Er  definiert^:  „Die  Ursache  eines  Geschehens  ist  die  Ge- 
samtheit und  Konfiguration  aller  an  dem  Geschehen  beteiligten 
Faktoren  oder  Komponenten."  Das  sei  die  vollständige 
Ursache  des  betreflenden  Geschehens,  sie  bestehe  aus  Teil- 
ursachen oder  Faktoren  und  Komponenten.  —  Dieser  Erklärung 
kann  man  bis  auf  das  Versehen,  daß  die  Komponenten  einmal 
als  gleichbedeutend  mit  den  Faktoren,  ein  andermal  als  etwas 
neben  ihnen  bestehendes  hingestellt  werden,  dem  Wesen  nach 
beipflichten.  Hingegen  wird  man  gegenüber  der  starken  Be- 
tonung, die  Roux  auf  das  „Wirken"  der  Faktoren  legt,  von 
dem  er  sagt,  daß  seiner  Vernachlässigung  durch  manche  Philo- 
sophen das  Unbegreifliche  der  konstanten  Verbindung  von 
Ursache  und  Folge  (Wirkung)  entspringe,  die  durch  das  Wir- 
ken zu  einer  Selbstverständlichkeit  werde,  die  Frage  aufwer- 
fen, was  denn  unter  dem  „Wirken"  neben  dem  „Geschehen" 
verstanden  werden  soll.  Gerade  mit  dem  „Wirken"  käme  et- 
was Mystisches  in  den  Kausalbegriff. 

Über  das  Verhältnis  zwischen  Bedingungen  und  Ursachen 
bringt  Roux  die  folgende  Ansicht  vor^O:  „Die  Bedingungen 
sind  die  Faktoren  eines  ,bestimmten*  Geschehens,  also  eines 
bereits  vorausgesetzten  Effekts,  sie  sind  also  das  zu 
diesem  gedachten  oder  angenommenen  oder  vorhandenen 
Effekte  nötige  Wirkende.  Als  , Ursachen',  Faktoren,  dagegen 
bezeichnen  wir  das  direkt  ein  Geschehen  Bewirkende  als  Be- 
wirkendes ohne  jede  Rücksicht  auf  die  Art  des  Ergebnisses. 
Als  Bedingungen  dagegen  bezeichnet  man  die  Ursachen  des 
Geschehens  vom  Standpunkte  des  vorbedachten,  bestimmten 
Ergebnisses  aus,  denn  sie  sind  das  zu  seinem  Zustandekommen 
Nötige."  „Die  Beschreibung  des  wirklichen  Geschehens,  des 
Wirkens,  kennt  bloß  Ursachen,  , Faktoren',  Bedingungen  sind 
bloß  zu  Gedachtem,  sog.  Gesetztem,  Nötiges.  Bei  der  Ver- 
wirklichung des  Geschehens,  also  beim  Wirken,  gibt  es  nur 
Ursachen,  Faktoren;  die  Bedingungen  werden  mit  dem   Be- 

«   S.   IG.  10 's.  21  ff. 
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ginne  des  Geschehens  die  Ursachen,  die  Faktoren.  Bedin- 
gungen und  Faktoren  sind  also,  sobald  das  Wirken 
beginnt,  identisch. 

Auf  den  springenden  Punkt  in  dieser  Darlegung,  daß  Be- 
dingungen unter  Umständen  doch  auch  Ursachen  sein  oder  zu 
solchen  werden  können,  wollen  wir  später  genauer  eingehen. 
An  einer  Stelle  leuchtet  die  unseres  Erachtens  richtige  Auf- 
fassung der  Bedingungen  auf,  in  den  Worten  nämlich,  wo  von 
,,bloß  Gedachtem"  die  Rede  ist;  aber  sie  wird  durch  das 
übrige  wieder  völlig  zurückgedrängt.  Ferner  geht  aus  seinen 
Worten  hervor,  daß  Roux  Wirken  und  Geschehen  zum  min- 
desten für  etwas  einander  sehr  Nahestehendes  hält.  —  Auf 
weitere  Einzelheiten  soll  in  einer  alsbald  folgenden  Ausfüh- 
rung eingegangen  werden. 

59.  Marbe  steht  in  seinem  jüngsten  Werke  auf  dem  Bo- 
den des  Konditionismus,  den  er  unter  Heranziehung  des  Be- 
griffs der  Abhängigkeit  eigenartig  gestaltet.  Er  spricht  von 
„Bedingungen"  des  Geschehens  und  scheidet  sie  in  unmit- 
telbare und  mittelbare.  Unter  den  ersteren  will  er  die 
Gesamtheit  der  Faktoren  verstanden  wissen,  von  welchen  „der 
Eintritt  und  Verlauf  einer  bestimmten  Tatsache  abhängig  ist". 
Mittelbare  Bedingungen  sollen  die  näheren  oder  entfernteren 
Bedingungen  der  unmittelbaren  sein.  Indessen  erfahren  die 
unmittelbaren  Bedingungen  noch  eine  weitere  Zerlegung  in 
solche,  welche  mit  dem  Phänomen  gleichzeitig  sind,  und  in 
solche,  die  ihm  „mittelbar"  vorausgehen.  Es  dürfte  schwer 
fallen,  in  einem  besonderen  Falle  alle  diese  Kategorien 
nachzuweisen.  Bei  den  mittelbaren  Bedingungen  ist  wohl 
an  eine  indirekte  (vermittelte)  Einflußnahme  auf  das 
Geschehen  gedacht.  Die  Aussage  über  das  Geschehen 
bringt  Marbe  in  zwei  Formulierungen  vor.  Die 
erste  Formulierung  liefert  ihm  die  „naturwissenschaftlichen 
Funktionssätze"  oder  die  „korrigierten  Kausalsätze",  nämlich: 
„Alle  Naturerscheinungen  sind  bestimmte  Funktionen  von  be- 
stimmten unmittelbaren  Bedingungen."  „Gleiche  unmittelbare 
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Bedingungen  führen  zu  gleichen  Erscheinungen."  „Alle  Er- 
scheinungen sind  in  ihrem  Eintritt  und  ihrem  Ablauf  von  an- 
dern Erscheinungen  abhängig." 

In  dem  ersten  dieser  drei  Sätze  ist  das  Wort  Funktion  wohl 
nur  in  dem  allgemeinen  Sinne  der  Abhängigkeit  gemeint,  und 
es  ist  daher  nicht  verständlich,  was  mit  dem  Epitheton  „be- 
stimmte" gesagt  sein  soll.  Während  in  dem  ersten  Satze  Ab- 
hängigkeit von  Bedingungen  ausgesagt  wird,  behauptet  der 
dritte  Satz  Abhängigkeit  von  andern  Erscheinungen.  Sind  da- 
mit zwei  verschiedene  Erkenntnisse  gemeint  ? 

Der  ersten  Formulierung,  in  der  Marbe  offenbar  den  ge- 
naueren, vollkommeneren  Ausdruck  unserer  Erkenntnis  über 
das  Geschehen  erblickt,  stellt  er  als  zweite  die  „populären 
Kausalsätze"  gegenüber,  als  da  sind:  „Alles,  was  ist  und  ge- 
schieht, ist  die  notwendige  Wirkung  einer  Ursache."  „Gleichen 
Ursachen  entsprechen  gleiche  Wirkungen." 

Im  weiteren  Verlauf  der  Ausführungen  gehen  die  kausale 
und  die  konditionale  Auffassung  nebeneinander  einher,  und 
man  begegnet  Aussagen,  die  der  nötigen  Klarheit  und  Be- 
stimmtheit entbehren.  So  heißt  es  einmal,  unter  Ursache  ver- 
stehe man  nicht  nur  eine,  sondern  „öfter"  auch  mehrere  Be- 
dingungen, weiter  wird  von  „Merkmalen  von  Bedingungen", 
von  einem  „gemeinsamen  Merkmal  einer  größeren  Anzahl  von 
im  einzelnen  unbekannten  Bedingungen",  sogar  von  „in  der 
Zeit  verlaufenden  Bedingungen"  gesprochen  und  gesagt,  auch 
die  „Merkmale  von  Bedingungen"  würden  als  Ursache  auf- 
gefaßt. Der  Satz  von  der  Äquivalenz  der  Bedingungen  findet 
sich  bei  Marbe  in  der  Aussage:  „Im  Gebiete  der  objek- 
tiven Ursachenforschung  gibt  es  an  sich  keine  Rangunter- 
schiede der  Ursachen  und  keine  vera  causa." 

Auf  einige  andere  Punkte  der  Mar  besehen  Ursachenlehre 
kommen  wir  noch  zurück. 

60.  Der  wesentliche  Einwand,  der  gegen  die  konditionale 
Auffassung  erhoben  werden  muß,  ist  der,  daß  sie  das  Wort 
„Bedingung"  in  einem  unzutreffenden  Sinne  gebraucht.     Be- 
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dingung  uiid  wirkliches  Geschehen  haben  miteinander  nichts 
zu  tun.  Bedingungen  sind  etwas  bloß  bestehendes,  das  Ge- 
schehen aber  etwas  existierendes,  erfordert  also  auch  Existie- 
rendes als  Grundlage.  Den  Grund  des  hier  zweifellos  obwal- 
tenden Mißverständnisses  erblicke  ich  in  der  Nichtbeachtung 
des  wesentlichen  Unterschiedes  zwischen  dem  „Bestehen  von 
Bedingungen"  und  dem  „Erfülltsein  von  Bedingungen";  er- 
füllte Bedingungen  sind  etwas  von  bloß  bestehenden  Bedin- 
gungen so  grundsätzlich  verschiedenes,  daß  nur  eine  andere 
Namengebung  die  Mißverständnisse  beseitigen  kann.  Die 
passendste  Beziehung  für  erfüllte  Bedingungen  scheint  mir  in 
dem  Worte  „Umstände"  zu  liegen.  Gegen  die  Aussage:  „Je- 
des Geschehen  ist  die  notwendige  Folge  der  Umstände,  die  es 
begleiten",  sträubt  sich  das  Sprachgefühl  nicht,  wohl  aber  da- 
gegen, wenn  man  ein  Geschehen  als  Folge  von  Bedingungen 
hinstellen  will. 

In  der  Schrift  von  Roux  findet  sich  eine  Stelle ^^  —  es  ist 
oben  bereits  auf  sie  hingewiesen  worden  — ,  wo  die  richtige 
Anschauung  durchleuchtet,  indem  gesagt  wird,  von  Bedingun- 
gen könne  nur  in  bezug  auf  einen  gedachten  Effekt  ge- 
sprochen werden.  Aber  gleich  darauf  wird  den  Bedingungen 
., Wirksamkeit"  zugeschrieben.  Von  „wirkenden  Bedingungen" 
wird  dann  wiederholt  gesprochen.  Auch  bei  Marbe  ist  dies 
der  Fall,  und  wiewohl  es  einmal  ^^  scheint,  daß  ihm  die  Un- 
haltbarkeit  dieser  Wortverbindung  und  damit  der  wesentliche 
Unterschied  zwischen  Bedingungen  und  Ursachen  zum  Bewußt- 
sein gekommen  —  „xmd  wenn  wir  einer  üblichen  Terminolo- 
gie folgend  gelegentlich  von  wirkenden  Bedingungen  und  der- 
gleichen sprechen"  — ,  so  folgt  darauf  doch  wieder  eine  deut- 
liche Vermengung  der  beiden  Begriffe. 

Wir  wollen  den  tiefgehenden  Unterschied  zwischen  Bedin- 
gungen und  Ursachen,  gleichbedeutend  mit  Umständen,  zuerst 
an  dem  folgenden  Fall  erläutern.    Die  „vollständigen  Bedin- 

''    S.  21.  '«    S.   II. 
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gungen"  eines  chemischen  Prozesses  angeben  heißt  die  Stoffe 
bezeichnen,  die  zusammengebracht  werden  müssen,  die  Form 
vorschreiben,  in  welcher  dies  geschehen  muß  (Lösung  in  die- 
ser oder  jener  Flüssigkeit  o.  dgl.),  die  Temperatur,  auf  wel- 
che sie  gebracht  werden  müssen  usw.  usw.;  durch  diese  Auf- 
zählung ist  für  ein  wirkliches  Geschehen  nichts  getan,  sind  die 
„Ursachen"  des  Prozesses  nicht  gegeben.  Wenn  aber  alle  diese 
Bedingungen  ^,verwirklicht"  werden,  so  sind  „Umstände"  ge- 
schaffen, unter  welchen  der  Prozeß  sich  notwendig  einsteilt, 
und  es  ist  nichts  weiter  dazu  notwendig,  nicht  ein  Etwas,  das 
die  „Wirkung"  erst  auslöst.  Die  „Ursache"  des  Prozesses 
liegt  in  allen  den  aufgezählten  Umständen,  in  den  Körpern  mit 
allen  ihren  Eigenschaften.  Die  Bedingungen  können  in  einem 
Buche  stehen  oder  irgendwann  ausgesprochen  werden,  die  Um- 
stände aber  sind  etwas  Wirkliches. 

Wenn  wir  uns  dem  Gebiet  der  Zahlen  zuwenden,  auf  wel- 
chem der  Unterschied  zwischen  Bedingungen  und  Umständen 
vielleicht  am  reinsten  hervortritt,  so  kann  allerdings  die  Frage 
aufgeworfen  werden,  ob  hier  auch  von  einem  Geschehen,  von 
Ursachen  und  Wirkungen  gesprochen  werden  kann.  Insofern 
Zahlen  etwas  Ideelles  sind,  während  man  vom  Geschehen  nur 
im  Gebiet  des  Wirklichen  zu  sprechen  gewohnt  ist,  so  wäre 
die  Frage  zu  verneinen.  Aber  die  Zahlen  bilden  doch  „eine 
Welt  für  sich",  in  der  sich  der  mit  ihnen  Vertraute  so  bewegt 
wie  in  der  wirklichen,  und  so  kann  bei  ihnen  von  einem  Ge- 
schehen im  weiteren  Sinne  gesprochen  werden;  will  man  aber 
dies  Wort  vermeiden,  so  schiene  es  mir  passend,  statt  vom 
Geschehen  von  einem  „Verhalten"  zu  sprechen.  Dies  soll  die 
Rechtfertigung  für  die  folgenden  zwei  Beispiele  sein. 

Wenn  ich  aus  der  natürlichen  Zahlenreihe  zwei  Zahlen  aus- 
wähle und  mit  ihnen  in  einer  bestimmten  Anordnung  den  Pro- 
zeß der  Division  ausführe,  so  sind  das  die  Umstände,  unter 
welchen  die  Zahlen  zueinander  in  Beziehung  treten.  Es  er- 
scheine dabei  der  Rest  o,  so  ist  dies  ein  Teil  des  Geschehens 
oder  „Verhaltens",  für  welches   die  Arithmetik   den  Namen 
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Teilbarkeit  geschaffen  hat.  Ohne  an  bestimmte  Zahlen  aus 
der  natürlichen  Zahlenreihe  zu  denken,  kann  ich  von  Bedin 
gungen  für  dieses  Verhalten  sprechen;  die  Teilbarkeitsregeln 
sind  nichts  anderes  als  die  Formulierung  solcher  Bedingungen 
Gehe  ich  dann  zu  besonderen  Zahlen  über,  so  sind  die  Be 
dingungen  der  Teilbarkeit  entweder  erfüllt  oder  sie  sind 
nicht  erfüllt;  im  ersten  Falle  sind  die  Umstände  gegeben, 
unter  welchen  das  erwähnte  Verhalten,  das  sich  im  Auf 
treten  der  Null  als  Rest  äußert,  notwendig  stattfindet. 

Ein  anderes  Beispiel  mit  verwickeiteren  Verhältnissen.  Es 
handle  sich  um  eine  quadratische  Gleichung  ax^  -j-  ^-^  -f-  ^  ==  O  ^^it 
ganzzahligen  Koeffizienten.  Wende  ich  auf  sie  den  Prozeß  der 
Lösung,  bringe  also  die  Zahlen  a,  b,  c  in  die  Beziehungen  zu 
einander,  die  dieser  Prozeß  erfordert,  so  kommt  es  dabei  zu 
einer  Quadratwurzelausziehung,  und  nur  wenn  diese  vollständig 
gelöst  werden  kann,  hat  die  Gleichung  rationale  Wurzeln.  In 
dem  Auftreten  solcher  Wurzeln  liege  das  Geschehen,  das  Ver- 
halten, dem  sich  mein  Interesse  zuwendet.  Ohne  an  eine  be 
stimmte  Gleichung  zu  denken,  kann  ich  von  Bedingungen  für 
rationale  Wurzeln  sprechen;  trete  ich  dann  an  eine  besondere 
Gleichung  dieser  Art  heran  und  sind  die  „Bedingungen"  er 
füllt,  so  sind  solche  „Umstände"  vorhanden,  unter  welchen 
rationale  Wurzeln  mit  Notwendigkeit  auftreten.  Von  einem 
„Wirkenden",  das  außerhalb  der  Sache  liegt,  kann  nicht  die 
Rede  sein;  einzig  und  allein  die  Eigenschaften  der  Zahlen  sind 
es,  die  das  „Verhalten"  herbeiführen. 

Zuzustimmen  ist  dem  Ausspruche  Roux',  „ohne  Kausali- 
tät gäbe  es  keine  Konditionalität".  i"*  Das  Verhältnis  beider  zu- 
einander ist  wie  folgt  geartet:  Die  vollständigen  Bedingungen 
eines  Geschehens  können  erst  angegeben  werden,  wenn  man 
seine  vollständige  Ursache,  d.  h.  die  Gesamtheit  aller  Um- 
stände kennt,  als  deren  Folge  es  sich  notwendig  einstellt.  Die 
vollständigen  Bedingungen  sind  gleichsam  die  Aufbewahrung 


»*   S.  23. 
Wias.  a.  Hyp.  24:  Czuber,  Wahrscheinlicbkeitarechnung  1 2 


I  70  ^  •  Kausalität  und  Zufall 

des  Wissens,  das  die  Kausalforschung  über  ein  Geschehen 
ergeben  hat,  das  jederzeit  bereitsteht,  um  durch  Erfüllung  der 
Bedingungen,  sofern  dies  in  der  menschlichen  Macht  steht, 
das  Geschehen  herbeizuführen. 

Die  Vollständigkeit  der  Ursache  und  der  Wirkung,  auf  die 
Roux  so  großen  Nachdruck  legt,  bezeichnet  eine  Angelegen- 
heit, die  vom  Standpunkte  der  Erkenntnistheorie  von  der  größ- 
ten Bedeutung  ist.  Aber  die  Frage,  ob  die  Vollständigkeit  auf 
der  einen  und  der  andern  Seite  tatsächlich  zu  erreichen  ist,  muß 
entschieden  verneint  werden.  Wir  vermögen  niemals  ein  Ge- 
schehen mit  allen  seinen  Bestimmungen  zu  erfassen,  zu  er- 
kennen, und  sind  daher  auch  außerstande,  alle  Umstände  fest- 
zustellen, die  zu  seinem  Zustandekommen  notwendig  sind.  Un- 
sere Aufmerksamkeit  richtet  sich  immer  nur  auf  einen  Teil 
des  Geschehens,  und  wenn  wir  ein  solches  absichtlich  herbei- 
führen, so  ist  es  uns  immer  nur  um  eine  bestimmte  Teilwirkung 
zu  tun;  darum  handelt  es  sich  uns  auch  nur  um  das  Erkennen 
jener  Umstände,  welche  diese  Teilwirkung  nach  sich  ziehen, 
während  es  uns  auf  die  übrige  Wirkung,  so  weit  sie  sonst 
ohne  Belang  ist  für  imsere  Absichten,  nicht  ankommt.  In 
diesem  Sinne  geschieht  es,  daß  zwei  V^orgänge  als  gleich  oder 
als  gleichwertig  angesehen  werden,  ohne  daß  sie  in  allen 
Einzelheiten  übereinstimmen,  wenn  nur  bei  beiden  eine  be- 
stimmte Teilwirkung  auftritt. 

Bei  Vorgängen,  die  sich  plötzlich,  in  sehr  kurzer  Zeit  ab- 
spielen, macht  es  schon  dieser  Umstand  allein  unmöglich,  alles 
zu  überschauen  und  den  Vorgang  in  seiner  Vollständigkeit 
zu  erfassen;  selbst  eine  bestimmte  Teilwirkung  kann  sich  der 
näheren  Erkenntnis  entziehen,  wenn  nicht  eine  Vorkehrung 
dafür  getroffen  ist   (z.  B.  die  Geschoßbewegung). 

Betrachten  wir,  um  dies  einigermaßen  zu  belegen,  den  Vor- 
gang, der  mit  den  Worten  „Einsturz  einer  Brücke"  gekenn- 
zeichnet ist.  Die  Aufmerksamkeit  richtet  sich  auf  die  Teilwir- 
kung, die  in  der  Zerstörung  der  durch  die  Brücke  früher  ver- 
mittelten Verbindung  besteht.   Geschah  der  Einsturz  unter  der 
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Last  eines  Eisenbahnzuges,  der  über  die  Brücke  fuhr,  so  wird 
dieser  Umstand  meist  allein  als  die  Ursache  des  Einsturzes 
bezeichnet.  Aber  zu  dem  vollständigen  Geschehen  gehört  noch 
vieles  andere:  die  Deformation  der  Konstruktionsglieder,  die 
Umgestaltung  des  Bodens  in  der  Umgebung  der  Brücke,  die 
Abänderung  der  Bewegung  des  unter  ihr  strömenden  Wassers ; 
neben  diesen  „Dauerwirkungen"  die  rasch  vorübergehende 
Erschütterung  der  Luft,  das  Umherschleudern  von  Körpern 
usw.  usw.,  und  zu  den  Umständen,  als  deren  notwendige  Folge 
der  Einsturz  geschah,  sind  noch  zu  rechnen  die  äußere  Be- 
schaffenheit der  Konstruktionsteile  vor  dem  Einsturz  (Locke- 
rungen, Verbiegungen ),  die  innere  Struktur  ihres  Materials, 
die  sich  während  des  ganzen  früheren  Bestandes  der  Brücke 
in  fortwährender  Veränderung  befand  und  deren  Zustand  vor 
der  Katastrophe  mitbestimmend  war  für  deren  Eintritt,  die 
Temperaturverhältnisse  imd  die  mit  ihnen  zusammenhängenden 
inneren  Spanntmgen  usw.  usw. 

In  bezug  auf  das  vollständige  Geschehen  scheint  mir  der 
folgende  Satz  alles  auszusagen,  was  a  priori  ausgesagt  werden 
kann:  „Alles  geschieht  so,  wie  es  unter  den  obwaltenden  Um- 
ständen geschehen  muß."  Ich  möchte  den  hierin  liegenden 
Gedanken  die  „Zwangläufigkeit  des  Geschehens"  nennen.  Es 
gibt  im  Geschehen  keine  Willkür,  anthropomorphistisch  ge- 
sprochen, kein  freiwilliges  Abgehen  von  der  zur  Zeit  des  Ge- 
schehens vorgeschriebenen  Bahn.  Das  Wasser  des  Stromes 
muß  sich  genau  so  bewegen,  wie  es  die  Beschaffenheit  des 
Strombettes  vorzeichnet,  es  kann  nicht,  sozusagen,  nach  sei- 
nem Belieben,  eine  abweichende  Bewegimg  einschlagen. 

61.  Diese  eindeutige  Zuordnung  zwischen  den  Umständen 
und  dem  aus  ihnen  hervorgehenden  Geschehen  führt  zu  der 
funktionalen  Auffassung  alles  Erlebten,  die  in  E.Mac h 
einen  ihrer  Hauptvertreter  gefimden  hat.  i*  Das  Ergebnis  der 
Reaktion  unseres   Innern  auf  die  Außenwelt  besteht  in  Be- 
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funden,  Erlebnissen.  Die  sämtlichen  physischen  Befunde  las 
sen  sich  in  derzeit  nicht  weiter  zerlegbare  Elemente  auf- 
lösen: Farben,  Töne,  Drücke,  Wärmen,  Düfte,  Räume,  Zei- 
ten usw.  Diese  Elemente  zeigen  sich  sowohl  von  außerhalb 
U  (unter  U  versteht  Mach  die  räumliche  Umgrenzung  unse- 
res Leibes,  also  die  Leibesoberfläche,  die  den  Menschen  von 
der  Außenwelt  trennt),  als  auch  von  innerhalb  U  liegenden 
Umständen  abhängig.  Insofern  und  nur  insoweit  letzteres 
der  Fall  ist,  nennen  wir  diese  Elemente  auch  Empfin 
düngen. 

An  diesen  Elementen  der  realen   Welt   und  des   Ich  kann 
uns,  so  sagt  Mach,  nichts  weiter  interessieren  als  ihre  funk- 
tionale Abhängigkeit  (im  mathematischen  Sinne)  von 
einander. 

Die  Grundlage  dieser  Abhängigkeit  bilden  Beständig 
keiten,  die  wir  an  einzelnen  Elementen  sowohl  als  auch  an 
(räumlichen  und  zeitlichen)  Verbindungen  der  Elemente  be- 
obachten. Zuerst  begnügen  wir  uns  mit  der  Erkenntnis  der 
zeitlichen  und  räumlichen  Koinzidenz;  erst  auf  einer  höhe- 
ren Stufe  erhält  diese  bedingende  (kausale)  Bedeutung  und 
entwickeln  sich  die  Begriffe  Ursache  und  Wirkung.  Über 
diese  Begriffe  äußert  sich  Mach  wie  folgt:  „Ursache  nennen 
wir  ein  Ereignis,  an  welches  ein  anderes  (die  Wirkung)  unab- 
änderlich gebunden  ist.  Freilich  zeigt  sich,  daß  dieses  Ver- 
hältnis meist  sehr  oberflächlich  und  unvollständig  autgefaßt 
wird.  Gewöhnlich  werden  nur  zwei  besonders  auffallende  Be 
standteüe  des  Vorgangs  als  Ursache  und  Wirkung  autgefaßt. 
Die  genaue  Analyse  eines  solchen  Vorgangs  zeigt  aber  dann 
fast  immer,  daß  die  sogenannte  Ursache  nur  ein  Komplement 
eines  ganzen  Komplexes  von  Umständen  ist,  welcher  die  so 
genannte  Wirkung  bestimmt.  Deshalb  ist  auch,  je  nachdem 
man  diesen  oder  jenen  Bestandteil  des  Komplexes  betrachtet 
oder  übersehen  hat,  das  fragliche  Komplement  sehr  ver- 
schieden." 

Nun  kommt  Machs  Stellungnahme  zu  den  genannten  Be- 


6i.  E.  Machs  funktionale  Auffassung  ly^ 

griffen,  die  er  als  unpräzis  aus  der  wissenschaftlichen  Sprache 
ausgeschieden  wissen  möchte;  die  entscheidende  Stelle,  welche 
dies  zum  Ausdruck  bringt,  lautet:  „In  den  höher  entwickel- 
ten Naturwissenschaften  (gemeint  sind  diejenigen,  welche  in 
der  Mathematisierung  weit  vorgeschritten  sind)  wird  der  Ge- 
brauch der  Begriffe  Ursache  und  Wirkung  immer  mehr  ein- 
geschränkt, immer  seltener.  Es  hat  dies  seinen  Grund  darin, 
daß  diese  Begriffe  nur  sehr  vorläufig  und  unvollständig  einen 
Sachverhalt  bezeichnen,  daß  ihnen  die  Schärfe  mangelt.  So- 
bald es  gelingt,  die  Elemente  der  Ereignisse  durch  meßbare 
Größen  zu  charakterisieren,  was  bei  Räumlichem  und  Zeit- 
lichem unmittelbar,  bei  andern  sinnlichen  Elementen  doch  auf 
Umwegen  sich  ergibt,  läßt  sich  die  Abhängigkeit  der  Elemente 
voneinander  durch  den  Funktionsbegriff  viel  vollständi- 
ger und  präziser  darstellen,  als  durch  so  wenig  bestimmte 
Begriffe,  wie  Ursache  und  Wirkung." 

Indessen  verwahrt  sich  Mach  bei  dieser  Gelegenheit  gegen 
den  Vorwurf,  „einen  erbitterten  Kampf"  gegen  den  Begriff 
Ursache  zu  führen,  und  sagt:  „Findet  jemand,  daß  hierin 
(in  der  Ersetzung  durch  den  Funktionsbegriff)  keine  Verschär- 
fung, keine  Befreiung  und  Aufklärung  liegt,  so  mag  er  ruhig 
bei  den  alten  Begriffen  bleiben." 

Im  Rückblick  auf  alles  Vorgeführte  möchte  ich  meine  Mei- 
nung wie  folgt  zusammenfassen:  Im  gewöhnlichen  Denken 
und  Urteilen  herrscht  das  Begriffspaar  „Ursache- Wir- 
kung" vor  und  wird  sich  daraus  wohl  nie  verdrängen  lassen. 
Es  muß  zugegeben  werden,  daß  es  die  Sachlage  häufig  nur 
mangelhaft  kennzeichnet,  insbesondere  in  dem  Sinne,  daß  man 
dabei  an  Einfaches  —  eine  Ursache,  eine  Wirkung  —  denkt, 
und  daß  man  an  die  Notwendigkeit  von  etwas  Vermittelndem, 
eines  Wirkenden,  glaubt.  —  Einen  Fortschritt  erblicke  ich  in 
dem  Übergange  zu  dem  Begriffspaar  „Um  st  an  de- Gesche- 
he n"  und  in  der  eindeutigen  Zuordnung  beider  zueinander. 
Auf  diesem  Wege  ergibt  sich  eine  bessere  Kennzeichnung  des 
Sachverhalts,  um  dessen  Erfassen  und  Verstehen  es  sich  han- 
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delt.  —  Sobald  es  auf  eine  quantitative  Erforschung  und  Kenn- 
zeichnung eines  Geschehens  ankommt  —  und  das  ist  immer 
nur  Sache  der  Wissenschaft  — ,  dann  ist  es  der  im  Funk- 
tionsbegriff liegende  Gedanke,  dem  die  Führung  zufällt. 
Es  handelt  sich  dann  nämlich  darum,  die  Abhängigkeit  der 
Elemente  des  Geschehens  voneinander,  und  zwar  sowohl  der- 
jenigen Elemente,  die  der  gewöhnliche  Sprachgebrauch  zu  den 
Ursachen,  als  auch  derjenigen  Elemente,  die  er  zur  Wirkung 
rechnet,  zahlenmäßig,  also  mathematisch  zu  erfassen.  —  Hin- 
gegen betrifft  das  Begriffspaar  „Bedingungen-Geschehen" 
nicht  die  Wirklichkeit;  der  Konditionismus  ist  also  nicht  ge- 
eignet, die  Kausalität  zu  ersetzen.  Roux  ist  im  Rechte,  wenn 
er  sagt,  die  Kausalität  sei  das  Primäre,  die  Konditionalität 
das  Sekundäre.  1^  In  der  Tat  kann  man  die  Bedingungen  e  ines 
Geschehens  erst  dann  angeben,  wenn  man  seine  Verursachung 
kennt. 

62.  Wenn  jemand  ein  Geschehen  als  „zufällig"  bezeichnet, 
so  will  er  damit  den  Gegensatz  zu  einem  „gesetzmäßigen"  Ge- 
schehen zum  Ausdruck  bringen,  dessen  kennzeichnendes  Merk- 
mal es  ist,  daß  es  vorausgesagt  werden  kann.  Dem  zweiten 
kommt  Notwendigkeit  zu,  dem  ersten  mangelt  sie.  Demgegen- 
über ist  die  Frage  berechtigt,  ob  ein  zufälliges  Geschehen  Platz 
hat  neben  dem  allgemeinen  Gesetz  von  der  Zwangläufigkeit 
alles  Geschehens,  von  der  Eindeutigkeit  der  Zuordnung  jedes 
Geschehens  zu  den  Umständen,  unter  welchen  es  zustande - 
kommt,  anders  ausgedrückt,  neben  dem  allgemeinen  Kausal- 
gesetz. Bevor  auf  diese  Frage  eingegangen  wird,  sei  noch 
auf  den  folgenden  Sachverhalt  hingewiesen. 

Das  attributive  „zufällig"  soll  ein  Merkmal  des  betreffenden 
Geschehens  bezeichnen.  Daneben  gibt  es  auch  das  Substantiv 
„Zufall"  und  die  Art,  wie  dieses  gebraucht  wird  (das  hat  der 
Zufall  gebracht,  das  ist  dem  Zufall  zuzuschreiben  u.  ä.)  läßt 
den  Gedanken  aufkommen,  es  handle  sich  um  ein  reales  Etwas, 

^^    S.   22  —  2^. 
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das  bei  dem  Zustandekommen  des  als  zufällig  erklärten  Ge- 
schehens mitwirkt.  Wäre  dem  so,  dann  zerfiele  alles  Ge- 
schehen in  zwei  Lager,  in  deren  einem  die  Kausalität, 
in  deren  anderem  der  Zufall  herrschend  ist. 

Indessen,  und  damit  kommen  wir  auf  die  obige  Frage  zurück, 
läßt  sich  das  Zufällige  in  einer  Weise  auslegen,  daß  es  ganz 
wohl  in  dem  bisherigen  Rahmen  der  Auffassung  des  Gesche- 
hens Platz  finden  kann. 

Der  Satz  von  der  Zwangläufigkeit  alles  Geschehens  drückt 
eine  Überzeugung  von  solcher  Stärke  aus,  daß  man  von  einer 
Denknotwendigkeit  sprechen  kann.  Er  sagt  aber  nichts  dar- 
über aus,  ob  und  wie  wir  in  einem  einzelnen  Falle  die  Um 
stände  erkennen,  an  die  sich  das  Geschehen  mit  Notwendig- 
keit knüpft.  Ist  auch  dies  einmal  erreicht,  dann  ist  das  be- 
treffende Geschehen  vollständig  erkannt;  sein  Eintreffen 
oder  sein  Nichteintreffen  kann  auf  Grund  der  gerade  exi- 
stierenden Umstände  mit  Sicherheit  vorausgesagt  werden. 

Reicht  unsere  Erkenntnis  nicht  so  weit,  so  kann  dieser 
Mangel  ein  noch  behebbarer  oder  er  kann  dauernd  sein.  In 
beiden  Fällen  wollen  wir  um  dadurch  einbekennen,  daß  wir 
das  Geschehen  als  „zufällig"  bezeichnen.  Es  ist  damit  nichts 
weiter  gesagt,  als  daß  unsere  Kenntnis  der  Umstände  für 
uns  oder  dermalen  die  Notwendigkeit  seiner  Verwirklichung 
nicht  einzusehen  vermag.  In  der  Tat  ließen  sich  viele  Fälle 
aus  dem  Alltagsleben  und  aus  der  Wissenschaft  anführen, 
wo  aus  Zufälligkeit  bei  näherer  Einsicht  Gesetzmäßigkeit  ge- 
worden ist.  Einem  neuen,  d.  h.  bis  dahin  nicht  beobachteten 
Geschehen  gegenüber  wird  man  dort  leicht  mit  dem  Worte 
Zufall  zur  Hand  sein,  wo  sich  nicht  schon  durch  häufige  Er- 
fahrung eine  gewisse  Zurückhaltung  ausgebildet  hat,  die  zu 
näherem  Zuschauen  mahnt,  bevor  man  das  Wort  „zufällig" 
gebraucht. 

Diese  Erwägungen  führen  dazu,  zu  fragen,  ob  jede  Zu- 
fälligkeit nur  provisorischen  Charakter  hat  oder  ob  es  Fälle 
gibt,   wo  man  getrost  von   definitiver   Zufälligkeit   sprechen 
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kann,  in  der  Überzeugung,  daß  es  niemals  und  nieman- 
dem gelingen  werde,  zu  einer  solchen  Einsicht  in  die  Zuord- 
nung vorzudringen,  um  eine  sichere  Voraussage  des  Eintreffens 
oder  Nichteintreffens  machen  zu  können.  Die  Antwort  lautet 
dahin,  daß  es  Fälle  einer  solchen  echten  Zufälligkeit  gibt, 
und  ihren  Typus  stellen  die  Glücksspiele  und  ihnen  analoge 
Einrichtungen  (bei  denen  man  eben  nicht  an  Gewinn  und 
Verlust  denkt)  dar.  Daß  damit  nicht  etwa  auch  die  Existenz 
eines  Zufalls  zugegeben  ist,  braucht  wohl  nicht  besonders  be- 
tont zu  werden. 

Der  auf  den  Tisch  hingeworfene  V^ürfel  zeigt  die  Seite, 
die  er  unter  den  obwaltenden  Umständen  zeigen  muß.  Das 
ist  eine  Denknotwendigkeit.  Aber  die  Beschränktheit  unseres 
Wahmehmungs-  imd  Beobachtungsvermögens  schließt  es  für 
immer  und  für  jeden  aus,  diese  Umstände  dermaßen  zu  durch- 
blicken, um  aus  der  ins  Auge  gefaßten  Anfangslage  des  Wür- 
fels und  der  Verfolgung  der  mit  ihm  ausgeführten  Bewe- 
gungen mit  Sicherheit  schließen  zu  können,  welche  Seite 
^r  zeigen  wird  (oder  schon  zeigt,  nachdem  er  bereits  zur  Ruhe 
gekommen  ist). 

Eine  aus  einer  Urne  mit  verschiedenfarbigen  Kugeln  gezo- 
gene Kugel  zeigt  die  Farbe,  die  sie  unter  den  obwaltenden 
Umständen  zeigen  m  u  ß.  Aber  die  Umstände  bis  zur  Schöpfung 
einer  sichere  n  Voraussage  zu  durchblicken,  ist  ausgeschlos- 
sen, schon  um  deswillen,  weil  mir  ein  wesentlicher  Teil  die- 
ser Umstände,  die  Anordnung  der  Kugeln  in  der  Urne,  unbe- 
kannt ist. 

Die  Kugel  eines  Rouletts  fällt  in  jenes  Fach,  in  das  sie  unter 
den  obwaltenden  Umständen  fallen  muß.  Niemand  aber  wird 
jemals  diese  Umstände,  zu  denen  ohne  Zweifel  die  Konstruk- 
tionsverhältnisse des  Apparates,  Größe,  Gewicht  und  Anfangs- 
lage der  Kugel,  der  dem  Apparat  erteUte  Impuls  mit  seinen 
Bestimmungselementen  (Richtung,  Stärke)  gehören,  so  zu  er- 
kennen und  zu  bewerten  in  der  Lage  sein,  daß  er  das  Ergebnis 
mit  Gewißheit  vorauszusagen  vermöchte. 
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Es  dürfte  überflüssig  sein,  weitere  Vorgänge  gleicher  Art, 
wie  Münz  würfe,  Kartenspiele,  Lotterieziehungen,  mit  dersel- 
ben Ausführlichkeit  zu  besprechen.  Wichtiger  ist  es,  auf  ein 
gemeinsames  Merkmal  hinzuweisen,  das  geeignet  ist,  die  Zu- 
fälligkeit des  Geschehens  begreiflich  zu  machen.  Es  ist  dies 
inerseits  die  schwere  Erfaßbarkeit  der  Umstände  und  anderer 
seits  ihre  hohe  Empfindlichkeit.  Wer  vermöchte  die  Bewegun- 
gen, die  ein  Würfel  in  einem  Becher  beim  Schütteln  desselben 
ausführt,  nach  den  äußerlich  wahrnehmbaren  Bewegungendes 
Bechers  zu  beurteilen,  wer  die  Folge  des  Impulses,  den  er 
selbst  oder  ein  anderer  dem  Roulett  erteilt,  zu  ermessen  ?  Dazu 
kommt,  daß  die  geringste  Änderung  in  den  Umständen  hin- 
reicht, um  ein  anderes  Resultat  herbeizuführen;  bei  der  größ- 
ten Umsicht  und  Bemühung  wäre  man  nicht  imstande,  zwei 
Würfe  mit  einem  Würfel  nacheinander  so  vollkommen  gleich 
zu  machen,  um  auf  den  Kausalsatz:  Gleiche  Ursachen  — 
gleiche  Wirkungen  bauen  zu  können. 

Wir  wollen  die  Betrachtung  damit  schließen,  daß  wir  ein 
Geschehen  oder,  um  in  der  Sprache  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung zu  reden,  ein  Ereignis  als  zufällig  betrach- 
ten, wenn  der  Einblick  in  die  Umstände  uns  nicht 
gestattet,  sein  Eintreffen  oder  Nichteintref f en 
mit  Gewißheit  vorherzusagen  oder  sein  Einge- 
troffensein oder  Nichteingetrof f ensein  mit  Si- 
cherheit zu  behaupten.  —  In  dem  Worte  Zufall  erblicken 
wir  nichts  anderes  als  eine  kurze  Bezeichnung  dieses  Sachver- 
halts. 

63.  Von  den  verschiedenen  Ausgestaltungen  des  Zufalls- 
begriffs sei  zuerst  die  Unterscheidung  zwischen  einem  rela- 
tiven und  einem  absoluten  Zufall  zur  Sprache  gebracht. i^ 
Nach  meinem  Dafürhalten  kommt  dem  Zufall  schon  von  Natur 
aus  Relativität  zu:  von  einem  Geschehen  kann  als  von  einem 


*•  H.  E.  Timerding,   Die   Analyse   des   Zufalls.     Braunschweig    191 5. 
S.  2 ff.  —  J.  V.  Kries,  Die  Prinzipien  usw.,  S.  97 ff. 
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zufälligen  nicht  anders  gesprochen  werden,  als  indem  man  auf 
sein  Zustandekommen  Bezug  nimmt.  Wenn  mir  jemand  einen 
auf  einem  Tische  liegenden  Würfel  zeigt,  der  die  Aß-Seite 
nach  oben  wendet,  so  ist  dies  ohne  Zweifel  das  Ergebnis 
eines  Geschehens.  Aber  als  zufällig  kann  ich  dieses  Ergebnis  j 
nicht  bezeichnen,  solange  ich  nicht  weiß,  wie  es  zustande  ge-  ^ 
kommen  ist;  der  Würfel  kann  ja  auch  geflissentlich  so  hinge- 
legt worden  sein.  Von  der  Zufälligkeit  eines  Geschehens  in 
bezug  auf  die  begleitenden  Umstände  als  von  einer 
relativen  zu  sprechen,  halte  ich  für  eine  unnötige  Wiederho- 
lung dessen,  was  schon  im  Begriff  des  Zufälligen  liegt. 

Man  spricht  von  Relativität  des  Zufalls  noch  in  einem  andern 
Sinne  und  nennt  eia  Ereignis  zufällig  in  bezug  auf  ein 
anderes,  wenn  man  zwischen  den  Umständen,  unter  welchen 
das  eine  und  das  andere  zustandekam,  keinen  Zusammenhang 
zu  erkennen  vermag.  Es  wäre  dies  also  gleichbedeutend  mit 
dem,  was  man  als  Unabhängigkeit  zweier  Ereignisse  zu 
bezeichnen  pflegt. 

Damit  ist  die  naturphilosophische  Frage  aufgeworfen,  ob 
Unabhängigkeit  im  Weltgeschehen  denkbar  sei,  ob  nicht  viel- 
mehr alles  Weltgeschehen  ein  zusammenhängendes  Ganzes 
bildet,  vergleichbar  einem  weiten  dichten  Geflecht,  auf  wel- 
ches irgendwo  und  irgendwie  veränderliche  Kräfte  wirken,  un- 
ter deren  Einfluß  das  Geflecht  im  ganzen  und  in  allen  seinei 
Teüen  beständig  wechselnde  Gestaltung  annimmt. 

Wir  sind  außerstande,  das  Geschehen  in  seinem  stetigen 
Flusse  zu  erfassen ;  wir  können  nur  einzelne  getrennte  Etappen 
des  Geschehens  und  auch  diese  nicht  in  ihrer  Vollständig- 
keit in  unser  Bewußtsein  aufnehmen;  und  es  gibt  Reihen  sol- 
cher Etappen,  in  welchen  wir  einen  Zusammenhang,  eine  fort- 
schreitende Abhängigkeit  zu  erkennen  vermögen;  aber  be 
Gliedern  solcher  Reihen,  die  zeitlich  oder  räumlich  weit  aus-j 
einander  liegen,  kann  das  Erkennen  und  der  Nachweis  einei 
Zusammenhangs  so  schwer  werden,  daß  wir  uns  einer  solchei 
Sachlage  gegenüber  bestimmt  finden,   Unabhängigkeit  anzu-^ 
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nehmen,  auch  wenn  wir  die  Überzeugung  haben,  daß  ein  Zu- 
sammenhang bestehen  müsse.  Es  kann  nicht  anders  denn  als 
eine  Überspannung  des  Gedankens  vom  Zusammenhange  alles 
Weltgeschehens  bezeichnet  werden,  wenn  man  auch  noch  dort 
von  Abhängigkeit  sprechen  und  vorgeben  wül,  ohne  üire  Be- 
rücksichtiguog  dürfe  kein  Schluß  vollzogen  werden,  wo  nie- 
mand eine  solche  zu  erkennen  vermag.  Kann  es  noch  einen 
vernünftigen  Sinn  haben,  von  einer  Abhängigkeit  der  Würfe 
mit  zwei  verschiedenen  Würfeln  zu  reden,  die  von  zwei  Per- 
sonen in  zwei  getrennten  Räumen  ausgeführt  werden,  oder 
von  der  Abhängigkeit  des  heutigen  Wetters  von  dem  Wetter, 
das  genau  vor  hundert  Jahren  geherrscht  hat,  wiewohl  nie- 
mand wird  leugnen  wollen,  daß  die  Zustände  der  Atmosphäre 
in  stetiger  Entwicklung  fortschreiten  ?  —  In  dem  hier  dargeleg- 
ten Sinne  hat  es  also  Berechtigimg,  von  unabhängigen  Ereig- 
nissen zu  sprechen  und  von  zwei  Ereignissen  das  eine  als  zu- 
fällig in  bezug  auf  das  andere  zu  nennen. 

Dem  Worte  „Zufall"  wird  aber  noch  ein  anderer  Sinn  unter- 
legt, der  der  Vorstellung  entspricht,  ein  Geschehen  könne 
außerhalb  jeder  kausalen  Beziehung  stehen;  zufällig  bedeute 
also  so  viel  wie  außerkausal.  Man  sucht  diese  Deutung  durch 
Epitheta  hervorzukehren  und  qualifiziert  den  so  gemeinten  Zu- 
fall als  „reinen",  als  „blinden"  Zufall.  Diese  Vorstellung  ist 
es,  an  die  sich  die  Wahrscheinlichkeitstheorie  hält,  indem  sie 
von  den  kausalen  Zusammenhängen  grundsätzlich  absieht.  Sie 
setzt  damit  eine  Hypothese  in  dem  Bewußtsein,  daß  es  einen 
Zufall  in  diesem  Sinne  nicht  gibt,  aber  diese  Hypothese  er- 
weist sich  als  zu  ihrer  Grundlegung  notwendig.  Auf  die  Konse- 
quenzen, die  daraus  zu  ziehen  sind,  daß  man  das  bloß  „schein- 
bar Zufällige",  das  uns  verborgene  Zusammenhänge  aufweist, 
durch  ein  „rein  Zufälliges",  aller  Zusammenhänge  bares  er- 
etzt,  hat  H.  Bruns  deutlich  hingewiesen  ^'^ :  „Erste;is  muß 
man  darauf  verzichten,  durch  rein  logische  Deduktionen  den 

*^  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und    Kollektivmaßlehre.      Leipzig  1906. 
3ff. 
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Satz  erhärten  zu  wollen,  daß  die  Lehrsätze  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung eine  notwendige  Geltung  für  die  Vorgänge 
der  Wirklichkeit  besitzen,  vielmehr  läßt  sich  der  Nachweis, 
daß  jene  Sätze  zur  Untersuchung  beobachteter  Ereignisse  nun 
auch  wirklich  brauchbar  seien,  einzig  und  allein  aus  der  Er- 
fahrung führen.  1^  Zweitens  ersieht  man,  daß  den  Lehrsätzei 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  so  weit  sie  sich  in  einem 
gegebenen  Falle  als  brauchbar  herausstellen,  immer  nur  die 
Bedeutung  einer  Annäherung  zuzusprechen  ist." 

Auf  ganz  anders  geartete  Vorstellungen,  die  mit  dem  Worte 
Zufall  verknüpft  werden,  sobald  alles  Weltgeschehen  auf  den 
Menschen  bezogen  wird,  geht  Timerding  in  seinem  schon 
genannten  Buche  ein.  Bei  dem  landläufigen  Gebrauch  des 
Wortes  denke  man  nicht  an  den  Mangel  einer  Verur- 
sachung, sondern  an  das  Mißverhältnis  zwischen  Ursache  und 
Wirkung,  beurteilt  vom  Standpunkte  unseres  Ich;  wenn  wir 
dort,  wo  eine  Ursache  tätig  ist,  von  Wirkung  reden,  so  er- 
scheine uns  das,  was  der  Zufall  hervorbringt,  als  Schickung, 
als  etwas,  was  außerhalb  des  physischen  Geschehens  liegt. 
„Zufall  oder  Schicksal,  das  ist  meistens  die  Frage,  nicht  Zu- 
fall oder  Naturgesetz."  1^ 

64.  Das  zufällige  Geschehen  ist  nicht  genügend  charakteri- 
siert, wenn  man  es  als  ein  solches  bezeichnet,  dem  das  Merk- 
mal der  Notwendigkeit  abgeht.  Es  muß  bei  ihm  auch  die  Un- 
möglichkeit ausgeschlossen  werden.  Denn,  wenn  etwas,  was 
wir  auf  Grund  unseres  Denkens  oder  unserer  Erfahrung  für 
unmöglich  halten,  wirklich  geschähe,  würden  wir  es  nicht  als 
zufällig,  sondern  für  ein  Wunder  erklären.  Daß  aus  einer  Urne, 
von  der  wir  bestimmt  wissen,  daß  sie  nur  schwarze  Kugeln 
enthält,  eine  weiße  Kugel  gezogen  wird,  ist  kraft  unseres  Den- 
kens unmöglich;  daß  eine  Magnetnadel  durch  einen  vorbeige- 
leiteten •  Strom  nach  rechts  abgelenkt  wird,  halten  wir  für  un- 
möglich auf  Grund  der  Erfahrung;  geschähe  das  eine  oder  das 


Vgl.  dazu  das  vierte  Kapitel  dieser  Schrift.  ^^  S.  8, 
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andere,  wir  könnten  nicht  anders  als  von  einem  Wunder  re- 
den, wenn  es  uns  nicht  gelänge,  eine  verborgene  Ursache  nach- 
zuweisen, vermöge  deren  es  geschehen  konnte,  bzw.  geschehen 
mußte.  Diese  beiden  Ausschließungen  weisen  darauf  hin,  daß 
die  Zufälligkeit  mit  dem  dritten,  dazwischen  liegenden,  näm- 
lich mit  der  Möglichkeit  einhergeht;  nur  Mögliches  kann  zu- 
fällig sein. 

Wenn  man  jedoch  kurzweg  das  zufällige  Geschehen  als  Be- 
tätigungsgebiet der  Wahrscheinlichkeitstheorie  bezeichnet,  so 
sind  ihr  damit  weite  Grenzen  gezogen;  denn  auch  nicht  alles, 
was  als  möglich  gilt,  kann  ihren  Gegenstand  bilden.  Nur  die 
steigerungsfähige,  in  ihren  Graden  vergleichbare  und  im  gün- 
stigsten Falle  meßbare  Möglichkeit  gehört  m  ihren  Bereich. 
Durch  dieses  Zusammengehen  der  Zufälligkeit  mit  der  gra- 
duellen Möglichkeit  fällt  auch  auf  die  Zufälligkeit  ein  Schein 
von  Steigerungsfähigkeit,  aber  nur  ein  Schein ;  denn  im  B  e  - 
griff  des  Zufalls  liegt  nach  meinem  Dafürhalten  nichts  davon. 
Der  gewöhnliche  Sprachgebrauch  scheint  dem  allerdings  ent 
gegen  zu  sein;  Meinong  bemerkt  zu  dieser  Angelegenheit 20 : 
„Zwar  wird  man  etwas  wie  Steigerungsfähigkeit  auch  der  Zu- 
fälligkeit nicht  absprechen  können,  obwohl  nicht  gerade  ge- 
bräuchlich ist,  von  großem  und  kleinem  Zufall  zu  reden." 
In  dem  „etwas"  liegt  eine  gewisse  Vorsicht;  dem  zweiten  Teil 
des  Satzes  kann  ich  nicht  zustimmen,  denn  es  ist  in  der  Tat 
gebräuchlich,  von  großem  Zufall  zu  reden  und  etwa  auch  zu 
sagen,  ein  „kleiner  Zufall"  habe  dies  oder  jenes  anders  gefügt. 
Der  Sinn,  in  welchem  dem  Zufall  eine  Größe  zugesprochen 
wird,  ist  unzweifelhaft  der,  daß  man  diese  Größe  in  ein  um- 
gekehrtes Verhältnis  zur  Möglichkeit  setzt :  Je  kleiner  die  Mög- 
lichkeit, um  so  größer  der  Zufall,  wenn  das  (mit  geringer  Zu- 
versicht) Erwartete  wirklich  eintritt.  Hinter  dieser  Auffas- 
sung steckt  die  Vorstellung  von  dem  Zufall  als  Lenker  der  Um- 
stände. Wenn  gesagt  wird,  ein  kleiner  Zufall  habe  etwas  an- 
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ders  gefügt,  so  verbirgt  sich  dahinter  die  Meinung,  an  den 
Umständen  sei  eine  geringfügige  Änderung  eingetreten,  die 
aber  ausreichend  war,   einen  andern   Erfolg  herbeizuführen. 

Nicht  zutreffend  scheint  mir  das  Verhältnis  der  Zufälligkeit 
und  Möglichkeit  durch  die  Aussage  Meinongs  wiedergege- 
ben zu  sein,  Möglichkeit  sei  ein  Bestandstück  der  Zufällig- 
keit oder  auch  die  steigeiningsfähige  Komponente  der  Zufällig- 
keit. 21  Für  so  eng  halte  ich  die  Verbindung  nicht;  denn  Zu- 
fälligkeit kann  sich  doch  nur  auf  bereits  Geschehenes  beziehen, 
während  von  Möglichkeit  sinnvoll  nur  vor  dem  Geschehen 
gesprochen  werden  kann. 

Man  hat  in  der  Zufälligkeit  ein  so  hervorstechendes  Merk- 
mal derjenigen  Vorgänge  erblickt,  welche  Gegenstand  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  sind,  daß  man  das  Wort  Zufall 
zur  Bildung  eines  Namens  für  dieses  Wissensgebiet  verwen- 
det und  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auch  als  „Theorie" 
oder  „Analyse  des  Zufalls"  bezeichnet  hat.  Sofern  mit  dieser 
Namengebung  zum  Ausdruck  gebracht  werden  wül,  daß  die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  jenen  Teü  des  Weltgesche- 
hens angewendet  wird,  den  wir  nach  dem  Stande  unseres  Wis- 
sens als  zufällig  hinzustellen  bemüßigt  sind,  hat  sie  Be- 
rechtigung, wenn  auch  mit  der  Einschränkung,  daß  nicht  alles, 
was  uns  als  zufällig  erscheint,  dieser  Rechnung  unterzogen 
werden  kann.  Irrtümlich  aber  wäre  die  Auslegung,  als  ob  mit 
der  andern  Bezeichnung  gesagt  werden  wollte,  die  Wahr- 
scheinliclLkeitsrechnung  besitze  die  Fähigkeit  und  habe  den 
Zweck,  uns  an  die  eigentlichen  Vorgänge,  die  wir  eben  wegen 
Mangels  an  einem  eingehenden  Wissen  als  zufällig  erklären, 
irgendwie  näher  heranzubringen,  den  Schleier  zu  lüften,  der 
das  Zufällige  dem  mathematisch  unbewaffneten  Blick  verhüllt. 
Nicht  das,  was  wir  infolge  mangelnder  Einsicht  in  die  Um- 
stände an  den  Vorgängen  als  das  Zufällige  bezeichnen,  bildet 
den  Angriffspunkt  der  Rechnung,  sondern  dasjenige  vorhan- 
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dene  Wissen,  das  uns  unmittelbar  oder  mittelbar  zu  einer  Be- 
wertung der  Möglichkeit  ihres  Eintreffens  verhelfen  kann. 

Die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  muß  naturgemäß  von  dem 
einzelnen  Ereignis  als  dem  Element  des  Weltgeschehens  aus- 
gehen; aber  ihre  eigentliche  aufklärende  Wirkung  kommt  erst 
zur  Geltung,  wenn  es  sich  um  große  Komplexe  vom  Ereignissen 
handelt ;  dann  tritt  nämlich  der  Umstand,  daß  wir  bezüglich 
des  Einzelergebnisses  keine  sichere  Aussage  machen  können, 
worin  ja  das  Wesentliche  des  Zufälligen  liegt,  gegenüber  der 
Gnmdlage  an  positivem  Wissen  derart  zurück,  daß  von  diesem 
Gesichtspunkte  aus  die  Bezeichnung  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung als  einer  Theorie  des  Zufalls  unzutreffend  erscheinen 
muß.  Das  Zurücktreten  des  Zufälligen  in  großen  Komplexen 
gleichartiger  Ereignisse  wird  auch  mit  dem  Namen  „Ausglei- 
chung des  Zufalls"  belegt. 

Über  die  Stellung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zum  Zu- 
fall und  die  Aufgaben  der  ersteren  sind  freilich  auch  andere 
Anschauungen  hervorzuheben  als  die  hier  dargelegten.  Be- 
sonders scharf  kommt  dies  bei  Sterzinger  zum  Ausdruck. 
Ihm  erscheint  die  Erlangung  individueller  Kenntnisse  über 
das  einzelne  Ereignis  wichtiger  und  wertvoller  als  eine  allge- 
meine Theorie.  Er  äußert  sich  darüber  wie  folgt  22 :  „Die  Wis- 
senschaft hätte  daher  auch  bei  den  Zufallsspielen  den  Weg  zur 
Erlangung  individueller  Kenntnisse  über  die  Einzelfälle  ein- 
schlagen sollen,  statt  sich  beständig  mit  dem  Konstruieren  und 
Kombinieren  der  Fälle  abzumühen  und  dabei  stehen  zu  bleiben ; 
der  Erfolg  wäre,  wie  mich  einige  angestellte  Versuche  23  über- 
zeugen, nicht  ausgeblieben."  Man  muß  solchen  Anschauungen 
die  Frage  entgegenhalten,  ob  es  denn  überhaupt  eine  „Wis- 
senschaft" der  Einzelfälle  geben  könne,  was  die  Wissenschaft 
dabei  zu  tun  habe,  wenn  es  sich  darum  handelt,  was  bei  einem 
bevorstehenden  Würfelwurf  tatsächlich  erscheinen  werde,  sofern 
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derartiges  einer  Erforschung  fähig  wäre.  Im  naturphilosophi 
sehen  Teil ^^  seines  Buches  führt  Sterzinger  den  Gedanken, 
daß  die  richtige  Wahrscheinlichkeitstheorie  erst  bei  der  De- 
tailforschung beginne,  weiter  aus;  ihre  eigentliche  Aufgabe 
erblickt  er  darin,  das  rätselhafte  Spiel  des  Zufalls  zu  erlau- 
schen, zu  erforschen,  wie  der  „Ausgleich  des  Zufalls"  vor 
sich  geht. 

VI.  Das  Theorem  von  Bayes 

65.  Das  Bayessche  Theorem  kennzeichnet  ein  besonderes 
Gebiet  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  insofern,  als  hier 
Fragestellungen  ganz  anderer  Art  auftreten,  als  sie  bisher 
vorkamen.  Bisher  stand  die  Sachlage  so,  daß  ein  bekannter 
Tatbestand  verschiedenen  Möglichkeiten  Ursprung 
gibt,  und  die  Frage  richtete  sich  nach  der  Wahrscheinlichkeit 
eines  ungewissen  Ereignisses,  das  nach  dem  zugrunde  lie- 
genden Tatbestand  im  Bereich  der  Möglichkeit  liegt. 

Nun  können  die  Dinge  ihre  Rollen  vertauschen.  Ein  be- 
kanntes Ereignis  gibt  Raum  verschiedenen  Möglich- 
keiten bezüglich  des  ihm  zugrunde  liegenden  Tatbestands, 
und  die  Frage  richtet  sich  nach  der  Wahrscheinlichkeit  eines 
solchen  an  sich  ungewissen  Tatbestands.  —  Das  Gemein- 
same beider  Sachlagen  liegt  in  dem  Auftreten  von  Möglich- 
keiten. Bekannt  ist  in  dem  ersten  Falle  ein  Tatbestand,  un- 
gewiß ein  Ereignis;  im  zweiten  Falle  hingegen  ist  bekannt  ein 
Ereignis  und  ungewiß  der  Tatbestand,  aus  dem  es  hervor- 
gegangen ist. 

Die  erste  Sachlage  illustriert  das  folgende  Beispiel.  Bekannt 
ist,  daß  eine  Urne  weiße  und  schwarze  Kugeln  in  bestimmten 
Anzahlen  enthält,  die  ebenfalls  gegeben  sind;  bezüglich  des 
Ergebnisses  einer  Anzahl  von  Ziehungen  bestehen  verschie- 
dene Möglichkeiten,  und  es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
bestimmten  dieser  möglichen  Ergebnisse  zu  bestimmen. 

'*  Besonders  3.  208—209. 
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Ein  einfaches  Bild  der  zweiten  Sachlage  ist  das  Folgende. 
Es  liegen  mehrere  Urnen  vor,  die  mit  weißen  und  schwarzen 
Kugeln  in  bestimmten  bekannten,  aber  verschiedenen  Verhält- 
nissen gefüllt  sind.  Das  Ergebnis  einer  Ziehungsreihe  aus  einer 
der  Urnen  ist  bekannt.  Bezüglich  der  Herkunft  dieses  Ereig- 
nisses bestehen  verschiedene  Möglichkeiten,  repräsentiert 
durch  die  Urnen;  es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen, 
daß  das  Ergebnis  einer  bestimmten  von  den  Urnen  entstammt. 
Es  entsteht  die  Frage,  ob  es  sich  bei  dieser  Umkehrung  der 
Sachlange  um  prinzipiell  neue  Probleme  handelt,  also  um 
solche,  zu  deren  Lösung  die  bisherigen  Gedankengänge  nicht 
ausreichen,  so  daß  nach  neuen  gesucht  werden  müßte.  Die 
verneinende  Antwort  auf  diese  Frage  wird  sich  aus  dem  weiter 
Folgenden  von  selbst  ergeben. 

Es  entspricht  dem  geschichtlichen  Gange,  wird  aber  auch 
dem  Verlaufe  unserer  Darstellung  am  angemessensten  sein, 
wenn  wir  mit  La  place  beginnen.  Er  hat  die  Gedanken,  die 
sich  in  den  zwei  von  Th.  Bayes  stammenden,  nach  seinem 
Tode  durch  Price  in  den  Bänden  LI II  (1763)  und  LIV 
(1764)  der  Londoner  Philosophical  Transactions  veröffent- 
lichten Abhandlungen  unter  vielen  umständlichen  Entwicklun- 
gen verborgen  fanden,  aufgegriffen  und  bis  zu  klar  formulier- 
ten Sätzen  durchgebildet.  Die  erste  Veröffentlichung  der  Er- 
gebnisse dieser  Untersuchung  erfolgte  1774  im  VI.  Bande  der 
Memoires   par  divers   Savans. 

Das  Problem,  an  welches  die  neue  Gedankenbildung  an- 
knüpft, ist  folgendes :  Ein  Billard  ist  durch  eine  Linie  parallel 
zu  zwei  gegenüberliegenden  Seiten  in  zwei  Streifen  I,  II  zer- 
legt; man  hat  im  Spiel  eine  Kugel  p-\-q-m2^.  abgestoßen  und 
hat  beobachtet,  daß  sie  p-iml  auf  dem  Streifen  I  und  ^-mal 
auf  dem  Streifen  11  zur  Ruhe  kam.  Aus  dieser  Erfahrungstat 
Sache  ist  die  wahrscheinliche  Lage  der  als  unbekannt  voraus- 
gesetzten Teilungslinie,  genauer  gesprochen,  die  Wahrschein- 
lichkeit zu  bestimmen,  daß  der  Abstand  der  Teilungslinie  von 
einer  der  beiden  Parallelseiten  zwischen  gegebenen  Grenzen  liege. 

Wiss.  u.  Hyp,  24 :  C  z  u  b  e  r ,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  1 3 
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In  den  jetzt  folgenden  Ausführungen  benützen  wir  die  in  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  gebräuchKche  Terminologie,  um 
erst  später  auf  die  von  philosophischer  Seite  an  ihr  geübte 
Kritik  einzugehen.  Hiemach  nennen  wir  den  Tatbestand,  auf 
den  sich  die  Bestimmung  der  Wahrscheinlichkeit  eines  Er- 
eignisses stützt,  des  Ereignisses  „Ursache"  und  bezeichnen 
eine  Wahrscheinlichkeit  als  „a  priori"  bestinmit  oder  als  eine 
apriorische,  wenn  bei  ihrer  Bestimmung  keine  Erfahrung  über 
das  Ereignis  benützt  wird,  hingegen  als  „a  posteriori"  be- 
stinmit oder  als  eine  aposteriorische,  wenn  dabei  Erfahrun- 
gen benützt  worden  sind,  auch  dann,  wenn  neben  diesen  auch 
apriorische  Wahrscheinlichkeiten  mit  verwendet  worden  sind. 

Nach  unserer  Überzeugung  werden  die  abstrakten  Überle- 
gungen, auf  die  es  hier  ankommt,  durch  kein  Mittel  so  klar 
zum  Ausdruck  gebracht  als  durch  eine  zweckentsprechende 
Symbolik.  Wir  bezeichnen  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Er- 
eignisses E  schlechtweg,  d.  h.  wenn  bei  üirer  Bestimmung 
auf  kein  anderes  Ereignis  Bedacht  zu  nehmen  ist,  mit  ^33 (^); 
ist  sie  jedoch  unter  der  Voraussetzung  zu  ermitteln,  daß  ein 
anderes  Ereignis  (oder  ein  Tatbestand)  F  stattgefunden  hat, 
so  schreiben  wir  die  so  gebildete  (relative)  Wahrscheinlich- 
keit ^p(E).  Natürlich  wird  diese  Schreibweise  hauptsächlich 
dann  zur  Anwendung  kommen,  wenn  das  Eintreffen  (oder 
Platzgreifen)  von  F  den  Tatbestand  beeinflußt,  der  für  die 
Wahrscheinlichkeit  von  E  maßgebend  ist. 

66.  Laplace  gründet  den  Beweis  des  Bayesschen  Theo- 
rems auf  einen  Satz,  den  er  im  Anschlüsse  an  den  Multipli- 
kationssatz für  voneinander  abhängige  Ereignisse  entwickelt^ 
und  den  er  in  der  „Introduktion"  (Essai  philosophique )  als 
V.  Prinzip  anführt.  ^  Die  vorbereitenden  Ausführungen  hierzu 
lauten  wie  folgt:  „Indem  man  als  zusammengesetztes  Ereig- 
nis das  beobachtete  Ereignis  verbunden  mit  einem  künftigen 
betrachtet,  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dieses  letzteren  Ereig- 
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nisses,  gefolgert  aus  dem  beobachteten,  offenbar  die  Wahr- 
scheinlichkeit, daß,  wenn  das  beobachtete  Ereignis  stattge- 
funden hat,  auch  das  künftige  stattfinden  werde;  nach  dem 
Prinzip  nun,  an  dessen  Aufstellung  wir  schreiten,  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, multipliziert  mit  jener  des  beobachteten  Er- 
eignisses, diese  a  priori  oder  unabhängig  von  dem  bereits 
Eingetroffenen  bestimmt,  gleich  derjenigen  des  zusammenge- 
setzten Ereignisses,  gleichfalls  a  priori  bestimmt;  man  hat 
also  das  folgende  Prinzip,  betreffend  die  Wahrscheinlichkeit 
künftiger  Ereignisse,  gefolgert  aus  beobachteten  Ereignissen." 
Und  dieses  Prinzip  formuliert  Laplace  so: 

„Die  Wahrscheinlichkeit  eines  künftigen  Ereignisses,  ge- 
folgert aus  einem  beobachteten  Ereignis,  ist  der  Quotient  aus 
der  Division  der  a  priori  bestimmten  Wahrscheinlichkeit  des 
aus  beiden  zusammengesetzten  Ereignisses  durch  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  beobachteten  Ereignisses,  diese  gleichfalls 
a  priori  bestimmt." 

Das  beobachtete  Ereignis  heiße  E,  das  von  ihm  abhängige 
künftige  Ereignis  F ,  das  aus  beiden  zusammengesetzte  Er- 
eignis EF,  wobei  durch  die  Ordnung  der  Buchstaben  auch 
die  Zeitfolge  angedeutet  ist.  Nach  dem  Multiplikationsgesetze 
für  voneinander  abhängige  Ereignisse  ist 

(I)  n{EF)^^^[E)^FXF) 

und  daraus  ergibt  sich 

12)  ^^-'\^)^    W{E)    ' 

Dies  ist  die  symbolische  Darstellung  und  zugleich  die  Be- 
gründung  des  in   Worten   ausgesprochenen   Prinzips. 

Wiewohl  dieser  Satz,  wegen  der  Häufung  von  Wahrschein- 
lichkeiten in  verschiedener  Deutung  nicht  leicht  verständlich, 
in  der  späteren  Literatur  immer  seltener  angeführt  wird  und 
sich  als  für  die  Begründung  des  Bayesschen  Theorems  ent- 
behrlich erwiesen  hat,  sollen  ihm  hier  doch  einige  Worte  ge- 
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widmet  werden  mit  Bezug  auf  die  Kritik,  die  er  bei  Ster- 
zinger  erfahren  hat.^ 

Sterzinger  hat  das  Prinzip  mißverstanden,  das  geht  aus 
den  Beispielen  hervor,  an  denen  er  es  zur  Anwendung  zu 
bringen  sucht,  noch  deutlicher  aber  aus  der  Ratlosigkeit,  mit 
welcher  er  den  beiden  von  ihm  mit/>^,/^  bezeichneten  Wahr- 
scheinhchkeiten  (entsprechend  unserem  SB  {E)  und  SB^  [F))  ge- 
genübersteht Auf  S.  145  fragt  er:  „Was  soll  p^  in  diesen  Bei- 
spielen sein?"  Vorher  schon  hat  er  erklärt:  „Mir  erscheint 
der  Wert/^  sinnlos."  Auf  S.  146  wirft  er  wieder  die  Frage  auf: 
„In  welcher  Beziehung  steht  überhaupt  der  neue  Wert  p^  zum 
alten  /^?"  Das  klingt  so,  als  ob  sich  beide  auf  dasselbe  Er- 
eignis bezögen.  Die  mißverständliche  Anwendung  führt  ihn 
auch  zu  absurden  Resultaten  (unechten  Wahrscheinlichkeits- 
brüchen),  aus  denen  er  aber  nicht  den  Schluß  zieht,  daß  auf 
seiner  Seite  eine  irrtümliche  Auffassung  vorliegen  müsse,  son- 
dern den  Schluß,  das  Prinzip  sei  falsch  und  darum  nicht  an- 
wendbar. Die  weiter  daran  geknüpften  Betrachtungen  führen 
ihn  zu  dem  Urteil,  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  sei  nicht 
der  in  Rechnung  gebrachte  Menschenverstand,  sondern  etwas 
anderes  (?),  und  die  kombinatorische  Methode  sei  zur  Be- 
gründung einer  Wahrscheinlichkeitstheorie,  die  mit  der  Tätig- 
keit des  gesunden  Menschenverstandes  wirklich  identisch  wäre, 
untauglich. 

67.  Behält  man  E  als  Bezeichnung  des  beobachteten  Er- 
eignisses bei,  ersetzt  aber  F  durch  eine  von  den  möglichen  Ur- 
sachen U^^  ^, . . .  U^j  denen  das  Ereignis  E  zugeschrieben  werden 
kann  und  von  welchen  voraussetzungsgemäß  eine  stattgefun- 
den haben  muß,  z.  B.  durch  U.y  so  kann  das  aus  E  und  U^  zu- 
sammengesetzte Ereignis  in  den  zwei  Arten  ^^EU^'^  und  „U.E^'' 
geschrieben  werden,  die  wohl  nur  eine  Wahrscheinlichkeit, 
aber  wegen  der  gegenseitigen  Abhängigkeit  ihrer  Elemente 
verschiedene  Bedeutung  haben:  das  erstemal  wird  E  als  ein- 

'  S.  143  ff. 


67.  Ableitung  des  Bayesschen  Theorems  180 

getroffen  betrachtet  und  es  wird  daraus  auf  U^  geschlossen,  das 
zweitemal  wird  U.  als  geltend  vorausgesetzt  und  daraus  auf  E 
geschlossen;  dementsprechend  ist  im  Sinne  von    (i) 

hingegen  gS(4^)  -  S53(^.)2Ö^.{^}; 

aus  der  Gleichsetzung  der  rechten  Seiten  ergibt  sich 

^£(^r)  = ^{E) 

Da  nun  a  priori 

weil  E  als  Folge  der  ersten  oder  der  zweiten  .  .  .  oder  der 
/2-ten  Ursache  eintreten  kann  und  infolge  einer  von  allen  ein- 
getreten sein  muß,  so  ist 

Dies  aber  ist  die  symbolische  Darstellung  des  Bayes- 
schen Theorems  unter  der  allgemeinen  Voraussetzung,  daß 
die  einzelnen  Ursachen  a  priori,  d.  h.  bevor  noch,  eine  aus  ihnen 
hervorgegangene  Tatsache  bekannt  ist,  verschiedene  Wahr- 
scheinlichkeiten haben.  Unter  der  besonderen  Voraussetzung 
gleicher  apriorischer  Ursachenwahrscheinlichkeiten  verein- 
facht sich  die  Formel  zu  der  folgenden: 

(5)  '^^(^,)  ==  2B     (^)  4.  >^— r^4.TTq:-ij7-(^)  • 

1  j  « 

Es  sei  nachdrücklich  darauf  hingewiesen,  daß  bei  dieser 
Ableitung  von  keinem  Gedanken  Gebrauch  gemacht  wurde, 
der  außerhalb  der  bisherigen  Begriffe  und  Sätze  läge,  daß  sie 
vielmehr  lediglich  auf  dem  MultipHkations-  und  dem  Addi- 
tionssatze beruht. 
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68.  Wir  wenden  uns  nun  der  in  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung gebräuchlichen  Terminologie  zu,  die  gerade  bei  der 
jetzt  in  Rede  stehenden  Materie  für  die  Auffassung  von  gro- 
ßer Bedeutung  ist  und  darum  der  Kritik  in  besonderem  Maße 
ausgesetzt  war.  Vor  allem  ist  es  das  Wort  „Ursache",  des- 
sen Verwendung  in  dem  hier  gemeinten  Sinne  immer  wieder 
bemängelt  wird.  Stumpft  bezeichnet  es  als  „eine  umständ- 
liche und  ganz  überflüssige  Verkehrung  des  Sprachgebrauchs, 
daß  man  die  Hypothesen,  die  über  die  Entstehungsmög- 
lichkeit einer  Tatsache  gemacht  werden  können,  als  deren  Ur- 
sachen bezeichnet  und  hinterdrein  diesen  Terminus  durch  einen 
erklärenden  Zusatz  von  dem  abhebt,  was  man  im  gewöhn- 
lichen Leben  darunter  versteht."  Diese  Bemerkung  ist  inso- 
fern zutreffend,  als  es  sich  bei  dem,  was  man  in  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung in  dem  hier  vorliegenden  Zusammen- 
hange als  Ursache  bezeichnet,  nicht  um  etwas  handelt,  was 
die  Tatsache  zur  notwendigen  Folge  hat,  sondern  um  et- 
was, was  ihr  bloß  Möglichkeit  verleiht;  geht  aber  aus  der 
Möglichkeit  Tatsächlichkeit  hervor  —  und  diese  bildet  hier 
eine  Grundlage  — ,  dann  tritt  dieses  „etwas"  allerdings  als 
mitbestimmender  Umstand  auf,  als  eine  Teilursache.  Aus  die- 
ser Erwägung  mag  der  Gebrauch  entstanden  sein,  und  er 
wird  sich  trotz  der  gegen  ihn  vorgebrachten  Bedenken  nicht 
mehr  abstellen  lassen. 

Nun  bemerkt  Stumpf  bei  der  Darlegung,  wie  mannigfaltig 
das  sein  kann,  was  hier  unter  Ursache  verstanden  wird,  es 
könne  auch  der  Fall  eintreten,  daß  es  sich  um  eine  Ursache 
im  eigentlichen  Sinne  handelt,  und  führt  als  Beispiel  die  Tat- 
sache eines  Brandes  an,  demgegenüber  dann  die  Frage  aufge- 
worfen wird,  ob  er  durch  Blitzschlag,  Legung  o.  dgl.  ent- 
standen ist;  das  seien  wirkliche  (reale)  Ursachen,  und  aus  dem 
Wortlaut  des  Textes  geht  die  Meinung  hervor,  auch  auf  eine 
derartige  Frage  sei  das  Bayessche  Theorem  anwendbar.  Diese 


■*  Über  den  Begriff  der  mathem,  Wahrsch.  usw.,  S.  96  ff. 
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Meinung  ist  irrig,  das  Bayessche  Theorem  betrifft  nur  solche 
Fragen,  wo  es  sich  um  Ursachen  in  dem  eben  erörterten  über- 
tragenen Sinne  handelt.  Zu  dem  angezogenen  Beispiel  wäre  die 
folgende  Überlegung  zu  machen. 

Vorab  die  Feststellung,  daß  in  der  folgenden  Erörterung 
nur  an  empirische  Wahrscheinlichkeiten  gedacht  werden  darf. 
Es  sei  ^,  U,y,..,U^  die  vollständige  Reihe  von  „Ursachen",  die 
nach  der  bisherigen  Erfahrung  zu  Bränden  geführt  haben;  es 
sind  dies  im  Sinne  Stumpfs  wohl  reale,  aber  doch  nur  Teil- 
ursachen, weü  bei  der  Entstehung  eines  Brandes  doch  noch 
andere  Umstände  in  Betracht  kommen.  Man  habe  nun  eine 
große  Zahl  „tatsächlicher  Brände"  nach  diesen  Ursachen 
klassifiziert  und  aus  der  so  gewonnenen  Statistik  die  empiri- 
schen Wahrscheinlichkeiten  /j,  /g»  •  •  •/«  gewonnen.  Auf  die  Frage 
nach  der  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein  „tatsächlich  stattgefunde 
ner  Brand",  über  dessen  Verursachung  man  a  priori  nichts  weiß, 
der  Ursache  U^  zuzuschreiben  sei,  ist  mit  p^  zu  antworten. 
Und  es  wäre  nur  als  eine  Spielerei  mit  Formeln  zu  qualifi- 
zieren, wollte  man  hier  das  Bayessche  Theorem  anrufen  und 
wie  folgt  schließen :  Die  apriorischen  Wahrscheinlichkeiten 
der  einzelnen  Ursachen  sind 

die  Wahrscheinlichkeiten,  welche  sie  der  Tatsache,  die  man 
beobachtet  hat,  erteilen,  sind  der  Reüie  nach 

I,  I,  ...  i; 

(denn,  da  sich  die  Zahlen  ;^j, ^2, ..  ./^  aus  wirklichen  Bränden^ 
ergeben  haben,  so  folgt  aus  der  Ursache  die  Notwendigkeit 
der  mit  ihr  verknüpften  Tatsache);  demnach  ist  dem  Bayes- 
schen Theorem  zufolge  die  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori, 


*  Nicht  Blitzschläge  in  Häuser,  Legungen  u.  dgl.,  gleichgültig,  ob  sie 
zu  einem  Brande  geführt  haben  oder  nicht,  wurden  gezählt,  sondern 
Brände  wurden  registriert  mit  Angabe  des  Umstandes,  ob  sie  durch  Blitz- 
schlag, Legung  oder  dergleichen  entstanden  waren. 
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daß  der  beobachtete  Brand  aus  der  Ursache  U^  hervorging. 

P^'l . 

das  führt  natürlich,  weil  die  Disjunktion  der  Ursachen  eine 
vollständige  war,  auf  p^,  was  „ohne  Umschweife"  sofort  an- 
gegeben werden  konnte. 

An  zweiter  Stelle  sind  es  die  durch  Jakob  Bernoulliin 
die  Wahrscheinlichkeitslehre  eingeführten  Ausdrücke  a  priori 
und  a  posteriori,  die  geradezu  zur  Kennzeichnung  zweier  Ge- 
biete der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  verwendet  werden,  ge- 
gen deren  Gebrauch  sich  die  philosophische  Kritik  ausspricht. 
M  e  i  n  o  n  g  weist  zur  Begründung  ihrer  Unzweckmäßigkeit  vor 
allem  auf  den  festen  Sinn,  den  sie  in  der  Erkenntnistheorie 
haben  und  der  ein  anderer  ist  als  der  hier  gemeinte.  Er  hebt 
ferner  hervor,  daß  es  eigentlich  Bezeichnungen  für  Urteile 
sind  und  nur  in  übertragener  Bedeutung  auf  die  Wahrschein- 
lichkeiten ausgedehnt  werden  könnten,  die  in  solchen  Urteilen 
auftreten.  Auch  mischten  sich  bei  der  Bildung  solcher  Urteile 
mitunter  apriorische  und  aposteriorische  Elemente  im  erkennt- 
nistheoretischen Sinne,  so  daß  es  zweifelhaft  sein  könne,  welche 
der  beiden  Eigenschaften  man  dem  Urteil  und  der  darin 
geurteilten  Wahrscheinlichkeit  zusprechen  soll.  Gegen  die 
die  Sachlage  besser  treffende  Wahl  der  Worte  „vorgängig" 
und  „nachfolgend"  für  a  priori  und  a  posteriori  bringt  er  das 
Bedenken  vor,  daß  darin  die  Gefahr  läge,  den  Wahrschein- 
lichkeitsbegriff in  eine  ganz  unbegründete  Verbindung  mit  dem 
Zeitbegriff  zu  bringen.  Er  gelangt  schließlich  nach  einer  Ana- 
lyse des  hier  vorliegenden  Sachverhalts  zu  dem  Vorschlage,  die 
nach  der  Bayesschen  Formel  bestimmte  Wahrscheinlichkeit 
einer  Ursache  deren  inverse  Wahrscheinlichkeit  und  ihr  eine 
Wahrscheinlichkeit,  die  in  der  bisherigen  Weise  bestimmt  wor- 
den ist,  als  direkte  gegenüberzustellen. 

Es  ist  nicht  zu  leugnen,  daß  es  vom  Standpunkte  der  Logik 
und  Erkenntnistheorie  gerechtfertigt  ist,  wenn  darauf  gesehen 
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wird,  daß  Worte,  die  dort  mit  einem  bestimmten  Kurs  geprägt 
worden  sind,  diesen  Kurs  auch  überall  beibehalten,  wo  man 
sie  ausgibt.  Aber  eingebürgerten  Worten,  und  hier  handelt 
es  sich  lun  einen  Zeitraum  von  zwei  Jahrhunderten,  entgegen- 
zutreten, erweist  sich  immer  als  vergeblich.  Es  bleibt  also  nur 
übrig,  ihre  Bedeutung  klar  zu  kennzeichnen,  um  einer  miß- 
verständlichen Auffassung  vorzubeugen. 

Das  für  den  zum  Ausdruck  zu  bringenden  Unterschied  ent- 
scheidende Moment  ist  die  Erfahrung,  oder  im  Sinne  M  ei - 
nongs  gesprochen  die  bekannte  Tatsache.  Eine  Wahrschein- 
lichkeit, die  vor  der  Erfahrimg  gebildet  ist,  soll  eine  apriori- 
sche heißen,  und  eine  Wahrscheinlichkeit,  die  nach  der  Erfah- 
rung bestimmt  worden  ist,  soll  eine  aposteriorische  genannt 
werden.  Man  kann  sich  gleich  bei  dieser  Festsetzung  dagegen 
verwahren,  daß  mit  den  Worten  „vor"  und  „nach"  ein  zeit- 
liches Verhältnis  zum  Ausdruck  gebracht  werden  solle ;  ein  rein 
logisches  Verhältnis  soll  damit  getroffen  werden.  Es  ist  gar 
nicht  notwendig,  daß  bei  einer  „vor  der  Erfahrimg"  aufge- 
stellten Wahrscheinlichkeit  die  Erfahrung  noch  fehlt ;  sie  kann 
und  wird  in  der  Regel  schon  vorhanden  sein;  nur  das  wird 
mit  dem  Worte  „vor"  betont,  daß  die  Erfahrung  nicht  als 
Bestandteil  des  Wissens  über  die  Materie  verwendet  wird. 
Aus  der  Verbindung  „nach  der  Erfahrung"  läßt  sich  das  Zeit- 
liche allerdings  nicht  so  leicht  wegdeuten,  die  Erfahrung  muß 
wirklich  schon  da  sein,  bevor  man  an  die  Aufstellung  einer 
aposteriorischen  Wahrscheinlichkeit  schreitet;  aber  nicht  die 
verstrichene  Zeit,  sondern  nur  der  Umstand  ist  maßgebend, 
daß  man  von  der  in  der  Erfahnmg  liegenden  Vermehrung  des 
Wissens  um  die  Materie  Gebrauch  machen  kann,  sobald  die 
Erfahrung  wirklich  vorliegt. 

In  der  logischen  Verbindung  des  unabhängig  von  der  Er« 
fahnmg  vorhandenen  Wissens  mit  der  Wissensvermehrung 
durch  die  Erfahrung  liegt  das  Kennzeichnende  jenes  Teils 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  der  von  dem  Bayesschen 
Theorem  beherrscht  wird.    Es   treten   dabei   apriorische   Er- 
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kenntnis demente  mit  empirischen  in  Wechselwirkung,  für  die 
Namengebung  „a  posteriori"  sind  die  letzteren  ausschlag- 
gebend. 

Was  den  Vorschlag  betrifft,  statt  apriorische  und  aposteriori- 
sche Wahrscheinlichkeit  zu  sagen  direkte  imd  inverse  Wahr- 
scheinlichkeit, so  wären  die  Beziehungen  besser  passend  für  die 
Probleme  als  für  die  Wahrscheinlichkeiten:  im  Problem 
liegt  die  Inversion.  In  historischer  Beziehung  sei  bemerkt, 
daß  der  Terminus  „inverse  Wahrscheinlichkeit"  genau  in  dem 
hier  geltenden  Sinne  schon  bei  J.  Todhunter  vorkommt ß; 
ich  finde  auf  S.  603  die  Wendung:  „the  normal  principles 
of  inverse  probabüity  as  given  by  Bayes  and  Laplace."  Mit 
dem  Namen  Laplace  ist  auf  die  Umkehrung  des  Bemoulli- 
schen  Theorems  angespielt. 

Mit  einer  Umbenennung  der  im  Bayesschen  Theorem  zu- 
sammentreffenden Wahrscheinlichkeiten  hat  sich  auch 
Stumpf  beschäftigt^;  er  zählt  auf  und  gibt  folgende  Namen 
und  Zeichen: 


??/ 


die  vorgängige  Wahrscheinlichkeit  der  Hypothese.  . 

die  Wahrscheinlichkeit,  mit  der  das  Gegebene  daraus  folgt, 
oder  der  Erklärungswert  der  Hypothese // 

ihre  Wahrscheinlichkeit,  abgesehen  von  den  übrigen  denk- 
baren Hypothesen  oder  ihre  abstrakte  Wahrschein- 
lichkeit   /» 

ihre  Wahrscheinlichkeit  im  Verhältnis  zu  allen  übrigen 
denkbaren  Hypothesen  oder  ihre  konkrete  Wahrschein- 
lichkeit   P 

Hiergegen  ist  zweierlei  einzuwenden.  Einmal  geht  die  Auf- 
zählung über  das  Maß  des  Notwendigen  hinaus,  denn  p  /st 
keine  selbständige  Größe,  sondern,  wie  es  Stumpf  definiert, 
das  Produkt  aus  rfi  imd  n.  Dieses  Produkt  aber  bedeutet  die 
Wahrscheinlichkeit   des   Gegebenen  unter  Voraussetzung  des 

'■  A  History  of  the  Mathematical  Theory  of  Probability.     London  1865. 
•  A.  a.  O.  S.  95—96. 
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Bestehens  der  Hypothese;  es  geht  daher  nicht  an,  p  die  ab 
strakte  Wahrscheinlichkeit  der  Hypothese  zu  nennen. 

69.  Was  Meinong  in  seinem  Werke ^  als  „Erweis  des 
Bayesschen  Satzes"  vorführt,  kann  als  solcher  nicht  anerkannt 
werden;  es  ist  nur  eine  Umformung  der  von  ihm  ohne  Beweis 
aufgestellten  Formel  (II),  die  eben  die  Bayessche  ist,  zu  dem 
Zwecke,  um  sie  mit  der  Kollektivbetrachtung  in  Verbindung 
zu  bringen.  Er  spricht  in  seinen  sehr  abstrakt  gehaltenen  Aus- 
führungen weder  von  Ursachen  oder  Hypothesen  noch  von 
einem  beobachteten  Ereignis,  sondern  ausschließlich  von  Ob- 
jektiven (nur  ein  Hinweis  deutet  den  Zusammenhang  mit  der 
üblichen  Darstellung  an). 

In  einem  Punkte  der  Meinongschen  Darstellung  wird  wohl 
jeder  Leser  eine  Schwierigkeit  finden,  das  ist  nämlich  „die 
gewisse,  mehr  oder  minder  umfassend,  oft  wohl  auch  ziemlich 
ungenau  bestimmte  Sachlage  a."  Ihre  Einführung  wird  an 
einer  späteren  Stelle  damit  motiviert,  daß  keine  zahlenmäßige 
Wahrscheinlichkeit  (hier  die  apriorische  Wahrscheinlichkeit 
der  Ursache)  anders  als  in  bezug  auf  einen  vorgegebenen  Tat- 
bestand verstanden  werden  kann.  Und  noch  später  sagt  er, 
daß  es  bei  dem  a,  das  eben  diesen  Zweck  erfüllen  soll,  „leicht 
etwa  bei  bloßer  Berufung  auf  die  allgemeine  Sachlage  oder 
die  Umgebung,  in  der  die  bearbeiteten  Vorgänge  sich  abspie- 
len, sein  Bewenden  haben  mag."  Wenn  auch  schließlich  fest- 
gestellt wird,  daß  „das  Objektiv  a"  in  der  numerischen  Be- 
handlung keine  Rolle  spielt,  so  fühlt  doch  jeder  das  Bedürfnis, 
sich  von  dem,  was  unter  dem  a  gemeint  sein  soll,  eine  Vor- 
stellimg  zu  büden.  Offenbar  hat  Meinong  bei  dem  etwas 
rätselhaft  eingeführten  a  an  jenen  Wissensstand  gedacht,  aus 
dem  heraus  die  Aufzählung  der  möglichen  Ursachen  und  die 
Bewertung  ihrer  apriorischen  Wahrscheinlichkeiten  erfolgt. 

In  seinem  Kern  ist  der  Meinongsche  Gedankengang,  wie 
ich  glaube,  nicht  wesentlich  verschieden  von  demjenigen,  der 


S.  571 — 580,  insbesondere  S.  576. 
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meiner  Ableitung  der  Bayesschen  Formel  zugrimdeliegt  ^ ;  nur 
bediente  ich  mich  der  Veranschaulichung  der  abstrakten  Be- 
griffe durch  Urnen  mit  darin  enthaltenen  Kugeln  verschiede- 
ner Farbe.  Ich  will  die  Ableitung  hier  in  etwas  veränderter 
Form  unter  Beibehaltung  der  Meinongschen  Buchstaben 
wiedergeben. 

Die  Ursachen  seien  durch  Urnen  bestimmter  Füllung  mit 
weißen  und  schwarzen  Kugeln 

ßv  ft»  •  •  •  ßn 
verkörpert,  die  in  den  Anzahlen 

auftreten.  Da  jede  der  Ursachen  in  bezug  auf  das  beobachtete 
Ereignis  oder  die  erfahrene  Tatsache  y  möglich  ist,  d.  h.  da  sie 
ihm  zur  Realisierung  die  Möglichkeit  bietet,  so  lassen  sich  aus 
dem  ihr  zugrundeliegenden  Kollektiv  (einem  Kollokations- 
kollektiv) günstige  Fälle  für  y  aufbauen;  ihre  Anzahlen  seien 
bezüglich  jeder  Urne  der  Sorten  |Sj,  jSg,  ß^  der  Reihe  nach 

ff      f>  /' 

^1   »  ^2   »  •  •  •  ^„   • 

Da  y  tatsächlich  ist  —  das  ist  der  wesentliche  Punkt  in  der 
Beweisführung  — ,  so  kann  es  nur  entweder  aus  den  g^  g^'  gün- 
stigen Fällen,  entstammend  den  Urnen  j3j,  oder  aus  den  g^g^' 
günstigen  Fällen,  entstammend  den  Urnen  ^j,  ...  oder  endlich 
aus  den  g„'  g^'  günstigen  Fällen,  entstammend  den  Urnen  /J^,  her- 
vorgegangen   sein.      Für    seine    Vertatsächlichung    liegen    also 

gi' gl"  +  gi  Sfi' -\ ^g„'g„"  mögliche  Fälle  vor  und  davon  sind 

g^' g^'  der  Vertatsächlichung  durch  eine  der  Urnen  ß^,  d.  h.  durch  I 
die  Ursache  6^,  günstig;  folglich  ist  die  Wahrscheinlichkeit,   daß 
y  durch  die  Ursache  jSj  zustandegekommen  ist, 

gi'gx" 


W. 


^        gxSx  "  -h  ^1 V,"  +  •  •  •  +  gngr 


®  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  3.  Aufl.,  Bd.  I,  1914,  S.  191—195  und 
das  Vorausgeschickte. 
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Diese  Schlußweise  setzt  voraus,  daß  die  günstigen  Fälle,  auf 
die  sich  die  Bezeichnungen  ^'  beziehen,  auch  nach  ihrer  Ver- 
einigung zu  einem  Kollektiv  untereinander  gleichmögliche 
Fälle  darstellen;  das  findet  nur  dann  statt,  wenn  nach  Ver- 
einigung aller,  auch  der  ungünstigen  Fälle  die  zu  den  Zahlen 
ö^'  gehörigen  Grundzahlen  der  möglichen  Fälle  untereinander 
gleich  sind.  \s\m'  ihr  gemeinsamer  Betrag  und  ist  m  =  ^ g\ 
so  entsteht  nach  Division  des  Zählers  und  Nenners  durch  das 
Produkt  m' m"  die  Bayessche  Formel  in  der  Meinongschen 
Schreibweise : 


w. 


1  "  1 


Vor  Kennzeichnung  des  Inhalts  dieser  Formel  ^o  sei  noch- 
mals die  Erklärung  der  darin  vorkommenden  Größen  und 
Ausdrücke  angegeben.  Es  ist 

Wj^'  die  spezielle  apriorische  Wahrscheinlichkeit  von  y,  ge- 
folgert aus  der  Ursache  ß^; 

W^W^'-\-W^W^'^ \-W^'W^"   die   allgemeine   apriori- 

rische  Wahrscheinlichkeit  von  y; 

W^  die  apriorische  Wahrscheinlichkeit  der  Ursache  jSj; 

W^  ihre  aposteriorische  Wahrscheinlichkeit. 

Dann  kann  aus  der  Formel  folgendes  abgelesen  werden:  Die 
Wirkung  der  Tatsächlichkeit  von  y  besteht  darin, 
daß  durch  sie  die  apriorische  Wahrscheinlichkeit 
einer  Ursache  verändert  wird  im  Verhältnis  der  spe- 
ziellen apriorischen  Wahrscheinlichkeit,  die  sie 
dem -'  erteilt,  zur  allgemeinen  apri  orischen  Wahr- 
scheinlichkeit von  y. 

Da  sowohl  die  Summe  der  apriorischen  Wahrscheinlichkei- 
ten der  einzelnen  Ursachen  als  auch  die  Summe  ihrer  apo- 
steriorischen Wahrscheinlichkeiten  den  Wert    i   hat,  weil  ja 

'*•  Eine  auf  das  Prinzip  der  Spielräume  gegründete,  äußerst  formalisti- 
sche Ableitung  der  Formel  gab  K,  Grelling  in  den  „Abhandlungen  der 
Friesschen  Schule",  N.  F.   Rd,  III  (19 10),  S.  476 ff. 
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nur  eine  der  Ursachen  die  Vertatsächlichung  von  y  herbeige- 
führt haben  kann  und  eine  sie  herbeigeführt  haben  muß  i^,  so 
muß  die  Veränderung,  von  der  in  dem  Satze  die  Rede  ist, 
zum  Teil  eine  Vergrößerung,  zum  TeU  eine  Verminderung 
sein ;  die  Grenze  zwischen  Vergrößerung  und  Verkleinerung  liegt 
bei  jener  Ursache,  die  dem  ;;  eine  seiner  allgemeinen  apriori- 
schen Wahrscheinlichkeit  gleiche  oder  möglichst  nahe  spe- 
zielle apriorische  Wahrscheinlichkeit  verleiht.  Die  stärkste  Ver- 
größerung erfährt  die  apriorische  Wahrscheinlichkeit  jener 
Ursache,  welche  dem  vertatsächlichten  y  die  größte  apriorische 
Wahrscheinlichkeit  erteUt.  12 

70.  Am  Schlüsse  des  Paragraphs,  den  er  dem  Bayesschen 
Theorem  widmet,  hebt  Meinong  „die  sehr  auffallende  Tat- 
sache" hervor,  „daß  die  Bayessche  Formel  mit  der  (von  ihm 
S.  571  seines  Werkes  abgeleiteten)  Kumulationsformel  Punkt 
für  Punkt  übereinstimmt".  Er  bemerkt  dazu  weiter,  die  Be- 
deutung der  Symbole  sei  freüich  eine  ganz  verschiedene;  „um 
so  mehr  macht  die  Übereinstimmung  ein  Problem  aus,  an  des- 
sen Lösung  schwerlich  heranzutreten  sein  wird,  ehe  die  kon- 
statierte Dunkelheit  des  Kumulationsbestandes  eine  erste  Auf- 
klärung erfährt". 

Ich  glaube,  die  Aufklärung  der  Übereinstimmung  liegt  in 
folgendem.  In  der  Tat  läßt  die  Interpretation  der  Kumulations- 


^^  Aus  diesem  Grunde  erscheint  mir  die  Redewendung  Meinongs  auf 
S.  577:  „welches  von  den  verschiedenen  |S  an  der  Vertatsächlichung  des  y 
Anteil  habe  (voraussetzungsgemäß  muß  ja  eines  beteiligt  sein)'*  geeignet, 
ein  Mißverständnis  hervorzurufen:  denn  „Anteil  haben"  läßt  die  Meinung 
aufkommen,  daß  auch  noch  ein  anderes  jj  mitwirken  kann. 

^*  Diese  Aussage,  die  hier  als  eine  Folgerung  des  Bayesschen  Theo- 
rems ausgesprochen  ist,  erscheint  bei  Laplace  (Introduction,  p.  X)  als  Axiom 
zu  seiner  Begründung,  indem  es  dort  heißt:  „Jede  der  Ursachen,  denen 
das  beobachtete  Ereignis  zugeschrieben  werden  kann,  ist  mit  um  so  mehr  an 
Wahrscheinlichkeit  angezeigt,  als  es  M'ahrscheinlicher  ist,  daß,  die  Existenz 
dieser  Ursache  vorausgesetzt,  das  Ereignis  stattfinden  wird."  Nun  folgt 
der  Schluß  auf  die  Bayessche  Regel.  In  dieser  Weise  ist  die  Begründung 
auch  in  L.  Goldschmidts  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  S.  200 fF,,  geführt. 


70.  Die  Kumulationsformel  Iqq 

formel,  die  ich  ihr  gegeben  habe  ^^,  eine  Fragestellung  zu,  die 
ihre  Lösung  im  Bayesschen  Theorem  findet  und  zu  genau 
demselben  Ausdruck  führt,  nur  daß  ihm  unter  diesem  Ge- 
sichtspunkte eine  andere  Auslegung  zukommt.  Das  Problem 
lautet  in  der  neuen  Wendung  so :  Es  liegen  zwei  Urnen  K'  und 
AC"  vor;  in  jeder  derselben  befinden  sich  Kugeln  mit  den 
Eigenschaften  X,  Y,  Z  in  bestimmten  Anzahlen.  Man  hat 
aus  jeder  Urne  eine  IfCugel  gezogen  und  kennt  nur  die  Tat- 
sache, daß  beide  Kugeln  von  der  gleichen  Eigenschaft  waren. 
Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  beide  die  Eigen- 
schaft X  haben  ? 

Dem  beobachteten  Tatbestand  können  (in  der  üblichen  Ter- 
minologie) drei  verschiedene  Ursachen 

x,r,z 

zugrundeliegen;  ihre  apriorischen  Wahrscheinlichkeiten  sind 
gleichbedeutend  mit  den  Wahrscheinlichkeiten,  aus  beiden  Ur- 
nen gleichzeitig  je  eine  Kugel  der  betreffenden  Eigenschaft 
zu  ziehen ;  diese  Wahrscheinlichkeiten  sind  aber 

w;  w;\  w;  w;\  w;  ^/; 

die  Wahrscheinlichkeit,  welche  diese  drei  Annahmen  dem  be- 
obachteten Tatbestand  verleihen,  ist  in  allen  drei  Fällen  i ; 
denn  wenn  zwei  Kugeln  der  Eigenschaft  X  oder  der  Eigen- 
schaft Y  oder  der  Eigenschaft  Z  gezogen  werden,  so  ist  die 
Übereinstimmtung  —  und  diese  allein  war  die  bekannte 
Tatsache  —  gewiß.  Demnach  ist  die  Antwort  auf  die  ge- 
stellte Frage  durch  den  Ausdruck 


^x  ^x  +  ^V  ^Vy  +  w;^  w- 

;^egeben. 

Um  alles  klar  zu  legen,  sei  auch  noch  die  Frage  beantwortet, 
die  ja  immerhin  aufgeworfen  werden  könnte,  wie  es  komme, 

»»  Nr.  46. 
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daß  dort,  bei  dem  Kumulationsproblem,  wo  es  sich  doch  um 
eine  Angelegenheit  des  a  priori  handelt,  die  Wahrscheinlich- 
keit in  der  ungewohnten  Form  eines  Quotienten  (wohl  zu  un- 
terscheiden von  der  Bruchform  einer  numerischen  Wahr- 
scheinlichkeit) erscheint.  Der  Grund  Hegt  in  der  Einschrän- 
kung, die  dort  gemacht  wurde,  daß  nämlich  nur  solche  Doppel- 
züge  gelten,  in  welchen  Kugeln  übereinstimmender  Eigen- 
schaften auftreten;  es  handelt  sich  also  um  eine  relative  Wahr - 
scheinlichkeitsbestinmiung. 

71.  Bedurfte  es  bei  dem  Nachweis  des  Bayesschen  Theo- 
rems keiner  andern  Behelfe  als  solcher  Sätze,  die  sich  auf  den 
Wahrscheinlichkeitsbegriff  gründen,  des  Multiplikationssatzes, 
auch  seiner  Ausbildung  für  voneinander  abhängige  Ereignisse, 
und  des  Additionssatzes,  so  gilt  das  in  gleichem  Maße  auch  von 
der  Ableitung  der  Wahrscheinlichkeit  eines  noch  nicht  er- 
fahrenen, wie  man  sagt  zukünftigen  Ereignisses,  wobei  sich 
die  Zeitbestimmung  nicht  auf  das  Geschehen,  sondern  nur 
auf  das  Bekanntwerden  bezieht.  Die  Sache  ist  dann  die  fol- 
gende. Kann  das  beobachtete  Ereignis  E  nach  dem,  was  wir 
sonst  noch  darüber  wissen,  einer  von  mehreren  möglichen 
Ursachen  U^^  17^^..,  U^  zugeschrieben  werden,  so  verleiht  dieser  ge- 
samte Wissensstand  auch  einem  künftigen  Ereignis  F  dessel- 
ben Ursprungs  eine  bestimmte  Wahrscheinlichkeit,  die  mit 
Rücksicht  auf  die  Mitverwendung  der  Tatsächlichkeil  von  E 
seine  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  genannt  wird.  Der  Aus- 
druck, der  sich  dafür  ergibt,  stellt  sich  in  seiner  gedrängtesten 
Interpretation  als  Quotient  aus  der  apriorischen  Wahrschein- 
lichkeit des  zusammengesetzten  Ereignisses  EF  durch  die  apri- 
orische Wahrscheinlichkeit  des  beobachteten  Ereignisses  E 
dar,  lautet  also  in  kürzester  Auf  Schreibung : 

«Tl  l  F  F^ 

Der  Nenner  erschien  bereits  in  der  Bayesschen  Formel 
Nr.  67  und  lautet  ausgeschrieben: 
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1  2 

Der  Zähler  ist  nach  demselben  Grundgedanken  gebildet  und 
schreibt  sich  zunächst 

(7)  m(EF)  =^m(i\)^^,^{Er)  4- 

und  nach  weiterer  Zerlegung  in  seine  einfachsten  Elemente 
schließlich 

(7  *)  SB  (EF)  =  !!B  (i/,)  S,,^  (^)  SB^^  (/•)  + 

Die  Ausgestaltung  all  dieser  Formeln,  die  der  Vorstellung 
einer  begrenzten  Menge  diskreter  Ursachen  angepaßt  sind,  für 
die,  was  die  Anwendung  betrifft,  belangreichste  Sachlage,  die 
schon  den  Fragestellungen  Bayes'  zugrunde  lag,  bestehend  in 
der  Vorstellung  einer  stetigen  Mannigfaltigkeit  von  Ursachen, 
die  vertreten  sind  durch  das  stetige  Wertgebiet  einer  unbe- 
stimmten Grundwahrscheinlichkeit  x,  ist  eine  rein  mathema- 
tische Angelegenheit;  nur  muß  dabei,  was  das  Bayessche  Theo- 
rem betrifft,  eine  der  neuen  Sachlage  angemessene  Modifika- 
tion der  Fragestellung  eintreten. 

Die  apriorische  W^ahrscheinlichkeit  irgendeiner  Ursache  U 
und  die  aus  dieser  gefolgerte  Wahrscheinlichkeit  des  beobach- 
teten Ereignisses  E,  in  gleicher  Weise  auch  die  Wahrschein- 
lichkeit eines  künftigen  Ereignisses  F  werden  nun  Funktio- 
nen der  Grundwahrscheinlichkeit  x,  für  die  wir  folgende  Be- 
zeichnungen einführen: 

m^{F)^w', 

die   apriorische   Wahrscheinlichkeit   des   beobachteten   Ereig- 
nisses E  sowie  auch  jene  des  aus  ihm  und  dem  künftigen  Er- 

Wiss.  u.  Hyp.  24:  Ccuber,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  I4 
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eignis  F  zusammengesetzten  Ereignisses  stellen  sich  durch  In 
tegrale  dar,  und  zwar  ist 


0 

1 
l{EF)=Czywdx. 


Die  Frage  nach  der  aposteriorischen  Wahrscheinlichkeit 
einer  einzelnen  Ursache,  also  eines  bestimmten  Wertes  x 
verliert  den  vernünftigen  Sinn;  an  ihre  Stelle  tritt  die  Frage 
nach  der  Wahrscheinlichkeit  eines  Ursachenintervalls,  das  ge- 
kennzeichnet ist  durch  die  Werte  der  Grundwahrscheinlichkeit 
aus  einem  beliebig  engen  Intervall  x  bis  x-\-dXy  das  man 
allerdings  kürzehalber  auch  durch  den  Anfangswert  x  kenn- 
zeichnen kann;  in  diesem  Sinne  ist  die  der  gegenwärtigen 
Sachlage  entsprechende  Bayessche  Formel 


(4*) 


\^{x,  x-{-dx)=^-^ 


zy  dx 


Jzydx 


zu  verstehen. 

Für  die  aposteriorische  Wahrscheinlichkeit  des  künftigen 
Ereignisses  F  aber  ergibt  sich  auf  Grund  von  (6)  und  der 
obigen  Ansätze  für  2B(i^')  und  ^[EF)  der  Ausdruck 

1 
J  zyw  dx 


(6*) 


2B^(^ 


jzydx 


72.  Stellen  sich  die  Formeln,  die  mit  dem  Namen  Bayes' 
verknüpft  sind,  in  letzter  Linie  als  eine  logische  Fortbildung 
und  mathematische  Ausgestaltung  des  Wahrscheinlichkeitsbe- 
griffs dar,  so  bleibt  die  vielumstrittene  Frage  bestehen:  Wann 
ist  ein  Fall  ihrer  berechtigten  Anwendung  gegeben,  und  wel- 
ches sind  die  Grenzen  ihrer  Anwendbarkeit  ? 
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Vom  mathematischen  Standpunkte  kann  immer  wieder  nur 
mit  dem  Hinweis  auf  die  Voraussetzungen  geantwortet  werden, 
von  welchen  die  Ableitung  der  Formeln  ausgeht.  Sie  seien 
hier  nochmals  wiederholt  und  näher  ausgeführt. 

Neben  der  Kenntnis  des  beobachteten  Ereignisses  E  muß  ein 
solches  Wissen  vorhanden  sein,  das  zunächst  eine  erschöpfende 
Aufzählung,  bzw.  Begrenzung,  der  Ursachen,  also  jener  Tatbe- 
stände gestattet,  aus  welchen  das  Ereignis  hervorgegangen  sein 
kann.  —  In  zweiter  Linie  soll  dieses  Wissen  solcher  Art  sein, 
daß  es  den  Möglichkeitsgrad  jeder  der  Ursachen  für  sich,  d.  h. 
ohne  Bezugnahme  auf  das  beobachtete  Ereignis  anzugeben 
erlaubt;  damit  sind  dann  die  apriorischen  Wahrscheinlich- 
keiten der  einzelnen  Ursachen  bestimmt.  —  Sind  diese  Voraus- 
setzungen erfüllt,  dann  vollzieht  sich  alles  weitere  nach  den 
Regeln  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Bei  den  Materien,  an  welchen  die  Wahrscheinlichkeitstheo- 
rie die  hierher  gehörigen  Vorstellungen  entwickelt,  Urnen  in 
verschiedener  aber  bekannter  Anzahl  und  bestimmter  Füllung, 
gleichgültig  ob  wirklich  vorhanden  oder  bloß  vorgestellt,  ist 
alles  so  angelegt,  daß  man  die  Voraussetzungen  als  erfüllt  an- 
sehen kann.  Damit  aber  kann  das  Interesse  nicht  erschöpft 
sein;  man  verlangt  Anwendungen  auf  die  Wirklichkeit.  —  Da 
werden  nun  die  Verhältnisse  anders,  jedenfalls  nie  so  einfach 
liegen.  Die  am  weitesten  ausgreifende  Annahme,  daß  die 
Grundwahrscheinlichkeit  x  eines  bestimmten  einfachen  Ereig- 
nisses, aus  welchem  und  aus  dessen  Gegensatz  sich  das  be- 
obachtete und  das  zukünftige  Ereignis  aufbauen,  aller  Werte 
zwischen  o  und  i  fähig  sei,  wird  in  der  Regel  die  der  mathe- 
matischen Verfolgung  zugänglichste  sein,  wenn  ihr  auch  der 
allgemeine  Wissensstand  widerstreiten  mag,  demzufolge  Werte, 
die  unter  einer  gewissen,  wenn  auch  nicht  sicher  angebbaren 
Grenze  und  ebenso  solche  über  einem  gewissen,  nicht  näher 
zu  bezeichnenden  Betrag  als  außerhalb  des  Bereichs  der  Mög- 
lichkeit liegend  angesehen  werden  sollten.  Es  ist  dann  mehr 
eine    mathematische   als   eine   wahrscheinlichkeitstheoretische 

14* 
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Frage,  ob  eine  solche  eigentlich  ungerechtfertigte  Erstreckung 
der  Grenzen  von  x  einen  so  erheblichen  Einfluß  auf  das  Resul- 
tat übt,  daß  ihm  aus  diesem  Grunde  jeder  Erkenntnis  wert  ab- 
gesprochen werden  müßte. 

Eine  besondere  Schwierigkeit  liegt  in  der  Bewertung  der 
apriorischen  Wahrscheinlichkeit  der  Ursachen.  Ein  hierzu 
ausreichendes  Wissen  wird  kaum  jemals  vorliegen,  so  daß 
nichts  anderes  übrig  bleibt,  als  eine  dem  vorhandenen  Wissens- 
stande angemessene  Annahme  zu  machen.  Die  am  häufigsten 
getroffene  Annahme  besteht  darin,  daß  man  a  priori  alle  mög- 
lichen Ursachen  als  gleichmöglich  voraussetzt.  Die  Rechtferti- 
gung dafür  kann  darin  liegen,  daß  man  von  einem  über  die 
Kenntnis  der  beobachteten  Tatsache  und  über  die  Ursachen- 
disjunktion hinausgehenden  Wissen  ernstlich  nicht  sprechen 
kann  und  sich  demgemäß  auf  das  Prinzip  des  mangelnden 
Grundes  hinsichtlich  einer  ungleichen  Vorausbewertung  der 
Ursachen  beruft.  Das  Wissen  kann  aber  auch  so  unvollständig, 
von  so  unbestimmter  Natur  sein,  daß  man  darauf  eine  bessere 
Annahme  als  die  der  Gleichmöglichkeit  nicht  glaubt  stützen 
zu  können.  Dem  Anscheine  nach  werden  die  Formeln  dadurch 
von  dem  Einfluß  des  apriorischen  Wissens  befreit  und  der 
beobachteten  Tatsache  der  alleinige  Einfluß  auf  das  Resultat  ein- 
geräumt; denn  aus  den  Formeln  (4)  und  (6)  fallen  die  W  (U), 
aus  den  Formeln  (4*),  (6*)  scheidet  das  2  aus.  In  Wahrheit 
aber  kommt  dadurch  in  die  Formeln  doch  etwas  über  die  ge- 
machte Erfahrung  hinausgehendes  hinein,  das  eben  in  der  der 
Wirklichkeit  nicht  entsprechenden  Annahme  der  Gleichmög- 
lichkeit zu  erblicken  ist. 

Wenn  aus  der  Annahme  der  apriorischen  Gleichmöglichkeit 
aller  Werte  von  x,  wiewohl  diese  Annahme  in  den  meisten  Fäl- 
len der  wirklichen  Sachlage  nicht  entspricht,  doch  Resultate 
hervorgehen,  die  sich  nachträglich  als  brauchbar  bewähren,  so 
liegt  das  an  dem  Umstände,  daß  bei  einer  genügend  umfang- 
reichen Erfahrung  nur  ein  enger  Wertbereich  von  x  für  das 
Resultat  maßgebend  ist,  und  daß  innerhalb  eines  so  engen 
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Wertbereichs  die  apriorische  Wahrscheinlichkeit  der  Einzel- 
werte so  geringe  Unterschiede  erwarten  läßt,  daß  sie  ganz 
wohl  als  konstant  angesehen  werden  kann.  1* 

Wenn  gegen  den  Gebrauch  des  Terminus  ,', Ursache"  im 
Zusammenhange  mit  dem  Bayesschen  Theorem  Bedenken  er- 
hoben worden  sind,  weil  er  irrig  ausgelegt  werden  könnte,  so 
muß  man  zugeben,  daß  auch  das  Wort  „Hypothese"  zu  Miß- 
deutungen x\nlaß  geben  kann.  Auch  dieses  Wort  muß  hier  in 
einem  eingeschränkten  Sinne  verstanden  werden,  als  Annahme 
eines  Tatbestandes,  der  dem  beobachteten  Ereignis  Möglich- 
keit —  nicht  Notwendigkeit  —  verleiht.  Die  sogenannten  wis- 
senschaftlichen Hypothesen,  Annahmen,  die  zur  Erklärung 
einer  Erscheinung  dienen  sollen,  werden  im  allgemeinen  nicht 
unter  diesen  eingeschränkten  Begriff  fallen,  und  das  Erforder- 
nis der  Vollzähligkeit,  das  zur  Bildung  Bayesscher  Ansätze 
notwendig  ist,  wird  sich  hier  nicht  erfüllen  lassen.  Trotzdem 
kann  die  Logik  der  Hypothesenbildung  aus  dem  Bayesschen 
Theorem  Nutzen  ziehen,  wenn  sie  sich  mit  allgemeinen  Schluß- 
folgerungen genügen  läßt  und  auf  die  Gewinnung  numerischer 
Werte  verzichtet,  i-^ 

In  der  kritischen  Besprechung,  welche  Sterzinger  dem 
Bayesschen  Theorem  widmet,  nimmt  er  für  sein  Urteil  drei 
Erfordernisse  zur  Richtschnur:  i.  Eine  Hypothese  muß  not- 
wendig wahr  sein.  2.  Die  Hypothesen  oder  Ursachen  müssen 
faktisch  existieren.  3.  Es  müssen  alle  möglichen  Hypothesen 
bekannt  sein.  Gegen  das  erste  und  dritte  Erfordernis  ist  nichts 
einzuwenden,  nur  wäre  zu  bemerken,  daß  mit  dem  dritten  auch 
schon  das  erste  erfüllt  ist.  Zu  bestreiten  aber  ist  das  zweite  Er- 
fordernis, mit  dem  wohl  gesagt  sein  wUl,  die  Tatbestände, 
welche  mit  den  einzelnen  Hypothesen  angenommen   werden. 


•*  J.  V.  Kries,  S.  I22ff. 

'*  In  diesem  Sinne  wäre  die  Untersuchung  F.  Hillebrands,  Die  Lehre 
von  der  Hypothesenbildung:,  Sitz.-Ber.  d.  Kais.  Akad.  d.  Wisscnsch.,  philos.- 
histor.  Klasse,  Bd.  134  (1896),  aufzufassen.  Die  mathematische  Behand- 
lung müßte  allerdings  eine  Berichtigung  erfahren. 
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müßten  faktisch  existieren.  Dieses  Erfordernis  wird  sogar  in 
der  Regel  nicht  erfüllt  sein;  hingegen  ist  zu  fordern,  daß  alle 
hypothetischen  Sachlagen  der  Vertatsächlichung  fähig  und  mit 
dem  beobachteten  Tatbestand  verträglich  seien. 

Zur  Begründung  das  Folgende.  In  dem  paradigmatischen 
Beispiel  von  den  n  mit  weißen  und  schwarzen  Kugeln  in  ver- 
schiedenen Verhältnissen  gefüllten  Urnen,  wo  es  sich  darum 
handelt,  über  den  Ursprung  einer  tatsächlich  gezogenen  weißen 
Kugel  ein  Wahrscheinlichkeitsurteil  abzugeben,  ist  Ster- 
zingers  zweite  Forderung  erfüllt,  die  Hypothesen  oder  Ur- 
sachen existieren  faktisch.  Sage  ich  hingegen,  ich  wisse  von 
einer  Urne,  daß  sie  n  Kugeln  enthält,  die  nur  weiß  oder  schwarz 
sein  können,  und  daß  ein  ausgeführter  Zug  eine  weiße  Kugel 
ergeben  hat,  so  kann  ich  über  die  Füllung  der  Urne  n  Hypo- 
thesen aufstellen;  von  diesen  existiert  faktisch  nur  eine,  eben 
die  unbekannte  wirklich  vorhandene  Füllung.  Aber  alle  die 
aufgezählten  Hypothesen  —  mit  n  weißen  Kugeln  beginnend 
und  bis  zu  einer  herabgehend  —  sind  der  Verwirklichung  fähig 
und  mit  dem  beobachteten  Ereignis  verträglich;  dieses  kann 
also  auf  die  angeführten  Arten  wirklich  zustande  gekommen 
sein  und  auf  keine  andere,  die  den  Angaben  des  Problems 
entsprechen  würde. 

Es  erübrigt  noch  eine  Bemerkung  zu  den  Ausführungen 
Stumpfs.  Das  Beispiel  ^<',  an  dem  er  die  Bayessche  Schluß- 
weise erläutert,  entspricht  den  Voraussetzungen  des  Theorems 
nicht  und  ist  darum  zu  einer  Illustrierung  nicht  geeignet.  Von 
den  zwei  Hypothesen,  die  da  in  kontradiktorische  Disjunktion 
gestellt  werden:  entweder  war  bei  dem  beobachteten  Ereignis 
(Zug  einer  weißen  Kugel  aus  einer  Urne,  die  nur  eine  weiße 
neben  einer  Million  schwarzer  Kugeln  enthält)  eine  begünsti- 
gende Bedingung  vorhanden  oder  es  war  keine  solche  vorhan- 
den (das  Erscheinen  von  weiß  als9  „zufällig")  —  drückt  die 
erste  etwas  so  Unbestimmtes  aus,  daß  sich  darauf  eine  Wahr- 


'«  A.  a.  O.  S.  99  ff. 
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scheinlichkeitsbestimmung  für  das  beobachtete  Ereignis  nicht 
gründen  läßt ;  darum  kann  schon  aus  diesem  Grunde  von  einer 
numerischen  Anwendung  der  Bayesschen  Regel  keine  Rede 
sein,  abgesehen  davon,  daß  auch  über  die  vorgängigen  Wahr- 
scheinlichkeiten der  beiden  Hypothesen  nichts  ausgesagt  ist; 
es  kann  also  auch  über  das  Größenverhältnis  der  „abstrakten 
Wahrscheinlichkeiten  der  Hypothesen",  d.  i.  der  Produkte 
m^n^,  m^tu,  nichts  irgendwie  Begründetes  angegeben  werden. 
Im  Anschlüsse  an  das  Beispiel  macht  Stumpf  eine  Bemer- 
kung über  die  Anwendung  des  Theorems.  „Freilich  wird  die 
Berechnung  nur  ausnahmsweise  in  allen  Punkten  genau  in  Zah- 
len durchzuführen  sein.  Aber  auch  wo  wir  uns  mit  einem 
.ziemlich,  sehr,  ungeheuer  groß  oder  klein'  u.  dgl.  behelfen 
müssen,  bleibt  der  Gang  der  Überlegung  derselbe,  und  man 
kann  ihn,  wenn  man  will,  durch  Einsetzen  von  Zahlenwerten, 
die  schätzungsweise  diesen  Begriffen  entsprechen,  in  die  mathe- 
matische Form  bringen."  Es  soll  damit  auf  eine  Verwen- 
dung des  Theorems  als  Stütze  bloßer  Überlegungen  hingewie- 
sen werden;  eine  Rechnung,  auch  mit  unsicheren  Elementen 
geführt,  orientiert  oft  besser  als  das  freie  Nachdenken. 

VII.  Induktion. 

73.  Das  apriorische  Erkennen  ist  zeitlos.  Was  heute 
apriorisch  erkannt  worden  ist,  gut  für  alle  Zeiten,  wenigstens 
für  so  lange,  als  nicht  eine  Wesensänderung  im  menschlichen 
Intellekt  eintritt.  Den  apriorischen  Erkenntnisurteilen  kommt 
femer  Gewißheit  zu.  Derjenige,  der  als  erster  erkannt  hat, 
daß  zwei  Größen,  die  einer  dritten  gleich  sind,  auch  unter- 
einander gleich  sind,  der  hat  eine  sichere  Erkenntnis  gewon- 
nen, die  fortan  für  jeden  gilt,  der  imstande  ist,  sie  mit  Einsicht 
zu  erfassen. 

Anders  steht  es  mit  dem  empirischen  Erkennen,  das 
sich  auf  die  Wirklichkeit,  auf  Existierendes  bezieht.  Hier 
scheint  die  jeweilige  Gegenwart  eine  Schranke  zu  bilden:  was 
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diesseits  liegt,  ist  der  Erkenntnis  zugänglich  in  dem  einge- 
schränkten Maße,  als  es  die  Wahrnehmung  zuläßt;  was  jen- 
seits liegt,  das  ist,  sagen  wir  der  unmittelbaren,  Erkenntnis 
nicht  erreichbar,  weil  es  Wahrnehmung  nicht  zuläßt. 

Es  ist  nun  ein  wesentlicher  Zug  des  menschlichen  Intellekts, 
daß  er  bestrebt  ist,  diese  Schranke  zu  durchbrechen  und  die 
Erkenntnis  auf  das  noch  nicht  Wahrgenommene,  noch  nicht 
Erfahrene  auszudehnen.  Die  aus  diesem  mächtigen  Zuge  ent- 
springende Erkenntnis  ist  für  den  handelnden  Menschen 
von  der  größten  Bedeutung;  sie  ist  ihm  das  Mittel,  die  Zukunft 
vorzubereiten,  ist  ihm  der  Ertrag,  den  er  aus  der  Vergangenheit 
zieht,  um  ihn  für  die  Zukunft  nutzbar  zu  machen.  Dem  den- 
kenden Menschen  aber  legt  die  Frage  nach  der  Art  der 
Gewinnung  solcher  auf  das  noch  nicht  Erfahrene,  noch  nicht 
Erlebte  bezogene  Erkenntnis  ein  Problem  auf.  Es  ist  das  Pro- 
blem der  Induktion;  denn  so  bezeichnet  man  jeden  Schluß 
von  bereits  Erfahrenem  auf  noch  nicht  Erfahrenes. 

Stellt  sich  so  die  Induktion  als  ein  Bestandteil  der  Denk- 
tätigkeit, als  ein  Verfahren  der  Verarbeitung  der  Erfahrung 
dar,  so  ist  es  wohl  begreiflich,  daß  ihre  eigene  Erforschung 
Logik,  Psychologie,  Erkenntnistheorie,  Naturphilosophie  be- 
schäftigt und  zu  beschäftigen  nicht  aufhört;  hingegen  mag 
die  Frage  berechtigt  erscheinen,  welche  Beziehung  sie  zur 
Wahrscheinlichkeitstheorie  aufweist,  die  ihre  Betrachtung  von 
dieser  Seite  verständlich  macht. 

Hierzu  hat  in  besonders  deutlicher  Weise  La  place  sich 
geäußert.  In  den  einleitenden  Worten  des  Essai  philosophique, 
den  er  in  der  Absicht  verfaßt  hat,  um  die  Ergebnisse  seiner 
tiefgehenden  Untersuchungen  über  Wahrscheinlichkeit  auch 
dem  der  Analysis  unkundigen  zugänglich  zu  machen,  spricht 
er  seine  Überzeugung  über  das  Verhältnis  des  menschlichen  Wis- 
sens zur  Wahrscheinlichkeit  wie  folgt  aus:  „Man  kann  streng 
genommen  sagen,  daß  alle  unsere  Erkenntnisse  nur  wahr- 
scheinlich sind;  und  bei  der  kleinen  Zahl  von  Dingen,  die  wir 
mit  Gewißheit  wissen  können,  gründen  sich  die  hauptsächlich- 
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sten  Mittel,  zur  Wahrheit  zu  gelangen,  die  Induktion  und  die 
Analogie,  auf  Wahrscheinlichkeit;  und  so  hängt  denn  das 
ganze  System  menschlichen  Wissens  mit  jener  Theorie  zusam- 
men, die  in  diesem  Essai  dargelegt  ist."  An  einer  späteren 
Stelle  derselben  Schrift,  wo  er  „Von  den  verschiedenen  Mitteln, 
sich  der  Gewißheit  zu  nähern"  handelt,  kommt  er  nochmals 
auf  die  Stellung  der  Induktion  zurück  in  dem  Ausspruch:  „In- 
duktion und  Analogie,  auf  Tatsachen  gegründet  und  durch 
immer  neue  Erfahrungen  berichtigte  Hypothesen,  ein  glück- 
liches von  der  Natur  verliehenes  und  durch  zahlreiche  Ver- 
gleiche seiner  Eingebungen  mit  der  Erfahrung  gestärktes  Ge- 
fühl; das  sind  die  Hauptmittel,  um  zur  Wahrheit  zu  gelangen." 
Man  hat  in  diesen  Worten  das  philosophische  Bekenntnis  eines 
Geistes  zu  erblicken,  dem  an  Erfahrung  und  ihrer  wissen- 
schaftlichen Verarbeitung  nicht  viele  gleichkommen  werden. 

74.  Es  ist  nicht  möglich,  all  das,  was  unter  den  Begriff 
der  Induktion  fällt,  in  einer  kurzen  Formel  zusammenzufassen. 
Wenn  man  vom  logischen  Standpunkte  unter  Induktion 
Schlüsse  vom  Besonderen  auf  das  Allgemeine  verstanden  wis- 
sen will,  so  ist  damit  weitaus  nicht  alles  getroffen,  was  hierher 
gehört;  ebenso  können  Kennzeichnungen  wie:  Schluß  von  vie- 
len Fällen  auf  alle  Fälle,  von  vielen  Fällen  auf  jeden  ein- 
zelnen neuen  Fall  u.  ä.  nicht  als  erschöpfend  erkannt  werden. 
Am  umfassendsten  scheint  mir  die  Aufgabe  der  Induktion 
durch  die  Worte  umschrieben  zu  sein:  aus  dem  Erfahrenen 
das  Nichterfahrene  erkennen. 

Vorweg  soll  ein  rein  logisches  Verfahren  aus  der  Begriffs- 
bestimmung der  Induktion  ausgeschieden  werden,  das  zu  un- 
recht diesen  Namen  führt.  Es  ist  jenes  in  den  mathematischen 
Wissenschaften  gebräuchliche  Verfahren,  das  in  der  Verallge- 
meinerung an  besonderen  Fällen  gewonnener  Erkenntnisse  be- 
steht. Es  kommt  häufig  vor,  daß  man  Größenbeziehungen  für 
einige  besondere  Fälle  ableitet  und  in  der  Einsicht,  daß  das  an 
diesen  Fällen  beobachtete  Gesetz  bei  weiterer  Fortsetzung  der 
Beobachtung  eine  Änderung  nicht  erfahren  kann,  die  Allge- 
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meingültigkeit  der  Beziehung  ausspricht.  Seit  Descartes' 
Zeiten  bedient  man  sich,  um  volle  Strenge  zu  erzielen,  eines 
eigenartigen  logischen  Schlusses,  des  Schlusses  „von  n  auf 
n-\-V\  der  darin  besteht,  daß  man  nachweist,  wenn  eine  Be- 
ziehung für  eine  Stufe  {n)  gilt,  sie  notwendig  auch  für 
die  nächsthöhere  Stufe  (/z  +  i )  gelten  müsse,  und  ist  die  Be- 
ziehung für  eine  Stufe  schon  erwiesen,  so  gilt  sie  kraft  dieses 
Schlusses  allgemein.  Man  hat  dieses  auf  den  Schluß  von  n  auf 
n^i  gegründete  Beweisverfahren  „vollständige  Induktion'" 
genannt  zum  Unterschiede  von  der  an  der  realen  Wirklich- 
keit geübten  Induktion,  die  man  als  „unvollständige  Induk- 
tion" bezeichnet  hat.  Meinong  hat  diese  der  Sachlage  nicht 
entsprechende,  aus  alter  Zeit  überkommene  Namengebung  tref- 
fend gekennzeichnet  mit  den  Worten  i;  „Nur  so  lange  die  Er- 
kenntnistheorie über  den  Umkreis  der  zunächst  im  rationalen 
Wissen  gegebenen  höchsten  Gewißheitsgrade  nicht  hinaus- 
greifen zu  können  oder  gar  zu  wollen  meinte,  so  daß  ihr 
die  im  leersten  Formalismus  erstarrende  Gewißheit  immer  noch 
mehr  galt  als  die  lebensvollste  Vermutung ;  nur  so  lange  konnte 
man  daran  denken,  der  Induktion,  wie  die  empirische  Wissen- 
schaft sie  handhabt,  jene  , vollständige  Induktion'  als  Muster 
idealer  Vollkommenheit  vorzubehalten,  und  die  Berufung  auf 
dieses  Ideal  ist  Stein  statt  Brot  für  denjenigen,  der  einmal 
etwas  von  dem  Problem  induktiven  Erkennens  sozusagen  am 
eigenen  Leibe  als  dringend  verspürt  hat."  Die  Erfahrungs- 
wissenschaften sind  ja  der  beste  Beweis  für  die  Leistungs- 
fähigkeit der  in  herabwürdigendem  Tone  so  genannten  unvoll- 
ständigen Induktion. 

In  einem  andern  Sinne  gebraucht  Marbe  die  Bezeichnun- 
gen vollständige  und  unvollständige  Induktion.  Wenn  man  an 
gewissen  gleichartigen  Gegenständen  der  Reihe  nach  ein  be- 
stimmtes Merkmal  wahrgenommen  hat,  so  soll  die  vollständige 
Induktion  in  der  Ableitung  des   Satzes  bestehen,   daß  alle 

'  S.  635. 
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die  ins  Auge  gefaßten  Gegenstände  dieses  Merkmal  aufweisen. 
Da  kann  aber  doch  nicht  von  einem  „Satze"  gesprochen  wer- 
den, es  handelt  sich  bloß  um  die  Feststellung  einer  gemachten 
Wahrnehmung.  Die  unvollständige  Induktion  erblickt  er  dann 
in  dem  Übergreifen  auf  alle  „logisch-koordinierten"  Gegen- 
stände. 

Es  sei  bei  dieser  Gelegenheit  auch  der  Übertragung  dieses 
Unterschiedes  auf  die  Statistik  gedacht,  die  Marbe  vor- 
nimmt. ^  Wenn  man  in  einer  statistischen  Masse  durch  Zäh- 
lung Beziehungen  aufdeckt,  so  soll  dies  als  ein  vollständiges 
statistisches  Verfahren  gedeutet  werden,  während  von  einem 
unvollständigen  statistischen  Verfahren  gesprochen  werden 
soll,  wenn  man  die  gefundenen  Beziehungen  auf  eine  „logisch- 
koordinierte" Masse  überträgt.  Diese  Benennungen  widerstrei- 
ten der  natürlichen  Auffassung;  das  erste  ist  nichts  anderes  als 
eine  zahlenmäßige  Beschreibung  einer  Masse,  also  die  eigent- 
liche Aufgabe  der  Statistik;  das  zweite  ist  der  Übergang  zur 
echten  Induktion  und  greift  über  die  Statistik  hinaus,  ebenso, 
wie  nach  meinem  Dafürhalten  die  Forschung  nach  den  Ur- 
sachen der  Massenerscheinungen,  nach  Marbes  Ausdrucks- 
weise die  „Würdigung  der  Massenmerkmale",  aus  dem  Rah- 
men der  Statistik  hinausfällt,  weil  sie  Kenntnisse  aus  den  ver- 
schiedensten Wissensgebieten  erfordert;  der  Statistik  fällt  nur 
die  allerdings  sehr  wichtige  Aufgabe  zu,  der  Forschung  die 
Stellen  zu  weisen,  wo  sie  einzusetzen  hat. 

75.  Die  logische  und  erkenntnistheoretische  Untersuchung 
der  Induktion  bedient  sich  wie  die  Urteilslehre  überhaupt  einer 
symbolischen  Darstellungsweise.  Ich  schließe  mich  hierin  wie 
in  der  Nomenklatur  an  M  e  i  n  o  n  g  an,  dessen  Behandlung  der 
Induktion  der  angewandt-wissenschaftlichen  Denkweise  in  be- 
sonderem Maße  entgegenkommt. 

Das,  woraus  induziert  wird,  sind  einzelne  Wahmehmungs- 
urteile;  sie  sollen  mit  dem  Namen  Instanzen  belegt  werden. 

'  S.  231.  »  S.  235,  237. 
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In  symbolischer  Darstellung  mögen  die  Instanzen  einer  zu 
vollziehenden  Induktion 

AzX\  Az'X'\  .4s'"A"",  ...  ^s(")X(«) 

geschrieben  werden,  üire  Anzahl  sei  also  n.  Zu  dieser  Schrei- 
bung ist  mehreres  zu  bemerken.  Jede  Instanz  verbindet  zwei 
Realitäten  zu  einem  Urteil;  die  Beziehung,  welche  dieses  Urteil 
aussagt,  soll  durch  das  Relationszeichen  z  ausgedrückt  sein, 
das  in  allgemeinster  Form  ein  „Zusammensein"  bedeutet. 
Durch  die  den  Gliedern  angehängten  Striche  soll  auf  deren 
nicht  völlige  Übereinstimmung,  also  auf  ihre  bloße  Ähnlich- 
keit hingewiesen  werden,  die  bei  realen  Objekten  derselben 
Art  ausnahmslose  Regel  ist.  Wenn  in  dem  Relationszeichen  z 
keine  Unterscheidung  gemacht  wird,  so  soll  das  in  seiner  allge- 
meinen Auffassung  begründet  sein;  im  einzelnen  können  auch 
hierin  Unterschiede  bestehen,  z.  B.  in  den  Zeitbestimmun- 
gen; es  kann  sich  um  gleichzeitiges  Zusammenbestehen,  um 
Aufeinanderfolge  in  verschieden  langen  Zeiträumen  handeln. 

Das,  was  induziert  wird,  also  das  Ergebnis  des  Induktions- 
schlusses, führe  den  Namen  Induktum.  Das  Induktum 
stimmt  formal  mit  den  Instanzen  überein;  es  behauptet  das 
Zusammensein  des  den  verschiedenen  ^W  der  Instanzen  als 
Begriff  übergeordneten  A  mit  dem  den  verschiedenen  X^^^  der 
Instanzen  als  Begriff  übergeordneten  X;  man  kann  es  also  in 
Zeichen  durch  die  Formel  AzX  darstellen.  Der  wesentliche 
Unterschied  zwischen  den  Instanzen  und  dem  Induktum  besteht 
darin,  daß  die  ersteren  sich  auf  bestimmte  wirkliche  A  und  die 
zugehörigen  X  beziehen,  während  das  Induktum  alle  Paare, 
die  schon  erfahrenen  und  auch  die  noch  nicht  erfahrenen,  um- 
fassen soll. 

Bei  jeder  Induktion  treffen  zwei  für  ihre  Bewertung  maß- 
gebende Momente  zusammen:  ein  quantitatives,  bestehend  in 
der  Anzahl  der  Instanzen,  oder  allgemeiner,  nicht  so  sehr  auf 
das  Schema  abgestellt,  in  dem  Umfang  der  Erfahrung, 
und  ein  qualitatives,  beruhend  auf  dem  Ähnlichkeitsgrade  der 
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Instanzenglieder,   wieder  allgemeiner  gefaßt,   auf  der   Güte 
der  Erfahrung. 

Ein  Beispiel  möge  diese  abstrakten  Erörterungen  erläutern. 
Auf  einen  kühlen  feuchten  Mai  folgt  (in  unseren  Gegenden) 
eine  gute  Ernte.  Das  ist  ein  auf  Erfahrung  sich  stützender 
Satz,  ein  allgemeines  Induktionsurteil,  ein  Induktum.  Die  ihm 
zugrunde  liegenden  Instanzen  haben  die  Form :  In  dem  und  dem 
Jahre  folgte  einem  kühlen  feuchten  Mai  (A^*^)  eine  gute  Ernte  (X^*^). 
Sowohl  die  A^^  als  auch  die  X^*^  können  nur  ähnlich  sein;  wann 
kann  man  einen  Mai  entschieden  als  kühl  und  feucht,  wann . 
noch  als  solchen  bezeichnen  ?  Wann  ist  eine  Ernte  entschie- 
den gut,  wann  eben  noch  gut  zu  nennen  ?  Mit  diesen  Frage- 
stellungen soll  auf  die  bei  der  Induktion  notwendige  Kritik 
des  Induktionsmaterials  hingewiesen  werden.  Von  seinem  Um- 
fang und  der  Strenge  der  geübten  Kritik  hängt  der  Erkennt- 
niswert des  Induktums  ab. 

76.  Zwischen  der  praktischen  Ausübung  der  Induktion,  die 
zu  einem  so  fruchtbaren  Erkenntnismittel  der  empirischen  Wis- 
senschaften geworden  ist,  und  ihrer  erkenntnistheoretischen 
Auffassung  klafft  unleugbar  eine  Kluft.  Der  Naturforscher 
induziert  aus  einer  kleinen  Anzahl  von  Instanzen  und  ist  von 
der  Gewißheit  des  gewonnenen  Induktionsschlusses  über- 
zeugt; dieser  gewinnt  für  ihn  die  Dignität  einer  apriorischen 
Erkenntnis.  Anders  der  Erkenntnistheoretiker;  ihm  ist  der  In- 
duktionsschluß immer  nur  eine  Vermutung,  er  schreibt  ihm  nur 
Wahrscheinlichkeit  zu,  die  mit  der  Zahl  der  Instanzen 
wohl  wächst  und  sehr  groß  werden  kann;  aber  Gewißheit 
schließt  er  bei  einer  induktiven  Erkenntnis  ein  für  allemal 
aus.  So  ist  zwischen  apriorischem  und  empirischem  Erkennen 
ein  scharfer  Schnitt  geführt,  der  den  Übergang  vom  zweiten 
zum  ersten  unmöglich  macht. 

Auf  welcher  Seite  steht  das  Recht  ?  Unstreitig  auf  selten 
der  Erkenntnistheorie.  Sichere  Wirklichkeitserkenntnis  ist  nur 
an  bereits  Erfahrenem  denkbar,  über  noch  nicht  Erfahrenes 
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sind  aus  ihr  nur  Vermutungen  ableitbar.  Aber  die  Erkenntnis- 
theorie ist  bestrebt,  die  Kluft  zu  verengen,  indem  sie  nach 
Gedanken  sucht,  die  geeignet  wären,  die  Induktion  so  viel 
imd  so  einsichtig  wie  möglich  zu  rechtfertigen. 

Ein  solcher  Legitimierungsversuch  möge  vor  allen  andern 
Erwägungen  dieser  Art  erledigt  werden.  Er  besteht  in  der 
Berufung  auf  eine  Erfahrungstatsache,  der  in  gewissem 
Sinne  ein  hoher  Grad  von  Allgemeinheit  nicht  abzusprechen 
ist,  und  eben  diese  Allgemeinheit  soll  der  Induktion  nutzbar 
gemacht  werden;  diese  Tatsache  besteht  darin,  daß  in  allem 
Geschehen  unleugbar  eine  gewisse  Tendenz  zur  Gleichförmig- 
keit vorhanden  ist.  Was  sich  wiederholt  in  dieser  oder  jener 
Weise  zugetragen  hat,  von  dem  erwarten  wir,  daß  es  sich 
auch  ein  nächstes  Mal  in  ähnlicher  Weise  abspielen  werde. 
Diese  Erwartung  begründet  sogar  ein  gewisses  Vertrauen,  mit 
dem  wir  der  Zukunft  entgegensehen,  weil  wir  vor  Über- 
raschungen uns  gesichert  fühlen.  Es  ist  nicht  zu  leugnen, 
daß  sehr  weitgehende  Gleichförmigkeiten  in  den  Naturobjek- 
ten und  Naturerscheinungen  eine  sehr  wesentliche  Rolle  in 
ihrer  wissenschaftlichen  Bearbeitung  spielen  und  daß  auch 
Kulturerscheinungen  Gleichförmigkeiten  aufweisen,  durch  die 
wir  uns  zu  Schlüssen  berechtigt  halten,  die  nachträglich  auch 
vielfach  Bestätigung  finden.  Aber  so  durchgreifend,  so  be- 
stimmt ausgesprochen  und  insbesondere  so  arm  arj  Ausnahmen 
ist  die  Gleichförmigkeit  nicht,  daß  sie  zu  einem  die  Natur 
im  weitesten  Sinne  des  Wortes  beherrschenden  Prinzip  er- 
hoben werden  könnte.  Daß  auch  im  allerbesten  Falle  von  einer 
apriorischen  Einsicht  in  ein  solches  Prinzip  nicht  die  Rede 
sein  könnte,  bedarf  keiner  Begründung.  Was  an  Gleichförmig- 
keit erkannt  worden  ist,  stellt  sich  als  nichts  anderes  dar  denn 
als  das  Ergebnis  häufig  geübter  und  vielfach  bestätigter  In- 
duktion. Schon  aus  diesem  Grunde  geht  es  nicht  an,  die  In- 
duktion auf  das  „Prinzip  von  der  Gleichförmigkeit  des  Natur- 
laufs" zu  stützen.  Nur  wenn  eine  von  der  Erfahrung  unab- 
hängige Legitimierung  dieses,  wie  schon  bemerkt,  anzweifel- 
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baren    Prinzips    gegeben    werden    könnte,    wäre    seine    Heran- 
ziehung zur  Rechtfertigung  der  Induktion  zulässig. 

M  a  r  b  e  hat  sich  die  Aufgabe  gestellt  *,  der  Gleichförmigkeit 
des  Seins  und  Geschehens  in  Natur  und  Kultur  nachzugehen 
und  vor  allem  Tatsachen,  auch  auf  dem  Wege  des  Experi- 
ments, zu  sammeln.  Er  kommt  auch  auf  die  Erforschung  der 
Gründe  der  Gleichförmigkeit  zu  sprechen,  und  es  schwebt  ihm 
als  oberstes  Ziel  eine  universelle  Theorie  der  Gleich- 
förmigkeit vor,  deren  höchste  Leistung  darin  bestünde,  alle 
Gleichförmigkeiten  aus  einer  Quelle  abzuleiten.  Seine  eigene 
Meinung  geht  dahin,  daß  alle  Gleichförmigkeit  des  Seins  und 
Geschehens  eine  notwendige  Folge  der  zugrunde  liegenden  Be- 
dingungen sei,  mit  andern  Worten  der  Ursachen.  Mir  will 
scheinen,  daß  dies  in  einen  Zirkel  hineinführt,  aus  dem  es  kein 
Entrinnen  gibt.  Das  empfindet  man  ganz  besonders  bei  dem 
Satze,  zu  dem  M  a  r  b  e  ^  gelangt :  „Die  Gleichförmigkeit  in  der 
Welt  involviert  an  sich  eine  Gleichförmigkeit  der  Bedingun- 
gen dieser  Gleichförmigkeit."  Das  behauptet  nichts  weniger 
als,  daß  alles  Sein  und  Geschehen  in  der  Welt  gleichför- 
mig ist.  Denn  „Bedingungen"  und  „Sein  und  Geschehen" 
sind  nicht  voneinander  zu  trennen;  auch  die  Bedingungen  sind 
ein  Sein  und  Geschehen.  —  Was  nun  die  Stellung  des  Gleich- 
förmigkeitsgedankens zur  Induktion,  die  Frage  also,  die  uns 
hier  vornehmlich  interessiert,  betrifft,  so  spricht  sich  Marbe 
darüber  mit  Vorsicht  aus.  ^  Zwar  betont  er,  daß  die  Gleich- 
förmigkeit „eine  sehr  wesentliche  Grundlage  für  unsere  lo- 
gische Begriff sbüdung,  die  Induktion  und  das  logische  Den- 
ken überhaupt  darstellt",  aber  für  eine  zureichend  feste  Grund- 
lage der  Induktion  scheint  er  sie  nicht  zu  halten,  da  er  den 
., allgemeinen  Hinweis  auf  die  Gleichförmigkeit  ihrer  Bedin- 
gungen" nicht  als  eine  erschöpfende  Erklärung  der  Gleich- 
förmigkeit des  Naturlaufs  anerkennen  will. 


*  Die  Gleichförmigkeit  in  der  Welt.  ^  Daselbst  S.  409. 

•  S.  25. 
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77.  Es  liegt  im  Wesen  der  naturwissenschaftlichen  Welt- 
anschauung, ausnahmslos  beobachtetes  Zusammensein  von 
Realitäten  auf  Notwendigkeit  zurückzuführen  und  den  letz- 
ten Grund  dieser  Notwendigkeit  in  der  Kausalität  zu  er- 
blicken. Wenn  A  wiederholt  und  immer  nur  mit  X  zusammen 
beobachtet  wurde,  so  folgt  aus  der  Erkenntnis  oder  aus  der 
Annahme,  daß  A  die  Ursache  von  X  ist,  nicht  allein  das 
bereits  erfahrene,  sondern  auch  das  zukünftige,  also  noch  nicht 
erfahrene  Zusammensein  mit  Notwendigkeit.  Damit  ist  aber 
der  Schluß:  wenn  A  auftritt,  so  muß  auch  X  erscheinen,  also 
die  Induktion,  begründet.  Begründet  aber  nur  dann,  wenn  der 
kausale  Zusammenhang  zwischen  A  und  X  mit  unmittelbarer 
oder  mittelbarer  Evidenz  erkannt  ist.  Somit  spitzt  sich  die 
Frage,  ob  Kausalität  zur  Legitimation  der  Induktion  heran- 
gezogen werden  kann,  darauf  zu,  ob  Kausalität  mit  Gewißheit 
erschlossen  werden  kann. 

Wenn  auch  das  allgemeine  Kausalitätsgesetz,  demzufolge 
jede  Wirkung  eine  Ursache  haben  muß,  die  Dignität  einer 
Denknotwendigkeit  beanspruchen  darf,  so  kann  man  Gleiches 
nicht  auch  dem  einzelnen  Kausalurteil  zugestehen;  die  Er- 
kenntnis des  einzelnen  ursächlichen  Zusammenhangs  ist  immer 
nur  Sache  der  Erfahrung  und  kann  nie  mit  Gewißheit  ge- 
wonnen werden.  Wenn  A  noch  so  oft  mit  X  zusammen  be- 
obachtet worden  und  wenn  auch  keine  Gegeninstanz  bekannt 
ist,  so  kann  doch  nicht  mit  Gewißheit  behauptet  werden,  daß 
A  die  Ursache  von  X  ist  oder,  auch  abgesehen  von  Ursäch- 
lichkeit, A  notwendig  mit  X  auftritt,  daß  niemals,  so  lange 
man  auch  die  Beobachtung  fortsetzen  möge,  bei  gegebenem 
A  das  X  ausbleiben  oder  X  erscheinen  werde,  ohne  daß  ihm 
A  vorausgegangen,  bzw.  ohne  daß  es  von  ihm  begleitet  worden 
wäre.  Die  Dignität  eines  rein  logischen  Schlusses  vermag  also 
auch  der  Kausalitätsgedanke  der  Induktion  nicht  zu  verleihen. 

Mit  Kausalität  hat  die  Wahrscheinlichkeitstheorie  keine  Be- 
ziehung, zu  ihrer  Erforschung  kann  sie  unmittelbar  nicht  bei- 
tragen.  Wenn  auch  in  der  Wahrscheinlichkeitslehre  von  Ur- 
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Sachen  gesprochen  wird,  so  hat  dies  einen  andern  als  den  natur- 
wissenschaftlichen Sinn.  Hingegen  kann  die  Notwendigkeit 
als  Grenzbegriff  der  Wahrscheinlichkeit  zum  Gegenstande 
wahrscheinlichkeitstheoretischer  Erwägungen  gemacht  werden. 
Da  nun  der  Notwendigkeitsgedanke  sich  bei  den  Rechtferti- 
gungsversuchen der  Induktion  immer  wieder  aufdrängt,  so  liegt 
es  nahe,  zu  versuchen,  von  dieser  Seite  her  der  Induktion  theo- 
retisch beizukommen,  indem  man  auf  sie  die  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung zur  Anwendung  bringt.  Der  Gedankenkreis,  der 
hier  in  erster  Linie  in  Betracht  kommt,  ist  derjenige  des  Bayes- 
schen  Theorems.  Denn  hier  wird  von  einer  gegebenen  Er- 
fahrung ausgegangen,  über  das  Zustandekommen  des  Er- 
fahrenen werden  die  damit  verträglichen  und  dem  vorhandenen 
Wissensstande  entsprechenden  Annahmen  gemacht;  das 
Theorem  lehrt  dann,  wie  man  zu  einem  Maßstab  für  die  Be- 
rechtigung dieser  Annahmen  gelangen  kann.  Dieser  Vor- 
gang läßt  sich  nun  in  folgender  Weise  auf  die  Induktion  zur 
Anwendung  bringen. 

Erfahren  wurde,  daß  A  in  n  beobachteten  Fällen  ausnahms- 
los mit  X  zusammen  auftrat.  Über  das  Zustandekommen  die- 
ses Geschehens  können  im  wesentlichen  nur  zwei  Annahmen 
gemacht  werden:  entweder  es  war  notwendig  oder  es  war 
zufällig;  im  ersten  Falle  mußte  es  so  kommen,  im  zwei- 
ten Falle  hätte  es  auch  anders  kommen  können.  Die  dritte 
a  priori  bleibende  Annahme  der  Unmöglichkeit  des  Zusammen- 
seins von  A  mit  X  scheidet  aus,  weil  sie  mit  der  Erfahrung  un- 
verträglich ist. 

Das  erste  Erfordernis  der  Führung  einer  Rechnung  bestünde 
in  der  Angabe  der  apriorischen  Wahrscheinlichkeiten  der  bei- 
den Annahmen :  Notwendigkeit  oder  Zufall.  Damit  ist  die  erste 
Klippe  bezeichnet  und  noch  dazu  eine  Klippe,  die  sich  nicht 
umschiffen  läßt.  Woher  soll  ich  das  Recht  nehmen,  v  o  r  j  e  d  e  r 
Erfahrung  darüber  zu  urteilen,  was  mit  größerer  Stärke 
zu  vermuten  ist,  daß  X  notwendig  an  A  gebunden  ist  oder  daß 
es  mit  ihm  je  nach  den  Umständen  bald  zusammen,  bald  nicht 
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zusammen,  sein  kann,  geschweige  denn  diese  Vermutungs- 
stärken  zu  bewerten  ?  Ja,  nicht  einmal  die  Unmöglichkeit  des 
Zusammenauftretens  läßt  sich  von  vornherein  ausschließen. 

Wenn  jemand,  der  nie  etwas  darüber  gehört  und  keine  Be- 
obachtungen angestellt,  gefragt  würde,  was  er  für  wahrschein- 
licher hält,  ob,  daß  Erdbeben  an  das  Auftreten  von  Sonnen- 
flecken mit  Notwendigkeit  geknüpft  sind  oder  ob,  daß  sie  nur 
zufällig  mit  ihnen  zusammentreffen,  er  müßte,  wenn  er  nicht 
willkürlich  raten  will,  es  ablehnen,  darauf  eine  Antwort  zu 
geben.  In  derselben  Lage  befände  sich  derjenige,  der  um  seine 
Meinung  betreffend  den  Zusammenhang  zwischen  einem  be 
stimmten  Beruf  und  dem  Unterliegen  einer  bestimmten  Krank- 
heit befragt  würde,  ehe  er  darüber  etwas  direktes  oder  in- 
direktes erfahren  hat.  Es  ist  bezeichnend,  daß  solchen  Fragen 
gegenüber  sofort  der  Hinweis  auf  die  mangelnde  Erfahrung 
folgt. 

Nicht  minder  ungünstig  steht  es  bezüglich  der  apriorischen 
Wahrscheinlichkeit,  mit  der  das  Zusammentreffen  von  A  mit 
X  aus  der  andern  Annahme,  der  Annahme  der  Zufälligkeit  die- 
ses Zusammenseins,  zu  erwarten  ist.  Bezüglich  der  ersten  An 
nähme  ist  freilich  die  Sache  erledigt;  denn  ist  der  Zusammen 
hang  ein  notwendiger,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zu- 
sammentreffens von  A  mit  X  mit  i  anzusetzen.  Hinsichtlich 
der  zweiten  Annahme  kann  man  sich  mit  Meinong  auf  den 
Standpunkt  stellen 7,  daß,  „wenn  A  auftrat,  X  ebensogut 
auftreten  wie  nicht  auftreten  konnte",  daß  somit  jedem  der  bei- 
den Fälle  die  Wahrscheinlichkeit  ~  zuzusprechen  sei.  Es  stehen 
dann,  wenn  der  Induktion  n  Instanzen  zugrunde  liegen,  ein 
ander  die  beiden  Wahrscheinlichkeiten  {~)^  und  i  gegenüber, 
die  Überlegenheit  der  zweiten  über  die  erste  ist  um  so  größer, 
je  größer  n;  wer  sich  dafür  entscheidet,  der  Annahme  not- 
wendigen Zusammenhangs  den  Vorzug  zu  geben,  kann  sich 
auf  dieses  Rechnungsergebnis  berufen. 

^  S.  642  ff. 
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Meinong  hat  es  unterlassen,  den  letzten  Schritt  zu  tun  und 
die  Bayessche  Regel  auf  den  Fall  anzuwenden;  ihr  zufolge 
ist  bei  dieser  Schlußweise 
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die  Wahrscheinlichkeit  der  Hypothese  der  Notwendigkeit  und 
die  Wahrscheinlichkeit  der  Hypothese  der  Zufälligkeit. 

Diese  Behandlung  kann  aber  nicht  befriedigen.  Dem  völli- 
gen apriorischen  Nichtwissen  über  die  Verbindungsmöglich- 
keit von  A  mit  X  entspricht  es  besser,  für  sie  alle  mit  der 
Erfahrung  verträglichen  Werte,  also  alle  Werte  mit  Aus- 
schluß der  Null  gleichmäßig  in  Anrechnung  zu  bringen 
als  die  unbegründete  Bewertung  mit  j  allein  vorzunehmen. 
Der  Ausschluß  der  Null  ist  rechnerisch  ohne  Belang,  die  Wahr- 
scheinlichkeit dessen,  was  in  der  Induktionsgrundlage  gegeben 
ist,  stellt  sich  auch  bei  dieser  Ausschließung  auf 
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die  Wahrscheinlichkeit  der  Hypothese  der  Notwendigkeit  wird 
nunmehr 

W  — — r-  =  M^» 

die  der  Zufälligkeitshypothese  —~    - 

Nicht  auf  die  Wertverschiedenheit  der  Ausdrücke  ( i )  und 
(2)  soll  Nachdruck  gelegt  werden,  nur  auf  den  Gedankengang 
ihrer  Herleitung.  Den  numerischen  Unterschieden  irgendeine 
Bedeutung  beilegen  zu  wollen,  hieße  die  Rechnung  gegenüber 
der  ganzen  Sachlage  überschätzen.  Beide  Ergebnisse  besa- 
gen, daß  mit  wachsender  Instanzenzahl  die  Annahme  der  Not- 
wendigkeit vom  Standpunkte  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
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immer  mehr  an  Berechtigung  gewinnt  und  die  Annahme,  es 
handle  sich  um  bloßen  Zufall,  immer  unwahrscheinlicher  wird. 
Richtet  man  die  Frage  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  daß  mit 
einem  weiter  erfahrenen  A  auch  wieder  X  zusammen  sein 
werde,  so  erhält  man  dafür  nach  der  zweiten  der  obigen 
Schlußweisen  im  Sinne  der  Formeln  in  Nr.  71 

fx^  +  'äx 

o ^n+i 

I  «4-2' 

fx*"  dx 
o 

und  die  Übereinstimmung  dieses  Resultats  mit  (2)  harmo- 
niert völlig  mit  der  logischen  Überlegung:  besteht  Notwen- 
digkeit des  Zusammenseins,  und  die  Wahrscheinlichkeit  hier- 
für ist  zufolge  (2)  gleich  -^-~)  so  muß  auch  das  neue  A  not- 
wendig mit  X  auftreten,  hat  also  dieses  Zusammensein  die 
Wahrscheinlichkeit   i ;  das  zusammengesetzte  Ereignis  besitzt 

demnach  tatsächlich  die  Wahrscheinlichkeit  -^  .  i  =      ,     ,  wie 

n-\-  2  n-\-  2 

es  der  letzte  Ansatz  ergeben  hat. 

78.  Bei  den  Versuchen,  die  Induktion  zu  begründen,  ist 
auch  an  jene  Gedankenbildungen  gedacht  worden,  die  den 
Theoremen  von  Bernoulli  und  von  Poisson  und  dem  Ge- 
setz der  großen  Zahlen  zugrunde  liegen.  Die  genannten  Theo- 
reme lehren  die  Erwartung  bemessen,  die  einem  bestimmten 
Erfolg  einer  Versuchsreihe  entgegenzubringen  ist  bei  gege- 
bener Sachlage.  Sie  lassen  aber  auch  eine  Anwendung 
im  umgekehrten  Sinne  zu,  indem  sie  aus  einem  tatsächlich 
eingetretenen  Erfolg  auf  die  ihm  zugrunde  liegende  unbe- 
kannte Sachlage  vermutungsweise  schließen  lassen.  An  diese 
zweite  Verwendungsweise  hätte  die  Induktion  anzuknüpfen,  da 
auch  sie  von  beobachteten   Tatsachen   ausgeht. 

Wenn  also  über  ein  A  Reihen  von  Erfahrungen  vorliegen, 
denen  zufolge  es  mit  X  K  Z  .  .  .  zusammen  in  Häufigkeiten 
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vorkam,  die  bezüglich  jedes  einzelnen  dieser  Objektive  sich 
von  Reihe  zu  Reihe  auf  ungefähr  gleicher  Reihe  hielten,  so 
ist  daraus  auf  eine  ungefähre  Beständigkeit  der  Umstände  zu 
schließen,  welche  das  A  bald  mit  X,  bald  mit  Y,  bald  mit  Z . . . 
auftreten  lassen.  Auf  Grund  dieser  Beständigkeit  ist  im  Sinne 
der  direkten  Anwendung  der  Theoreme  zu  erwarten,  daß  auch 
künftighin  in  umfangreichen  Erfahrungs reihen  die  relativen 
Häufigkeiten  ungefähr  die  gleiche  Höhe  einhalten  werden.  - 
So  schiene  es  denn  wirklich,  als  ob  das,  was  dem  Gedanken 
der  Induktion  entspricht,  aus  einer  mathematischen  Deduk- 
tion hervorginge. 

Der  eben  durchgeführte  Gedankengang  hat  aber  nicht  den 
Charakter  einer  Deduktion;  denn  eine  solche  vollzieht  ihre 
Schlüsse  mit  Gewißheit,  während  hier  nur  Vermutungs- 
schlüsse  gezogen  werden.  Und  der  wesentliche  unter  ihnen, 
der  von  dem,  was  aus  der  Erfahrung  vermutungsweise  er- 
schlossen wird,  auf  die  Zukunft  hinüberleitet  und  der  nichts 
anderes  ist  als  die  Geltendmachung  des  Gesetzes  der  großen 
Zahlen,  bedarf  selbst  zu  einer  Stützung  der  Erfahrung,  also 
der  Induktion.  Man  kann  sonach  in  der  Berufung  auf  die 
Theoreme  von  Bernoulli  und  Poisson  und  auf  das  Ge- 
setz der  großen  Zahlen  eine  Rechtfertigung  des  Induktions- 
verfahrens  nicht  erblicken. 

Vollends  ausgeschlossen  scheint  mir  eine  solche  Berufung 
bei  dem  Induktionsschluß,  der  aus  gleichartigen  Induktions- 
instanzen auf  Allgemeingültigkeit  des  Induktums  abzielt,  der 
also  daraus,  daß  alle  bisher  erfahrenen  A  mit  X  verbunden 
waren,  folgert,  daß  auch  in  der  Zukunft  ein  erfahrenes  A 
immer  mit  X  auftreten  werde. 

Das  Bemoullische  (und  ebenso  das  Poissonsche)  Theorem 
baut  sich  ja  auf  der  Voraussetzung  auf,  daß  das  Ereignis,  mit 
dem  man  sich  befaßt,  bloß  möglich  sei,  also  ebensowohl  auf- 
treten wie  ausbleiben  könne,  und  es  rechnet  mit  den  Wahr- 
scheinlichkeiten dieser  beiden  Eventualitäten,  die  es  überdies 
als  gleichbleibend  voraussetzt.  Dementsprechend  hat  seine  Um- 
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kehrung  nur  dann  einen  Sinn,  wenn  die  Erfahrung  aus  Fällen 
des  Eintrittes  und  aus  Fällen  des  Ausbleibens  sich  zusammen- 
setzt, und  sie  verliert  ihre  Anwendbarkeit,  wenn  alle  beobach- 
teten Fälle  gleichartig  verliefen,  d.  h.  in  dem  Eintreffen  eines 
und  desselben  Ereignisses  bestanden  haben.  Die  mathemati- 
sche Formulierung  der  Umkehrung  des  Bernoullischen  Theo- 
rems versagt  bei  solcher  Sachlage,  denn  diese  Umkehrung 
schreibt  dem  in  m-\-n  Versuchen  (Beobachtungen)  m-mal 
eingetreten  und  «-mal  ausgebliebenen  Ereignis  eine  Wahr- 
scheinlichkeit  zu,   von   der  mit   der   Wahrscheinlichkeit 
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anzunehmen  ist,  daß  sie  zwischen 
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liege.  Wird  aber  n  =  o,  d.  h.  ist  das  Ereignis  ausnahmslos 
eingetreten,  so  ziehen  sich  diese  Grenzen  auf  den  einzigen 
Wert  I  zusammen,  und  der  zu  ihnen  gehörigen  Wahrschein- 
lichkeit kann  jeder  beliebige  Wert  verliehen  werden,  weil  es 
auf  den  Wert  von  y  gar  nicht  mehr  ankommt.  Diesem  rein 
äußerlichen  Zusammenbruch  des  Satzes  gegenüber  fällt  noch 
mehr  ins  Gewicht  das  logische  Bedenken,  daß  ja  der  Wert  i 
der  Wahrscheinlichkeit  auf  ein  notwendiges  Eintreffen  des 
Ereignisses  hinweisen  würde;  und  doch  wird  niemand  aus  dem 
so  und  so  oft  beobachteten  rein  äußerlichen  Zusammensein 
von  A  mit  X  auf  die  Notwendigkeit  dieses  Zusammenseins 
schließen  wollen. 

79.  Erweist  sich  also  das  Suchen  nach  einer  äußeren 
Stütze  des  Induktionsverfahrens,  nach  seiner  Zurückführung 
auf  einen  von  Erfahrung  unabhängigen  Gedanken  als  ver- 
geblich, so  sieht  man  sich  dahin  gedrängt,  die  Induktion  als 
einen  selbständigen  Erkenntnisweg  anzuerkennen  und  ihr  durch 
ausdrückliche   Formulierung   des   leitenden    Gedankens     eine 
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innere  Stütze  zu  geben.  In  dieser  Weise  sucht  denn  auch 
Meinong  die  Angelegenheit  der  Induktion  zu  erledigen  und 
stellt  zu  diesem  Ende  den  Satz  auf^:  „Kommt  ein  Wirkliches 
zusammen  vor  mit  einem  andern  Wirklichen,  so  begründet 
diese  Tatsache  das  Recht,  im  Falle  des  Auftretens  eines  dem 
einen  Wirklichen  Ähnlichen  das  Vorhandensein  eines  dem 
andern  Wirklichen  Ähnlichen  in  einem  ähnlichen  Zusammen 
zu  vermuten,  und  zwar  mit  um  so  größerer  Zuversicht,  je  grö- 
ßer die  betreffenden  Ähnlichkeiten  sind."  Er  erblickt  in  diesem 
Satze  „eine  letzte  Tatsache  der  Erkenntnis",  ein  eigenartiges 
Erkenntnisprinzip,  dem  er  den  Namen  „Induktionsprinzip" 
gibt. 

Es  ist  nicht  zu  leugnen,  daß  die  Fassung  eine  vorsichtige  ist 
und  allen  Momenten  Rechnung  zu  tragen  sucht,  die  von  we- 
sentlicher Bedeutung  sind;  aber  eben  darum  entbehrt  sie  der 
wünschenswerten  Kürze  imd  läßt  den  Grundgedanken  nicht 
scharf  genug  hervortreten,  der  sich  vielleicht  in  folgenden 
Worten  zusammenfassen  läßt:  „Erfahrenes  Zusammensein  von 
Wirklichkeiten  berechtigt  zur  Erwartung  ihres  neuerlichen  Zu- 
sammenseins." Was  besonders  hervorgehoben  zu  werden  ver- 
dient, ist  dies,  daß  in  dem  Prinzip  der  Erfahrung  eine  logische 
Kraft  zugesprochen  wird. 

Einer  näheren  Erörterung  bedarf  noch  der  Umstand,  daß 
in  dem  Prinzip  vom  Umfang  der  Erfahrung  nicht  gesprochen 
wird.  Damit  will  zum  Ausdruck  gebracht  werden,  daß  der 
Umfang  das  Wesen  der  Sache  nicht  berührt;  die  Berechti- 
gung entspringt  aus  jeder,  auch  der  einzelnen  Erfahrung, 
nur  ihre  Intensität  wird  durch  die  Größe  des  Umfangs 
berührt.  In  dieser  Fassung  umschließt  das  Prinzip  mit  dem 
Induktions-  auch  den  Analogieschluß;  in  der  Tat  stim- 
men beide  dem  Wesentlichen  nach  überein,  nur  in  der  Reich- 
weite, die  man  ihnen  zuschreibt,  unterscheiden  sie  sich:  ist  der 
Analogieschluß  auf  das  einzelne  gerichtet,  so  soll  der  Induk- 
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tionsschluß  in  seiner  größten  Allgemeinheit  alles  noch  nicht 
Erfahrene  treffen,  also  zu  einem  Ergebnis  von  universeller 
Bedeutung  führen. 

Wenn  in  der  vorgeschlagenen  kurzen  Fassung  die  „Ähn- 
lichkeit" nicht  explizite  gefordert  ist,  so  mag  dies  darin  seine 
Begründung  finden,  daß  zwischen  Wirklichkeiten  niemals  volle 
Übereinstimmung,  sondern  immer  nur  Ähnlichkeit  bestehen 
kann.    Implizite  ist  also  auch  dieses  Moment  darin  enthalten. 

80.  Die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  kam  bisher  nur  inso- 
fern zur  Sprache,  als  es  sich  um  den  Versuch  handelte,  sie  zur 
Begründung  des  Induktionsverfahrens  heranzuziehen.  In  einem 
andern  Sinne  kommt  sie  zur  Geltung,  wenn  an  die  Bestim- 
mung einer  Induktionswahrscheinlichkeit  gedacht 
wird.  Diese  kann  sich  nur  auf  das  Induktionsergebnis,  das  In- 
duktum,  beziehen ;  denn  die  Induktionsgrundlage  besitzt  Tat- 
sächlichkeit. Das  Induktum  nun,  dem  oben  die  Form  AzX  ge- 
geben wurde,  zerfällt  in  zwei  Teile:  die  Vorgabe  A  und  die 
Mitgabe  X.^  Beim  induktiven  Schließen  spielt  sich  nun  ein 
Vorgang  ab,  der  kurz  dahin  gekennzeichnet  werden  kann,  daß 
aus  der  Tatsächlichkeit  der  Vorgabe  auf  die  Existenz  der  Mit- 
gabe vermutet  wird  (freilich  kann  auch  der  umgekehrte  FatU 
eintreten)  und  die  Stärke  dieser  Vermutung  ist  es,  die  auf  den 
Begriff  der  Induktionswahrscheinlichkeit  hinführt.  Als  deren 
bestimmende  Momente  sind  bereits  erkannt  worden  der  Ähn- 
lichkeitsgrad der  Instanzen  imd  ihre  Anzahl.  In  dem  oben 
benützten  Beispiel  war  „ein  kühler  feuchter  Mai"  die  Vor- 
gabe, aus  der,  wenn  sie  verwirklicht  ist,  vermutungsweise  auf 
die  Mitgabe  „eine  gute  Ernte"  geschlossen  wird. 

Bei  dem  Gedanken  an  eine  numerische  Bewertung  der 
Induktions Wahrscheinlichkeit  muß  also  gleich  auffallen,  daß 
das  eine  Moment,  die  Qualität  der  Instanzen,  wenig  Aussicht 
auf  seine  Erfassung  eröffnet;  leichter  scheint  die  Berücksich- 
tigung des  andern  Moments;  denn  der  Umfang  der  Erfahrung 
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kann  unmittelbar  in  Zahlen  gegeben  sein.  Eine  Bestimmung 
der  Induktionswahrscheinlichkeit  auf  dieser  letzteren  Grund- 
lage allein  kann  aber  niemals  der  wirklich  vorhandenen  Sach- 
lage entsprechen.  Was  nun  diese  Seite  der  Frage  betrifft, 
nämlich  die  Bestimmung  der  Induktionswahrscheinlichkeit  aus 
der  Zahl  der  Instanzen  allein,  so  halte  ich  dafür,  daß  das  Bayes- 
sche  Theorem  in  seiner  Anwendung  auf  künftige  Ereignisse 
den  am  besten  begründeten  Weg  dazu  bietet.  Die  n  Instanzen 
A^hX^^\  wo  /  der  Reihe  nach  die  Zahlen  i,  2,  ...n  zu  durch- 
laufen hat,  sind  so  zu  deuten,  daß  bei  Erfüllung  gewisser  all- 
gemeiner Bedingungen  A  in  n  Fällen  ein  Ereignis  der  Art  X 
eingetroffen  ist,  dem  man  a  priori  alle  Wahrscheinlichkeits- 
werte von  o  bis  i  zuschreiben  kann.  Wenn  dann  in  p  weiteren 
Fällen  die  allgemeinen  Bedingimgen  verwirklicht  werden,  so 
bestimmt  sich  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  auch  in  allen  die- 
sen Fällen  ein  Ereignis  von  der  Art  X  dem  A  folgen  werde,  zu 

z 

o  n-\-i 
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Ich  kann  in  dem  Verfahren ^0,  das  Meinong  mit  Berufung 
auf  E.  Mally  zur  Lösung  derselben  Frage  anwendet,  keinen 
vollwertigen  Ersatz  für  die  eben  vorgeführte  Rechnungsweise 
erblicken.  Wieder  ist  es  nicht  der  Wertunterschied  der  beider- 
seitigen Formeln  —  Mally  gibt  an  - — ,  sondern  lediglich 

der  Gedankengang,  der  mich  zu  diesem  Urteil  veranlaßt.  Ich 
kann  die  von  Mally  angewendete  Betrachtungsweise  nicht 
anders  als  gekünstelt  nennen  gegenüber  dem  klaren  Gedanken- 
gange, der  zu  der  oben  entwickelten  Formel  führt. 

Dem  plötzlichen  Übergang  von  n  erfahrenen  Fällen  auf  /; 
noch  nicht  erfahrene  möchte  ich  die  sukzessive  Erweiterung 
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der  Grundlage  um  p  —  i  weitere  Fälle  und  den  darauffolgenden 
Übergang  zum  p-ten  Fall  gegenüberstellen.  Jede  neue  Er- 
fahrung erhöht  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  im  nächsten  Falle 
dem  A  wieder  ein  X  folgen  werde,  und  es  nimmt  diese  Wahr- 
scheinlichkeit, wenn  man  mit  n  Instanzen  beginnt,  folgeweise 
die  Werte 

//-f-2'      «4-3'      //-f-4 '"*';?+/-}-  1 

an,  die  sich  mit  wachsendem  p  immer  mehr  der  Einheit  nä- 
hern. Gerade  in  dieser  Betrachtung  erblicke  ich  einen  rech- 
nerischen Beleg  für  die  logische  Einsicht,  daß  mit  jeder  neu 
hinzutretenden,  den  bisherigen  Verlauf  bestätigenden  Erfah- 
rung das  Vertrauen  in  einen  gleichartigen  Verlauf  des  dem- 
nächst zu  erfahrenden  Falles  steigt. 

Aber  wie  schon  hervorgehoben  wurde,  trifft  diese  rechne- 
rische Behandlung  nur  eine  Seite  der  Sache,  und  bei  den  im 
gewöhnlichen  Leben  und  in  der  Wissenschaft  praktisch  ge- 
übten Induktionen  liegen  die  Dinge  nicht  so  einfach.   Die  In- 
duktionsinstanzen erweisen  sich  wohl  ausnahmslos  als  ungleich- 
wertig, und  je  nach  dem  Maß  dieser  Ungleich  Wertigkeit  kann 
sich  die  Sicherheit  des   Induktums  sehr  verschieden  gestalten 
auch  bei  derselben   Zahl  von   Instanzen.    Darüber  aber  wird 
kaum  jemals  eine  Rechnung  geführt  werden  können,  Sache  der] 
auf   Erfahrung  gestützten   Kritik   wird   es   bleiben,   die   Wer-' 
tung  einer  solchen   Induktion  vorzunehmen.    Ich  glaube,  so-| 
wohl  im  gewöhnlichen  als  auch  im   wissenschaftlichen   Den-; 
ken  zeigt  sich  hierin  die  an  reicher  Erfahrung  gereifte  Weis- 
heit des  Urteilenden  in  ihrer  höchsten  Betätigung.    Der  Un- 
erfahrene induziert  aus  wenigen  Fällen,  ohne  sie  auf  ihr  Ge- 
wicht  zu  prüfen,   und  geht   häufig   fehl;   der  Erfahrene  und 
Umsichtige  wägt  jede  Instanz  sorgfältig  ab  und  bewertet  dar- 
nach  die   Sicherheit   des    Induktionsschlusses,   der  ja  in   den 
meisten  Fällen  eine  Vorhersage,  eine  Richtschnur  für  das  lian 
dein  sein  soll. 
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81.  Beachtenswert  sind  die  Betrachtungen,  die  Meinong 
über  kumulierte  Induktionen  anstellt. ^^  Der  eine  Fall 
solcher  Induktionen  entwickelt  sich  aus  der  folgenden  Sach- 
lage. Man  hat  Reihen  von  Instanzen  deTFoTmA^^zX^^\B^^'^zXO\,.. 
beobachtet,  deren  jede  für  sich  zu  einem  Induktum  AzX, 
'BzX,  .  .  .  führt.  Darauf  kann  die  kumulierte  und  in  diesem 
Falle  auf  eine  verstärkte  Berechtigung  Anspruch  habende  In- 
duktion AB  .  .  .  zX  aufgebaut  werden.  Hat  man  beispiels^ 
weise  beobachtet,  daß  ein  Symptom  {A),  wenn  es  im  Ver- 
laufe einer  bestimmten  Krankheit  auftritt,  regelmäßig  von  töd- 
lichem Ausgange  begleitet  ist,  und  hat  man  bei  derselben 
Krankheit  die  gleiche  Beobachtung  auch  bezüglich  eines  an- 
dern Symptoms  {B)  gemacht,  dann  ist,  wenn  in  einem  der- 
artigen Krankheitsfalle  beide  Symptome  zugleich  auftreten 
(AB)j  der  tödliche  Ausgang  {X)  mit  stärkerer  Berechtigung 
zu  erwarten  und  vorherzusagen.  Denn  man  muß  annehmen, 
daß  die  Wirkungen,  von  welchen  die  Symptome  die  äußeren 
Anzeichen  sind,  .einander  unterstüzen,  wenn  es  auch  zu  weit 
gegangen  wäre,  geradezu  ihre  Summienmg  zu  behaupten.  Auf 
das  Induktum  bezogen  stehen  hier  derselben  einen  Mitgabe 
verschiedene  Vorgaben  gegenüber,  und  die  Kumulierung  be- 
zieht sich  auf  die  letzteren. 

Umgekehrt  liegen  die  Dinge  in  dem  folgenden  Falle.  Man 
hat  Reihen  von  Instanzen  der  Form  A^^zX^%  A(^h  r(^\  A^^)zZ^^\... 
beobachtet.  Darauf  baut  sich  ein  Induktum  der  Form  Az0  auf, 
worin  (2>  eine  Disjunktion  bedeutet,  bestehend  aus  den  GHedern 
X,  y^  Z,  .  ,  .  Wären  die  Instanzen  „gleichwertig"  und  wäre 
man  dessen  gewiß,  daß  die  Disjunktion  O  eine  vollständige 
ist,  dann  allerdings  könnte  man  für  jede  der  Vermutungen: 
AzX^  AzF,  AzZy  . . .,  die  sich  auf  ein  neues  vertatsächlichtes  A  be- 
ziehen, eine  numerische  Wahrscheinlichkeit  angeben;  ist  näm- 
lich m  die  Gesamtzahl  der  Instanzen  und  entfallen  g^  davon 
auf  Xj  gy.  auf  Fy  g^  auf  Z^  ...  so    entsprechen  den   angeführten 
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Vermutungen  die  Wahrscheinlichkeiten  — ,  — ,  — ^,...  Von  einem 

Erfüiltsein  der  aufgezählten  Voraussetzungen  wird  aber  nie- 
mals die  Rede  sein  dürfen.  Da  man  dort,  wo  Induktion  an- 
gewendet wird,  apriorisches  Wissen  ausschließen  muß,  so  kann, 
wie  groß  auch  m  sein  möge,  nie  mit  Sicherheit  behauptet  wer- 
den können,  daß  es  keine  andern  Instanzen  außer  den  schon 
beobachteten  gibt,  mit  andern  Worten,  daß  im  Gefolge  voif 
A  nicht  auch  noch  etwas  anderes  als  A",  V,  Z,  .  .  .  .  auftreten 
kann.  Diese  Ungewißheit  hat  ein  Herabdrücken  der  auf 
X,  Y,  Z,  .  .  .  bezüglichen  Wahrscheinlichkeiten  zur  Folge,  weil 
ja  ihre  Summe,  die  jetzt  in  aller  Strenge  i  ist,  Raum  lassen 
muß  für  weitere,  von  vornherein  nicht  auszuschließende.  Mit- 
gaben. Von  einer  Gleichwertigkeit  der  A  kann  schon  um  des- 
willen nicht  gesprochen  werden,  weü  sie  sich  mit  der  Ver- 
schiedenheit der  X,  Y,  Z,  .  .  .  nicht  vertrüge.  So  stehen  denn 
die  Dinge  für  eine  verläßliche  Rechnung  ungünstig,  man  wird 
sich  mit  einer   Schätzung  begnügen  müssen,   für  die  in  den 

Zahlen  — ,—,—,...    ein    Anhalt   gegeben    ist;    doch    ist    nicht 

aus  dem  Auge  zu  verlieren,  daß  in  diesen  Zahlen  eine  Über- 
schätzung der  Wahrscheinlichkeiten  liegen  kann. 

82.  Zum  Schlüsse  sei  noch  ein  kurzer  Rückblick  auf  die 
Beziehungen  der  Induktion  zur  Wahrscheinlichkeitslehre  ge- 
worfen. Das  Wesentlichste  an  diesen  Beziehungen  ist  darin 
zu  erblicken,  daß  den  durch  Induktion  gewonnenen  Erkennt- 
nissen vom  logischen  Gesichtspunkte  aus  niemals  Gewiß- 
heit, sondern  immer  nur  ein  gewisses  Maß  von  Wahrschein- 
lichkeit zuerkannt  werden  kann.  Bei  der  praktischen  An- 
wendung der  Induktion,  sei  es  im  gewöhnlichen  Leben, 
sei  es  in  der  Wissenschaft,  kommt  zu  der  durch 
eigene  sowie  durch  überlieferte  fremde  Erfahrung 
geschaffenen  Induktionsgrundlage  für  einen  bestimmten 
besonderen  Fall  noch  ein  allgemeines  Wissen,  eine  durch  viel- 
fache,  wenn  auch  nicht  geordnete   Erfahrung   erlangte   Ein- 
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sieht  in  alles  Geschehen,  vor  allem  der  starke  Glaube  an  die 
Ursächlichkeit  des .  Geschehens  und  die  an  die  Ursächlichkeit 
sich  knüpfende  Notwendigkeit  hinzu,  und  diese  Umstände  be- 
wirken, daß  der  Gedanke  an  die  bloße  Wahrscheinlichkeit 
des  Erschlossenen  zurücktritt  und  dem  Gefühl  der  Gewiß- 
heit Platz  macht.  Manchen  induktorischen  Erkenntnissen  ge- 
genüber läßt  sich  der  logische  Standpunkt  ernstlich  gar  nicht 
behaupten :  wer  beispielsweise  die  Gewißheit  der  Aussage,  daß 
alle  Menschen  sterben,  bezweifeln  wollte,  weü  sie  lediglich 
auf  Erfahrung  beruht  und  nicht  auf  apriorischer  Einsicht,  der 
würde  sich  mit  der  praktischen  Vernunft  in  Widerspruch  setzen. 

Als  ein  Mittel,  den  in  der  Induktion  liegenden  Denkvorgang 
zu  rechtfertigen,  hat  sich  die  Wahrscheinlichkeitslehre  nicht 
bewährt  gleich  manchen  andern  Gedanken,  die  man  hierzu 
zu  verwenden  versucht  hat.  Es  scheint  hiernach  kein  anderer 
Ausweg  zu  bleiben  als  der,  die  Induktion  als  eine  selbständige, 
in  sich  beruhende  Denktätigkeit  aufzufassen  und  ihr  Wesen 
durch  ein  Prinzip  zu  kennzeichnen,  d.  h.  hierüber  einen  Grund- 
satz aufzustellen,  der  analog  den  Grundsätzen  der  Mathematik 
als  ein  gegebenes  Element  des  Denkens  hinzunehmen  ist. 

Die  Vorbedingungen  für  eine  numerische  Bewertung  von 
induktionswahrscheinlichkeiten  werden  nur  in  seltenen  Fällen 
erfüllt  sein.  Auch  eine  an  der  Erfahrung  geübte  Kritik  wird 
über  Vergleiche,  über  Aussagen  im  Sinne  des  „größer"  und 
„kleiner"  nicht  hioauskommen ;  doch  können  auch  solche  Er- 
gebnisse für  Entscheidungen,  also  für  das  Handeln,  von  gro- 
ßem Werte  sein. 

VIIL  Wahrscheinlichkeitstheorie 
und  Naturphilosophie- 
SS.    In  das  Gebiet  der  Naturphilosophie  sind  alle  jene  Be- 
trachtungen zu  verweisen,  die  der  Anwendung  der  Wahrschein- 
lichkeitstheorie   und    insbesondere    der    Wahrscheinlichkeits- 
rechnung auf  ein  Gebiet  der  Wirklichkeit  vorausgehen  und 
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vorausgehen  müssen.  Denn  durch  solche  Betrachtungen  soll 
erst  der  Boden  für  die  Einführung  der  Denk-  und  Rechnungs- 
weisen der  Wahrscheinlichkeitslehre  vorbereitet  werden. 

Statt  vieler  Beispiele  seien  nur  einige  wenige  vorgebracht, 
vor  allem  die  Fehlertheorie.  Ehe  es  hier  zu  einer  Anwendung 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  kommen  konnte,  mußten  Er- 
wägungen angestellt  werden  über  die  Grenzen  der  Bestimmt- 
heit einer  physischen  Größe;  über  den  Hergang  der  Sinnes- 
wahmehmung  und  die  ihr  gesetzten  Schranken;  über  das  Ver- 
halten physischer  Körper  unter  verschiedenen  Umständen;  über 
die  Art,  wie  Fehler  aus  verschiedenen  Quellen  hervorgehen  und 
sich  untereinander  verbinden  können,  und  noch  vieles  andere. 
Erst  nachdem  über  all  das  deutliche  Vorstellungen  gebildet 
waren,  konnte  die  Wahrscheiniichkeitslehre  einsetzen  und  die 
in  ilir  ausgebildete  Rechnungsweise  zur  (jcltung  gebracht 
werden. 

Menschliche  Massenerscheinungen  wurden  zu  einem  Gegen- 
stand wahrscheinlichkeitstheoretischer  Forschung  erst  auf 
Grund  von  Überlegungen  über  die  Vorgänge,  als  deren  Er- 
gebnis sie  zu  betrachten  sind.  Vor  Anstellung  solcher  Über- 
legungen ist  kein  Weg  ersichtlich,  auf  dem  die  abstrakten 
Lehren  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  an  die  Materie  gelangen 
könnten. 

Um  ein  Beispiel  aus  der  jüngeren  Zeit  anzuführen,  sei  der 
Einführung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  als  Forschungs- 
mittel in  der  theoretischen  Physik  gedacht.  Hier  mußten,  bevor 
es  zu  einer  Anwendung  kam,  Vorstellungen  über  Naturvorgänge 
ausgebildet  werden,  die  sich  der  unmittelbaren  Wahrnehmung 
entziehen,  denen  man  nur  durch  Annahmen,  die  eben  den  In- 
halt jener  Vorstellungen  bilden,  beizukommen  vermochte. 

Aber  die  Naturphilosophie  hat  nicht  allein  als  Brücke  zu 
dienen  von  der  reinen  Wahrscheinlichkeitstheorie  zur  realen 
Wirklichkeit;  sie  hatte  auch  schon  am  Beginn  dieser  Theorie 
die  Brücke  zu  bilden  für  den  umgekehrten  Weg.   Die  Begriffe 
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der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  sind  von  der  Wirklichkeit 
abstrahiert,  und  hierzu  waren  naturphilosophische  Erwägungen 
notwendig.  Dies  führt  naturgemäß  zu  der  Frage,  ob  die  Ab- 
straktion in  einer  Weise  erfolgt  ist,  daß  das  Abstraktum,  eben 
die  reine  Wahrscheinlichkeitstheorie,  wieder  auf  die  Wirklich- 
keit anwendbar  ist. 

Eine  ähnliche  Frage  muß  überall  da  gestellt  werden,  wo 
reines  Denken  und  reale  Wirklichkeit  miteinander  in  Wechsel- 
wirkung treten.  Das  ist  beispielsweise  in  besonderem  Maße 
in  der  Geometrie  der  Fall.  Diese  hat  ihre  Grundbegriffe  und 
Grundsätze  aus  der  Anschauung  der  Wirklichkeit  hergeholt; 
dabei  hat  aber  eine  solche  Verfeinerung,  ja  eine  völlige  Ver- 
geistigung stattgefunden,  daß  die  Begriffe  zu  reinen  Denk- 
objekten  geworden  sind,  die  einer  adäquaten  Verwirklichung 
nicht  fähig  sind.  Da  entsteht  denn  wieder  die  Frage,  ob  die 
aus  solchen  Begriffen  mid  Grundsätzen  durch  logische  Schlüsse 
aufgebaute  Geometrie  fähig  ist,  und  zwar  trotz  ihres  Wirklich- 
keitsursprungs, auf  die  Wirklichkeit  angewendet  zu  werden, 
von  der  sie  sich  durch  den  Vergeistigungsproze^  getrennt 
und  entfernt  hatte. 

Die  Naturphilosophie  ist  aber  noch  in  einer  andern  Weise 
zur  Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  Beziehung  getreten,  näm- 
lich durch  diejenigen  Überlegungen,  die  darauf  ausgehen, 
Einblicke  in  das  innere  Getriebe  des  zufälligen  Geschehens 
zu  gewinnen  und  von  da  aus  Kritik,  unter  Umständen  Korrek- 
tur an  der  Grundlage  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu 
üben.  Gerade  die  Bestrebungen  dieser  Art  sollen  uns  in  die- 
sem Abschnitte  vornehmlich  beschäftigen. 

Vorher  sei  auf  Laplacens  grundlegendes  Werk,  die  Theo- 
rie analytique  des  probabilit^s,  hingewiesen,  das  vornehmlich 
in  der  später  erschienenen  Einleitung,  dem  Essai,  ein  gut  Stück 
Naturphilosophie  darstellt.  Es  ist  geradezu  kennzeichnend  für 
La  place,  daß  er  über  dem  kunstvollen,  bis  in  die  höchsten 
Höhen  führenden  mathematischen  Aufbau  der  grundlegenden 
Gedanken  und  der  Anwendungen  nicht  vergaß;  den  Anwen- 
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düngen  aber  schickt  er  naturphilosophische  Betrachtungen  vor- 
aus, die  auch  heute  noch  ihren  Wert  besitzen. 

84.  Unter  den  Schriften,  welche  die  zuletzt  erörterte  natur- 
philosophische  Richtung  in  der  Wahrscheinlichkeitslehre  ver- 
treten, sind  es  besonders  die  von  K.  Marbe,  mit  welchen 
wir  uns  hier  beschäftigen  wollen.  Zuerst  hat  er  in  einer  kleinen 
Schrift  1  gewisse  Gedanken  über  das  Verhältnis  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung zur  Wirklichkeit  entwickelt;  von  den 
Ergebnissen,  die  als  Stütze  dienen  sollten,  selbst  nicht  ganz 
befriedigt,  hat  er  diese  und  andere  damit  zusammenhängende 
Gedanken  beharrlich  weiter  verfolgt,  und  die  aus  langjähriger 
fortgesetzter  Beschäftigung  mit  dem  Gegenstande  hervorge- 
gangene neue  Schrift  2  zeugt  von  dem  großen  Aufwand  an 
Mühe,  Zeit  und  Arbeit,  die  er  daran  gewendet  hat,  iie  Be- 
ziehungen zwischen  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  und  ihren 
Anwendungen  genauer  festzustellen  und,  um  es  vorweg  zu  sa- 
gen, die  Grenzen  der  letzteren  zu  berichtigen.  Wie  weit  man 
ihm  darin  folgen  kann,  ist  bis  zu  einem  gewissen  Grade  per- 
sönliche Angelegenheit.  In  diesem  Sinne  sind  die  Bemerkun- 
gen aufzunehmen,  die  im  weiteren  Verlaufe  zu  seinen  Dar- 
legungen gemacht  werden. 

85.  Wir  knüpfen  an  das  1 1 .  Kapitel  des  zweitgenannten 
Buches  an,  nachdem  schon  an  früheren  Stellen  dieser  Arbeit 
zu  den  vorausgehenden  Kapiteln  mehrfach  Stellung  genommen 
worden  ist.  Hier  entwickelt  Marbe,  man  kann  fast  sagen, 
eine  eigene  Theorie  der  relativen  Häufigkeit,  die  we- 
gen der  darin  vertretenen  Anschauungen,  aber  auch  wegen  der 
Bedeutung  dieses  Begriffs  für  die  Anwendungen,  ein  näheres 
Eingehen  erfordert. 

Nach  unserem  Dafürhalten  ist  der  Begriff  der  relativen  Häu- 


*  Naturphilosophische  Untersuchungen  zur  Wahrscheinlichkeitslehre.  Leip 
zig  1899. 

*  Die  Gleichförmigkeit  in   der  Welt.     Untersuchungen   zur   Philosophie 
und  positiven  Wissenschaft.     München  191 6. 
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figkeit  nur  auf  bereits  Erfahrenes  anwendbar.  Wenn  über 
mehrere  Ereignisse,  die  aus  irgendeinem  Gesichtspunkte  als 
zusammengehörig  betrachtet  werden,  Erfahrungs reihen  vorlie- 
gen, so  bezeichnet  der  Bruch  aus  der  Wiederholungszahl  eines 
der  Ereignisse  durch  den  Umfang  der  Erfahrungsreihe  seine 
relative  Häufigkeit  in  dieser.  Mit  dieser  naturgemäßen  Auf- 
fassung des  Begriffs  fängt  denn  Marbe  auch  an.  Er  bringt 
ihn  sofort  mit  dem  Kausalgedanken  in  Verbindung,  indem 
er  in  dem  Häufigkeitsbruch  „ein  unmittelbares  Maß  der  Ge- 
samtbedingungen" des  betreffenden  Ereignisses  erblickt.  Wie 
an  einer  andern  Stelle  (Nr.  59)  schon  hervorgehoben,  schließt 
Marbe  sich  dem  Konditionalismus  an;  was  er  als  „Bedingun- 
gen" bezeichnet,  belegen  wir  lieber  mit  dem  Namen  „Um- 
stände". Der  Häufigkeitsbruch  gibt  also  an,  in  welchem  Maße 
die  gesamten  Umstände  während  der  Erfahnmgsreihe  auf  die 
Herbeiführung  des  gerade  betrachteten  Ereignisses  eingestellt 
waren.  Er  nennt  die  Bedingungen  „maximal  günstig",  wenn 
der  Häufigkeitsbruch  genau  i,  „maximal  ungünstig",  er  ge- 
nau o  wird. 

Nim  wird  die  Vorstellung  der  „fraktionell  konstanten  rela- 
tiven Häufigkeit"  konstruiert;  wir  wollen  nicht  von  einem  „Be- 
griff" reden,  weil  es  an  der  für  einen  solchen  erforderlichen 
Bestimmtheit  fehlt.  Die  Unbestimmtheit'  ist  sogar  eine 
doppelte:  einmal  ist  die  Konstanz  nicht  im  strengen  Sinne 
gemeint,  es  soll  genügen,  wenn  sie  eine  „annähernde"  ist, 
wenn  die  Häufigkeitszahlen  zwar  von  Fraktion  zu  Fraktion 
verschieden  sind,  wenn  sie  sich  aber  in  der  Zusammenfassung 
aller  Fraktionen  vollständig  oder  nahezu  „ausgleichen".  Bei 
dem  Worte  „Ausgleich"  denkt  man  an  einen  Normalstand; 
wie  sich  Marbe  diesen  vorstellt,  wird  später  zur  Sprache 
kommen.  Der  andere  Zweig  der  Unbestimmtheit  Üegt  in  der 
Unttmlichkeit  der  Festsetzung  einer  bestimmten  Größe  der 
Fraktionen.  Diese  soll  nach  Marbe  nicht  maßgebend  sein;  ob 
sich  der  Ausgleich  schon  bei  Fraktionen  von  je  100  oder  erst 
etwa  von  je  1000  Ereignissen  einstellt,  soll  nicht  die  Möglich- 

Wiss,  u.  Hyp.  24:  Czuber,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  16 
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keit  der  Behauptung  der  Konstanz  berühren,  wenn  sich  der 
Ausgleich  nur  überhaupt  einstellt. 

Daran  schEeßt  Marbe  die  bedeutungsvolle  Frage  an:  Un- 
ter welchen  Umständen  sind  die  Gesamtbedingungen  für  ein 
bestimmtes  Ereignis  fraktionell  gleich  günstig?  Die  Antwort 
ergibt  sich  ihm  aus  der  Zerlegung  der  Bedingungen  in  zwei 
Klassen;  die  eine  umfaßt  die  gleichbleibenden,  die  andere  die 
variablen  Bedingungen.  ^  Nur  von  der  letzteren  hänge  die 
fraktionelle  Konstanz  des  Häufigkeitsbruches  ab  und  werde 
sich  nur  dann,  dann  aber  sicher  einstellen,  „wenn  diese  vari- 
ablen unmittelbaren*  Bedingungen  sich  hinsichtlich  ihrer  Wir- 
kung auf  die  dem  Häufigkeitsbruch  unmittelbar  zugrunde  lie- 
genden objektiven  Tatsachen  innerhalb  der  einzelnen  Frak- 
tionen oder  im  Laufe  aller  Fraktionen  ganz  oder  angenähert 
ausgleichen".  Tun  sie  dies,  dann  soll  von  „Indifferenz  der 
variablen  unmittelbaren  Bedingungen"  gesprochen  werden.  Die 
konstanten  unmittelbaren  Bedingungen  ihrerseits  bestimmen 
die  Größe  des  Häufigkeitsbruches,  die  sich  bei  vollkommener 
Indifferenz  „innerhalb  einer  unendlichen  Anzahl  von  Fällen" 
einstellen  würde  und  in  der  „das  Maß  der  Günstigkeit  der  kon- 
stanten unmittelbaren  Bedingungen"  des  betreffenden  Ereig- 
nisses zu  erbUcken  wäre. 

Analysiert  man  diese  Auseinandersetzung,  so  erkennt  man 
in  den  konstanten  Bedingungen  denjenigen  Tatbestand,  der  die 
objektive  Möglichkeit  der  in  Betracht  kommenden  Ereig- 
nisse begründet  und  von  welchem  vorausgesetzt  wird,  daß  er 
durch  die  ganze  Versuchs-  oder  Beobachtungsreihe  unverändert 
bleibt  —  eine  zu  sehr  einschränkende  Annahme,  wenn  man  von 
den  Glücksspielen  auf  andere  Materien  übergehen  will  — , 
und  in  den  variablen  Bedingungen  dasjenige,  was  bei  der  Ver- 
wirklichimg von  außen  hinzutritt  und  was  die  Zufälligkeit 
bedingt.  Nach  Marbes  Vorstellung  ist  es  selbstverständ- 

^  Nicht  zutreffend  ist  es,  daß  Marbe  diese  Klassen  auf  die  v  verschie- 
denen Ereignisse  bezieht  statt  auf  alle  Realisierungen,  S.  179. 

*  Über  diese  Bestimmung  haben  wir  uns  schon  in  Nr.  59  geäußert. 
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lieh,  daß,  wenn  sich  die  durch  die  variablen  „Bedingungen" 
bewirkten  Störungen  gegenseitig  aufheben  —  Ausgleichung 
des  Zufalls  — ,  die  relative  Häufigkeit  genau  der  objektiven 
Möglichkeit  entspricht,  mit  andern  Worten,  das  Gesetz  der 
großen  Zahlen  ist  üim  eine  apriorische  Erkenntnis.  Nicht  in 
Übereinstimmung  mit  dem  früheren  steht  es,  wenn  hier  von 
einer  unendlichen  Anzahl  von  Fällen  gesprochen  wird,  während 
vordem  der  fraktionelle  Ausgleich  schon  für  endliche  Folgen 
als  möglich  hingestellt  wurde.  Zugleich  ist  jetzt  klar,  an  wel- 
chen Normalstand  bei  dem  Ausgleich  gedacht  wird:  er  ist 
durch  die  objektive  Möglichkeit  bezeichnet. 

86.  Mit  der  Frage,  ob  es  möglich  sei,  a  priori  zu  entscheiden, 
ob  die  variablen  unmittelbaren  Bedingungen  indifferent  seien 
oder  nicht,  kommt  in  die  vorgeführte  Theorie  der  Häufigkeit 
eine  bedeutsame  und,  wie  gleich  bemerkt  werden  soll,  bedenk- 
liche Wendung.  Die  Frage  wird,  wie  nicht  anders  zu  erwarten, 
verneint;  nur  Erfahrung  könne  darüber  entscheiden,  ob  einer 
bestimmten  Materie  Indifferenz  der  variablen  Bedingungen  zu- 
kommt, und  hat  sich  dies  bei  manchen  Materien,  wie  bei 
Glücksspielen,  tatsächlich  ergeben,  so  könne  es  im  Wege  der 
imvollständigen  Induktion  auf  analoge  und  ähnliche  Materien 
ausgedehnt  werden. 

Nach  dieser  Auseinandersetzung  wirkt  es  befremdend,  wenn 
Marbe  weiter  die  folgende  Frage  auf  wirft:  „Ist  es  möglich, 
die  Größe  des  Häufigkeitsbruches  a  priori  richtig  zu  be- 
stimmen?" In  dieser  Form  hat  die  Frage  keine  Berechtigung; 
denn  hinter  dem  Worte  „richtig"  ist  Sicherheit,  Gewißheit 
verborgen;  über  die  relative  Häufigkeit  im  künftigen  oder  in 
noch  unbekanntem,  bereits  erfolgten  Geschehen  kann  nur  Ver- 
mutung, niemals  Gewißheit  bestehen.  Marbe  aber  gibt  auf 
die  Frage  eine  bejahende  Scheinantwort;  denn  nicht  anders 
kann  man  die  Aussage  nennen,  daß  „unter  der  Voraussetzung 
der  aposteriorisch  bekannten  Indifferenz  der  variablen  un- 
mittelbaren Bedingungen"  (und  bei  genügend  bekannten  und 
durchsichtigen  konstanten  unmittelbaren   Bedingungen)   eine 

i6* 
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Deduktion  der  relativen  Häufigkeit  a  priori  möglich  sei.  Wir 
nehmen  hier  besonders  Anstoß  an  der  Konstruktion:  j,Vor- 
aussetzung  aposteriorisch  bekannter  Indifferenz."  Mit  dieser 
Art  apriorischen  Bestimmung  der  relativen  Häufigkeit  wird 
nun  allen  Ernstes  operiert  und  es  werden  sogar  Beispiele 
dazu  gegeben.  So  werde  bei  einem  einwandfreien  Würfel  „un- 
ter Voraussetzungen  usw."  mit  dein  Häufigkeitsbruch  j  für  eine 
bestimmte  Seite  „das  Richtige"  getroffen,  und  bei  einer  Rou- 
lette sei  „unter  Voraussetzung  usw."  die  relative  Häufigkeit 
einer  bestimmten  Nummer  „unfehlbar"  g-„.  Marbe  spricht  im 
weiteren  Verlaufe  noch  so  oft  und  mit  solchem  Nachdruck 
von  relativen  Häufigkeiten,  die  „mit  absoluter  Sicherheit", 
„unfehlbar",  „unfehlbar  richtig",  „unbedingt  sicher  richtig" 
a  priori  anzugeben  seien,  daß  man  annehmen  muß,  er  sei  von 
der  Möglichkeit  der  genauen  Vorhersage  der  relativen  Häufig- 
keit, mit  der  ein  Ereignis  sich  künftighin  zutragen  wird,  über- 
zeugt. Und  wenn  unser  Wissen  hinsichtlich  der  notwendigen 
Voraussetzungen  einer  unfehlbaren  apriorischen  Angabe  der 
relativen  Häufigkeit  lückenhaft  sein  sollte,  dürfen  wir  nicht 
auch  dann  „a  priori  die  Ansetzung  von  Häufigkeitsbrüchen 
wagen?"  Selbst  auf  diese  merkwürdige  Frage  wird,  „aller- 
dings nur  innerhalb  gewisser  Grenzen",  mit  ja  geantwortet. 

Marbe  räumt  der  relativen  Häufigkeit  eine  selbständige 
Stellung  neben  der  Wahrscheinlichkeit  ein  und  nennt  Aufga- 
ben, in  welchen  nach  der  relativen  Häufigkeit  gefragt  wird, 
Häufigkeitsaufgaben,  deren  er  drei  Arten  unterscheidet,  je 
nachdem  die  Indifferenz  der  variablen  Bedingungen  und  voll- 
kommene Übersichtlichkeit  der  konstanten  Bedingungen  „the- 
tisch  vorausgesetzt",  die  eine  oder  die  andere  dieser  Voraus- 
setzungen oder  endlich  beide  tatsächlich  erfüllt  sind;  entspre- 
chend dieser  Disjunktion  werden  derlei  Aufgaben  in  rein  the- 
tische,  gemischt  thetische  und  praktische  unterschieden  und 
den  letzten  wird  die  größte  Bedeutung  beigelegt;  denn  „ihre 
richtige  Lösung  gestattet  uns,  die  Zukunft  vorauszusehen". 

Zur  näheren  Erläuterung  seiner  eben  dargelegten  Anschau- 
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ungen  führt  M  a  r  b  e  das  B  u  f  f  c  n  sehe  Nadelproblem  und  das 
Bertrandsche  Paradoxon  an. ^  Aus  den  Versuchsreihen  von 
R.  Wolf,  M.  A.  Smith,  Kapt.  Fox  und  M.  Lazzarini, 
die  über  das  Nadelproblem  ausgeführt  worden  sind  und  die 
sämtlich  einen  etwas  zu  großen  Wert  für  k  ergaben,  zieht  er 
den  Schluß,  dies  werde  allgemein  so  eintreffen,  und  er  sucht 
dies  aus  gewissen  psychologischen  Tatsachen  zu  erklären.  Den 
Schluß  halte  ich  nicht  für  begründet,  den  Erklärungsversuch 
nicht  für  überzeugend;  es  darf  nicht  übersehen  werden,  daß 
in  den  aus  den  Versuchen  berechneten  Zahlen  auch  die  Fehler 
stecken,  die  den  Angaben  über  die  Nadellänge  und  den  Pa- 
rallelenabstand anhaften,  und  daß  sie  auch  durch  die  Zweifel 
beeinflußt  sind,  die  sich  in  einzelnen  Fällen  darüber  einstellen 
können,  ob  die  Nadel  eine  der  Parallelen  noch  kreuzt  oder 
ob  sie  nicht  mehr  kreuzt.  Von  den  Versuchen  betreffend  das 
Bertrandsche  Paradoxon  meint  Marbe,  sie  widersprächen  so- 
gar nicht  einmal  der  Voraussetzimg,  daß  eine  unbedingt  rich- 
tige Ansetzung  der  relativen  Häufigkeit  a  priori  möglich  sei. 

Alles  zusammengefaßt,  vermag  ich  Marbe s  „Theorie  der 
relativen  Häufigkeiten"  nicht  zuzustimmen;  ich  halte  sie  in 
wesentlichen  Belangen  für  grimdsätzlich  verfehlt. 

87.  Wir  haben  jetzt  unsere  Aufmerksamkeit  der  Art  und 
Weise  zuzuwenden,  wie  Marbe  seinen  Begriff  der  relativen 
Häufigkeit  mit  der  Wahrscheinlichkeitsrechntmg  in  Verbin- 
dimg bringt.  Hierüber  geben  die  folgenden  Aussagen  Auf- 
schluß. Es  ist  unbestreitbar,  sagt  Marbe,  daß  sich  der  prak- 
tische Wert  einer  a  priori  bestimmten  Wahrscheinlichkeit, 
die  sich  auf  ein  Ereignis  bezieht,  das  einer  wiederholten  Be- 
obachtung fähig  ist,  nach  ihrer  Brauchbarkeit  als  „Durch- 
schnittszahl" bemißt.  Hiermit  scheint  ein  neuer  Begriff  auf- 
zutreten; aber  Durchschnittszahl  kann  doch  nichts  anderes  be- 
deuten als  relative  Häufigkeit.    Indessen  wird  man  an  dieser 


"  Vgl.    des    Verfassers    WahrscheinlichkeitsrechnuDg,    I.  Band,    3.  Aul!., 
98 ff.,   ii6ff.,   169. 
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Meinung  irre,  wenn  man  weiter  liest,  „Wahrscheinlichkeits- 
brüche  seien  nur  dann  gute  Durchschnittszahlen,  wenn  sie  mit 
den  richtigen  Häufigkeitsbrüchen  übereinstimmen".  Es  ist  mir 
nicht  klar,  wie  die  drei  Begriffe  „Wahrscheinlichkeitsbruch", 
„Durchschnittszahl"  und  „richtiger  Häufigkeitsbruch"  ausein- 
ander zu  halten  sind.  Daraus  aber,  daß  nun  alles,  was  bezüg- 
lich der  richtigen,  unfehlbaren  'Häufigkeitsbrüche  gesagt  wor- 
den, nunmehr  auf  die  apriorischen  Wahrscheinlichkeiten  über- 
tragen wird,  ist  zu  schließen,  daß  apriorische  Wahrscheinlich- 
keiten den  apriorischen  Häufigkeiten  mindestens  sehr  nahe 
stehen  müssen,  wenn  sie  nicht  geradezu  gleichbedeutend  mit 
ihnen  sind. 

Da  nun  die  Voraussetzungen  für  eine  apriorische  Häufig- 
keitsbestimmung nur  selten  erfüllt  sind,  so  wird  auf  eine  ebenso 
ungünstige  Sachlage  bezüglich  apriorischer  Wahrscheinlich- 
keitsbestimmungen geschlossen  und  daraus  das  Urteil  abge- 
leitet, die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  a  priori, 
sofern  sie  sich  mit  Wahrscheinlichkeiten  periodisch  wieder- 
kehrender Ereignisse 6  befaßt,  besitze  einen  dürftigen 
praktischen  Wert. 

Zur  Befestigung  dieses  Urteüs  wird  zuerst  auf  die  Statistik 
hingewiesen;  auf  diesem  Gebiete  hat  aber  wohl  niemals  je- 
mand daran  ernstlich  gedacht,  apriorische  Wahrscheinlichkei- 
ten aufzustellen.  Um  zu  zeigen,  daß  auch  sonst  mit  apriori- 
schen Wahrscheinlichkeitsbestimmungen  sehr  wenig  anzu 
fangen  sei,  führt  Marbe  eine  Reihe  von  Aufgaben  vor,  die 
dies  beweisen  sollen.  Man  kann  diese  Aufgaben  so  kennzeich 
nen,  daß  sie  von  einer  auf  den  ersten  Blick  unbegründeten 
apriorischen  Wahrscheinlichkeitsbestimmung  ausgehen,  die 
nachher  an  der  Hand  der  Erfahrung  ad  absurdum  geführt 
wird.  Es  würde  in  den  meisten  dieser  behandelten  Fälle  die 
bloße  Anführung  der  gestellten  Frage  genügen,  um  die  Un- 
tunlichkeit einer  Lösung  a  priori  erkennen  zu  machen;  doch 


^  Gemeint  sind  Ereignisse,  die  wiederholt  auftreten. 
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>ollen  zu  einigen  davon  kurze  kritische  Bemerkungen  gemacht 
werden. 

1.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  an  einer  be- 
liebigen, aber  bestimmten  der  ersten  660  Stellen  der  Ludol- 
phischen  Zahl  die  Ziffer  7  steht  ?  —  Hier  handelt  es  sich 
doch  nicht  um  Zufälliges,  sondern  um  Gesetzmäßiges.  Es  kann 
nur  gefragt  werden,  ob  diese  Gesetzmäßigkeit  eine  so  ver- 
wickelte sei,  daß  ihr  Ergebnis  den  Charakter  des  Zufälligen 
an   sich  trägt. 

2.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  eine  bestimmte 
Schülerin  (in  einer  350  Schülerinnen  zählenden  Frankfurter 
Schule)  über  Aufforderung,  ein  „beliebiges"  Wort  zu  no- 
tieren, das  Wort  „Schule"  aufschreibt?  —  Wer  nicht  über 
gewisse  psychologische  Erscheinungen  unterrichtet  ist,  von  de- 
nen Marbe  im  3.  Kapitel  seines  Buches  handelt,  wird  die 
Frage  überhaupt  nicht  verstehen  und  es  ablehnen,  auf  sie  zu 
antworten. 

3.  Eine  flache  quadratische  Glasschale  mit  einer  Flüssig- 
keit, in  der  sich  lebende  Purpurbazillen  befinden,  wird  aui 
einen  gelb  und  blau  karrierten  sonnenbeleuchteten  Teppich 
gestellt.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  sich  über 
einem  bezeichneten  Feld  des  Teppichs  n  —  m  von  den  n  Bak- 
terien versammeln  ?  —  Wer  von  dem  Verhalten  der  Bakterien 
gegen  verschiedene  Farben  nichts  weiß  —  und  die  Frage- 
stellung weist  selbst  darauf  hin,  daß  dieses  Verhalten  in  Be- 
tracht kommen  dürfte  — ,  der  wird  sich  auf  eine  Beantwortung 
der  Frage  gar  nicht  einlassen  wollen.  Nebenbei  bemerkt,  ist 
die  Lösung,  die  Marbe  unter  der  Voraussetzung  gibt,  daß  die 
Bakterien  „willkürlich"  ihren  Standort  einnehmen,  unrichtig; 

er  beziffert  die  fragliche  Wahrscheinlichkeit  mit  ——  ,  während 

sie,  wenn  r  die  Anzahl   der   durch    die  innere  Bodenfläche  des 
Glases   bedeckten   quadratischen  Teppichfelder   bezeichnet,   mit 

(    )  ( — )         ( )     a-^zusetzen  wäre. 
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4.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  jemand,  auf- 
gefordert, von  drei  ihm  vorgelegten  Kartenblättern  (Herz- 
Zehn,  Karo -Sechs  und  Herz -Fünf)  eines  im  Gedächtnis  zu 
behalten,  sich  gerade  Herz-Zehn  merkt  ?  —  Die  Frage  ist 
wieder  auf  gewisse  psychologische  Eigentümlichkeiten  aufge- 
baut; wer  diese  nicht  kennt  und  beachtet,  geht  fehl.  Ein  Über- 
legender wird  sich  auch  kaum  bereit  finden,  auf  Grund  dieser 
Daten,  an  denen  das  Offenliegen  der  Karten  das  besondere 
ist,  eine  apriorische  Wahrscheinlichkeitsbestimmung  vorzu- 
nehmen. 

Auch  die  noch  übrigen  drei  Beispiele  betreffen  Gegenstände, 
die  unter  dem  Einfluß  psychologischer  Besonderheiten  stehen. 
In  dem  einen  wird  nach  der  Wahrscheinlichkeit  gefragt, 
daß  jemand  violett  nennen  würde,  wenn  man  ihn  zur  Nennung 
einer  der  sieben  Regenbogenfarben  auffordert;  in  dem  zwei- 
ten handelt  es  sich  um  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  man  beim 
Abschätzen  des  Inhalts  einer  mit  vielen  Bohnen  gefüllten 
Flasche  eine  mit  Null  endigende  Zahl  angeben  werde;  die 
dritte,  daß  man  bekn  Abschätzen  der  Zehntel  (des  kleinsten 
Maßstabteils)  gerade  ein  bestimmtes  Zehntel,  z.  B.  das 
zweite,  wählen  werde. 

Was  Marbe  mit  diesen  Beispielen  zeigen  will,  ist  gewiß 
der  Betonung  wert:  daß  von  numerischen  Wahrscheinlichkei- 
ten, die  ohne  zureichende  Kenntnis  des  ihnen  zugrunde  liegen- 
den Tatsachenb€standes  a  priori  aufgestellt  worden  sind,  nicht 
erwartet  werden  darf,  sie  würben  sich  hinterdrein  in  der  rela- 
tiven Häufigkeit  des  Eintritts  der  betreffenden  Ereignisse  be- 
währen. Aber  der  Schluß,  den  er  daraus  bezüglich  des  Wertes 
der  ganzen  Wahrscheinlichkeitsrechnung  a  priori  zieht,  ist  zu 
weitgehend  und  unberechtigt. 

Es  wäre  unangebracht,  die  Existenzberechtigung  irgendeines 
Zweiges  der  exakten  Wissenschaften  gegen  den  Vorwurf  seiner 
geringen  oder  vielleicht  ganz  fehlenden  praktischen  Verwert- 
barkeit zu  verteidigen;  er  findet  den  Grund  der  Existenzbe- 
rechtigung in  sich  selbst.   Gibt  es  doch  Teile  der  Mathematik,. 
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die  bisher  keine  praktische  Verwendung  gefunden  haben  und 
vielleicht  auch  niemals  finden  werden,  an  deren  Ausbildung 
aber  bedeutende  geistige  Arbeit  gewendet  worden  ist  und  nicht 
vergeblich.  Nun  steht  es  mit  dem  Teil  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, der  sich  mit  Wahrscheinlichkeiten  beschäftigt, 
welche  auf  ideeller  Grundlage  a  priori  aufgestellt  werden, 
keineswegs  so,  daß  ihm  bloß  spekulative  Bedeutung  zuzuer- 
kennen wäre;  vielmehr  bildet  er  ebenso  das  unentbehrliche 
Fundament  für  alle  Anwendimgen  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, wie  die  reine  Geometrie  die  Basis  für  alles  aus- 
macht, was  Größe  und  Gestalt  wirklicher  Objekte  betrifft. 
Und  an  diesen  letzten  Wirkungen  muß  ebensowohl  der  Wert 
der  reinen  Wahrscheinlichkeitsrechnung  wie  auch 
der  Wert  der  reinen  Geometrie  bemessen  werden.  —  Auf  einen 
Angriffspunkt,  der  Marbe  zu  seinem  abweisenden  Urteil  be- 
stimmt hat,  wird  noch  zurückzukommen  sein, 

88.  Die  Untersuchungen,  die  im  Plane  seines  Werkes  lie- 
gen, geben  Marbe  Anlaß,  auf  die  Begriffe  Masse  und  sta- 
tistische Masse  einzugehen  und  sie  mit  dem  Gedanken 
der  Gleichförmigkeit  in  Verbindung  zu  bringen;  gerade 
dieser  letztere  Umstand  ist  bemerkenswert  an  seinen  Darle- 
gungen und  ruft  zu  einigen  Bemerkungen  auf.  Seine  statisti- 
sche Masse  deckt  sich  in  allen  wesentlichen  Belangen  mit 
dem  Begriff  eines  Kollektivgegenstandes.  Unter  einer  Masse 
soll  „eine  Mehrheit  oder  Vielheit  ^  von  Gegenständen"  ver- 
standen werden.  Das  Wort  „Gegenstand"  ist  in  dem  weiten 
Sinne  gemeint,  den  es  in  der  Gegenstandstheorie  (Nr.  6)  hat. 

Der  Begriff  der  Gleichförmigkeit  nimmt  von  den  Gegenstän- 
den seinen  Ausgang.  Zwei  Gegenstände  sollen  als  gleichförmig 
angesehen  werden,  wenn  sie  in  einzelnen  Teilen  oder  Beziehun- 
gen übereinstimmen  oder  nur  wenig  voneinander  verschieden 
sind.    Bei  der  weiten  Fassung  des  Gegenstandsbegriffs  ist  es 

^  Mit  dieser  konsequent  gebrauchten  Wortverbindung  will  Marbe  offen- 
bar den  Unterschied  zwischen  einer  relativ  kleinen  und  einer  großen  Zahl 
von  Gegenständen  treffen. 


242  VIII.  Wahrscheinlichkeitstheorie  und  Naturphilosophie 

nicht  leicht,  den  Gleichförmigkeitsbegriff  so  zu  formulieren, 
daß  er  auf  alle  Gegenstände  anwendbar  wird.  Indessen  kommt 
diese  Schwierigkeit  kaum  in  Betracht  bei  den  Gegenständen, 
von  denen  hier  gehandelt  wird.  Schon  der  Umstand,  daß  zwei 
Gegenstände  unter  eine  Benennung  fallen,  begründet  eine 
gewisse  Gleichförmigkeit.  Gewiß  können  bei  der  Beurteilung 
der  Gleichförmigkeit  auch  Ort  und  Zeit  eine  Rolle  spielen; 
doch  glaube  ich,  ist  es  eine  zu  weit  getriebene  Systematisierung, 
wenn  zwischen  „lokaler  und  temporaler  Gleichförmigkeit"  un- 
terschieden werden  will. 

Die  gegenseitige  Gleichförmigkeit  der  Gegenstandspaare 
einer  Masse  begründet  die  Vorstellung  der  Gleichförmig- 
keit der  Masse  selbst.  Marbe  versucht  es,  die  Massen- 
gleichförmigkeit als  etwas  Graduelles  darzutun.  Ungeeignet 
dazu  scheint  mir  der  Weg  über  Teilmassen^  zu  sein;  denn, 
wenn  gesagt  wird,  eine  Masse  sei  als  um  so  gleichförmiger  an- 
zusehen, je  gleichförmiger  ihre  Teilmassen  unter  sich  sind,  so 
setzt  dies  schon  voraus,  daß  man  für  eine  Masse  überhaupt 
einen  Gleichförmigkeitsmaßstab  besitzt.  Man  wird  also  auf 
die  einzelnen  Paare  oder,  wie  das  am  häufigsten  der  Fall  ist, 
auf  die  Herkunft  der  ganzen  Masse  zurückgreifen  müssen,  um 
zu  einer  Vorstellung  des  Gleichförmigkeitsgrades  zu  gelangen. 
So  wird  niemand  anstehen,  Menschenmassen  einen  steigenden 
Grad  von  Gleichförmigkeit  zuzuerkennen,  wenn  ihre  Indivi- 
duen I.  durch  kein  besonderes  gemeinsames  Merkmal  sich 
auszeichnen;  2.  wenn  sie  im  Geschlecht,  3.  im  Geschlecht  und 
Alter,  4.  im  Geschlecht,  Alter  und  Abstammung  übereinstim- 
men. Es  wäre  nicht  schwer,  weitere  Merkmale  namhaft  zu 
machen,  die  die  Gleichförmigkeit  noch  vermehren  würde. 

Die  Betrachtungen,  die  im  Anschlüsse  an  den  Gleichförmig- 
keitsgedanken angestellt  werden,  sind  etwas  gekünstelt;  sie 
beziehen  sich  durchweg  auf  geordnete  Massen,  bei  denen 

^  Die  Aussage  auf  S.  219:  „Jede  Masse,  die  aus  nicht  zu  wenig  Gegen- 
ständen besteht,  können  wir  aus  einer  endlichen  und  unendlichen  Zahl  von 
Teilmassen  bestehend  denken"  läßt  mißverständliche  Auffassung  zu. 
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die  „Ordnung"  im  Gleichförmigkeitsbegriff  eine  viel  größere 
Rolle  spielt  als  sie  ihr  in  Wirklichkeit  zukommt;  irgendeine 
aus  der  Natur  der  Sache  entspringende  Ordnung  kann  bei 
der  Beurteilung  der  Gleichförmigkeit  mitsprechen,  aber  ein 
wesentliches  Moment  derselben  bÜdet  sie  nicht. 

Eine  statistische  Masse  definiert  Marbe  als  eine  Zu- 
sammenfassung „vieler  logisch  koordinierter  Gegenstände,  die 
in  bestimmter  Richtung  miteinander  verglichen  werden  kön- 
nen". Gegen  diese  Erklärung  wäre  einzuwenden,  daß  es  wohl 
bezeichnender  ist,  wenn  von  Gegenständen  gesprochen  wird, 
die  unter  denselben  Art-  oder  Gattungsbegriff  fallen ;  dann  aber 
kann  die  Forderung,  daß  sie  in  „bestimmter  Richtung"  sollen 
verglichen  werden  können,  imterbleiben. 

Ein  statistisches  Problem  entsteht  schon,  wenn  man  die  Glie- 
der einer  Masse  in  bezug  auf  ein  bestimmtes  Merkmal  der 
Vergleichung  unterwirft.  Es  kann  sich  dabei  um  ein  qualita- 
tives oder  ein  quantitatives  Merkmal  handeln;  indessen  be- 
steht das  Bestreben,  auch  qualitative  Merkmale  quantitativ 
zu  erfassen.  Daß  Eheschließungen,  Krankheitsfälle,  Konkurse 
„kaum  anders"  als  in  qualitativer  Weise  miteinander  vergli- 
chen werden  können,  ist  offenkundig  unzutreffend;  ich  wüßte 
da  z.  B.  bei  Ehen  keine  andere  Unterscheidung  als  in  glück- 
liche und  unglückliche;  hingegen  können  doch  Eheschließun- 
gen räch  dem  Alter  der  Brautleute,  Krankb«  itsfälle  nach  ihrer 
Dauer,  Konkurse  nach  der  Höhe  der  Passiven  und  Aktiven 
verglichen  werden,  und  das  sind  durchwegs  quantitative  Merk- 
male. 

Eine  aus  völlig  gleichartigen  Gliedern  bestehende  Masse 
gäbe  nur  zu  einer  Abzahlung,  nicht  aber  zu  einer  statistischen 
Untersuchung  Anlaß.  Letzteres  ist  erst  dann  der  Fall,  wenn 
die  Masse  eine  Gliederung  in  sich  aufweist,  d.  h.  wenn  sich 
üire  Gegenstände  nach  irgendwelchen  Merkmalen,  mindestens 
nach  einem,  in  Klassen  einteilen  lassen.  Unzutreffend  ist  die 
Art  und  Weise,  wie  Marbe  die  Klassenbildung  beschreibt, 
wenn  das  entscheidende  Merkmal  quantitativer  Natur  ist.   Es 
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heißt  da:  „Entweder  können  in  die  koordinierten  Belassen  im- 
mer nur  Gegenstände  fallen,  die  wechselseitig  betrachtet  ein 
und  dasselbe  oder  nur  eine  bestimmte  Anzahl  von  quantitativen 
Merkmalen  zeigen.  Oder  aber  es  können  in  die  koordinierten 
Klassen  Gegenstände  mit  beliebig  vielen,  ja  (falls  es  sich 
um  unendlich  viele  Gegenstände  handelt)  mit  unendlich  vielen 
quantitativen  stetig  veränderlichen  Merkmalen  fallen."  Es 
braucht  nur  von  einem  Merkmal  gesprochen  zu  werden, 
wenn  man  die  beiden  Arten  der  Klassenbildung  kennzeichnen 
will:  entweder  ist  das  Merkmal  durch  diskrete  Zahlen  (Zäh- 
lung) oder  durch  eine  stetige  Variable  (Messung)  darstellbar. 
Die  Anzahl  der  Merkmale  hat  bei  dieser  Unterscheidung  nichts 
zu  tun.  Daß  es  keinen  praktischen  Sinn  hat,  von  unendlich 
vielen  Gegenständen  und  unendlich  vielen  Merkmalen  zu  spre- 
chen, sei  nur  nebenbei  bemerkt. 

Marbe  schließt  seine  logische  Analyse  des  Massen-  und 
des  Gleichförmigkeitsbegriffs  mit  dem  folgenden  Satze  3: 
„Wir  können  daher  wohl  sagen,  daß  die  Möglichkeit  statisti- 
scher Massen  und  aposteriorischer  Wahrscheinlichkeitsbetrach- 
tungen wesentlich  mit  der  Gleichförmigkeit  der  Gegenstände 
der  Massen,  bzw.  der  Objekte  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung a  posteriori  zusammenhängt."  Der  in  dieser  Bemerkung 
liegende  Gedanke  trifft  in  der  Tat  einen  wesentlichen  Punkt 
der  Sache.  Eine  wissenschaftliche  Untersuchung,  die  sich  der 
statistischen  Methode  bedient,  kann  sich  immer  nur  auf  Ge- 
genstände beziehen,  welche  in  einem  gewissen  Belange  glei- 
chen Urspnmgs  sind,  mit  andern  Worten,  deren  Sein  oder  Wer- 
den wir  auf  gleiche  Umstände  (Ursachen)  zurückführen  zu 
können  glauben.  Neben  bleibenden,  daher  durchschlagenden 
Umständen,  welche  wir  bei  den  Gegenständen  (Ereignissen, 
Erscheinungen)  der  Masse  beobachten  oder  annehmen,  gibt 
es  noch  immer  zahlreiche  wechselnde  Nebeniunstände.  Unser 
Streben  geht  dahin,  das  Maß  der  Wirksamkeit  der  ersteren 

^  S.  229. 
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ZU  erforschen.  Einem  gewissen  Instinkt  oder  auch  gelegent- 
licher Erfahrung  folgend  stellen  wir  uns  vor,  daß  sich  die  von 
einem  Fall  zum  andern  wechselnden  Nebenumstände  in  der 
großen  Masse  ausgleichen  und  glauben  daher,  in  den  Ergeb- 
nissen der  Untersuchungen,  also  in  den  Erfahrungswahr- 
scheinlichkeiten, den  Ausdruck  der  Wirksamkeit  der  durch- 
schlagenden Umstände  erblicken  zu  dürfen.  Wir  sind  aber 
niemals  in  der  Lage,  zu  entscheiden,  ob  und  wie  weit  auch 
die  beständig  wechselnden  Nebenumstände  in  den  Resultaten 
zum  Ausdruck  kommen.  Daß  sie  im  allgemeinen  Anteü  daran 
haben,  zeigen  uns  jene  Materien,  bei  denen  uns  die  durch- 
schlagenden Umstände  bekannt  und  zwar  so  sicher  bekannt 
sind,  daß  wir  ihre  Wirkungen  mit  großer  Sicherheit  voraus- 
zubestimmen  in  der  Lage  wären.  Wenn  Ziehungen  aus  einer 
Urne  gemacht  werden,  in  der  das  Zahlenverhältnis  der  Kugeln 
weißer  und  schwarzer  Farbe  ständig  gleich  bleibt;  wenn  wäh- 
rend der  Ziehungen  Vorsorge  getroffen  wird  für  eine  gehörige 
Durchmischung  des  Umeninhaltes,  so  wäre  bei  völliger  Aus- 
gleichung der  Nebenumstände,  die  die  einzelnen  Ziehungen 
begleiten,  zu  erwarten,  daß  die  relative  Häufigkeit  der  weißen 
Kugeln  mit  der  apriorischen  Wahrscheinlichkeit  für  den  Zug 
einer  weißen  Kugel  übereinstimmt.  Trifft  dies  nicht  vollkom- 
men zu  —  und  das  wird  selbst  bei  sehr  großen  Ziehungsreihen 
die  Regel  sein  —  so  ist  in  der  Abweichung  der  Rest  der 
Wirkung  der  nicht  völlig  ausgeglichenen  Nebenumstände  zu 
erblicken. 

89.  Wir  wenden  uns  nun  den  umfangreichen  Untersuchun- 
gen über  das  Verhältnis  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zur 
Wirklichkeit  zu,  die  Marbe  selbst  als  den  bedeutsamsten  Teil 
seiner  Schriften  betrachtet.  Sie  sind  wertvoll  durch  die  Wahl 
des  Materials,  aber  auch  durch  dessen  beträchtlichen  Um- 
fang. Unser  Interesse  wird  sich  vornehmlich  den  daraus  ab- 
geleiteten Schlußfolgerungen  zuzuwenden  haben. 

In  dem  jüngsten  Buche  bilden  Auszüge  aus  Geburtsmatrikeln 
das  hauptsächliche  Material,  und  wir  beginnen  mit  der  Unter- 
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suchung,  die  Marbe  an  49152  Würzburger  Geburtsfällen 
durchgeführt  hat.  Diese  Geburtsfälle  wurden  in  der  Reihen- 
folge ihrer  Eintragung  in  die  Geburtenregister  des  dortigen 
Standesamtes,  beginnend  mit  seiner  1876  erfolgten  Errich- 
tung, herausgehoben,  die  männlichen  mit  /n,  die  weiblichen  mit 
/  bezeichnet  und  in  einem  eigenen  Protokoll  in  4096  Gruppen 
zu  je  12  Geburten  zusammengestellt.  Gegenstand  der  Unter- 
suchung waren  die  in  diesen  Gruppen  auftretenden  Ge- 
schlechtswechsel, worunter  die  Übergänge  von  einem  Ge- 
schlecht zum  andern  innerhalb  einer  Gruppe  verstanden  sein 
sollen.  10 

Die  Gruppen  stellen  sich  als  Variationen  mit  Wiederholung 
der  zwei  Elemente  m  und  /  in  der  12.  Klasse  dar;  die  Anzahl 
solcher  Variationen  beträgt  2^2=;  4096.  Die  Zahl  der  Ge- 
schlechtswechsel in  einer  Gruppe  kann  von  o  bis  1 1  gehen, 
und  die  Zahl  der  Variationen,  in  welchen  k  Geschlechtswech- 
sel vorkommen,  beträgt 


Q 


entsprechend  den  Kombinationen  der  1 1  Schnitte  ^^  zur  k  -  ten 
Klasse  und  dem  Umstände,  daß  es  zu  jeder  Variation  eine  ad- 
jungierte  gibt,  in  der  die  Zeichen  m  und  /  miteinander  ver- 
tauscht sind.  Nimmt  man  der  Reihe  nach  k  =  Oy  i,...  11,  so 
ergibt  sich  die  folgende  Verteilung  der  4096  Variationen  nach 
der  Anzahl  der  in  ihnen  auftretenden  Wechsel: 


Variationen 

Anzahl  der  Wechsel 

Variationen 

Anzahl  der  Wechsel 

2 

0 

924 

6 

22 

I 

660 

7 

110 

2 

330 

8 

330 

3 

HO 

9 

660 

4 

22 

10 

924 

5 

2 

II 

^°  L.  V.  Bortkiewicz,    Die   Iterationen  usw.,    spricht    von   einer   Ab- 
lösung, wenn  zwei  ungleichartige  Elemente  einer  Masse  aufeinanderfolgen. 
*^  So  soll  die  Grenze  zwischen  zwei  benachbarten  Elementen  heißen. 
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Daraus  ergibt  sich  die  durchschnittliche  Wechselzahl  in  einer 
Variation  mit  5,5,  wegen  der  Symmetrie  der  linken  Zahlen- 
kolonne gleich  dem  arithmetischen  Mittel  zwischen  symme- 
trisch angeordneten  Zahlen  der  rechten  Kolonne.  Diese  Zahl 
wäre  mit  der  durchschnittlichen  Wechselzahl  in  4096  Gruppen 
des  Protokolls  nur  dann  vergleichbar,  wenn  m  und  /  gleich- 
berechtigte Elemente  wären;  das  sind  sie  jedoch  nicht;  denn 
von  den  49  1 5  2  registrierten  Geburten  waren 

25120  männlich, 

24032  weiblich. 

Diese  Daten  können  zur  Grundlage  einer  Wahrscheinlich- 
keitsberechnung gemacht  werden,  indem  man  männliche  und 
weibliche  Geburten  als  zufällige  Ereignisse  auffaßt  mit  den 
Wahrscheinlichkeiten 

*    j/^^5120  ^^  24032 

49152'  49152* 

Nach  ihrer  Zusammensetzung  aus  m  und  /  zerfallen  die 
4096  Variationen  in  13  verschiedene  Klassen,  je  nachdem  die 
Anzahl  der  m  den  Wert  o  oder  i  oder  .  .  .  oder  12  hat.  Die 
Umfange   dieser  Klassen  sind  durch   die   Werte  von 


c;) 


mit  1^  =  o,  I,  . . .  12  gegeben,  und  jede  Variation,  die  in  die  durch 
;t  gekennzeichnete  Klasse  gehört,  besitzt  die  Wahrscheinlichkeit 

Die  in  einer  Klasse  vereinigten  Variationen  besitzen  ver- 
schiedene Wechselanzahlen;  sie  verteilen  sich,  wie  die  un- 
mittelbare Auszählung  der  möglichen  Anordnungen  zeigt,  nach 
der  Wechselzahl  wie  folgt  12 : 


^*  Daß  sich  in  der  l.  bis  zur  11.  Klasse  durchwegs  nur  zwei  Variatio- 
nen mit  einem  Wechsel  finden,  geht  daraus  hervor,  daß  in  diesem  Falle 
die  m  und  die  y  nur  durch  einen  Schnitt  von  einander  getrennt  sein  dür- 
fen, und  daß  zu  jeder  Variation  eine  adjungierte  gehört. 

Sollen  bei  einem  m  zwei  Wechsel  auftreten,  so  muß  dieses  m  einen 
der   inneren  lO  Plätze   einnehmen.     Sollen   bei  zwei  m  zwei  Wechsel   er- 
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Wa,l 

irsch 

leinlic 

hkeits 

theor 

ie  und  Naturphilosophie 

Klasse 

Umfang 

Davon  1 

haben 

.  . .  " 

Variationen 

.  die 

Wechselzahl 

it^) 

(■;) 

0 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10    II 

0 

I 

I 
12 

0 

2 

10 

2 

66 

0 

2 

10 

18 

36 

3 

220 

0 

2 

10 

32 

64 

56 

56 

4 

495 

0 

2 

10 

42 

84 

12b 

126 

70 

35 

5 

792 

0 

2 

10 

48 

96 

180 

180 

160 

80 

30 

6 

6 

•    924 

0 

2 

10 

50 

100 

200 
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Hieraus  ergibt  sich  die  Verteilung  der  sämtlichen  Ge- 
schlechtswechsel in  den  4096  Variationen  auf  die  13  Klassen 
wie  folgt,  wobei  auch  die  zugehörige  Wahrscheinlichkeit  mit 
angegeben  ist: 

Multipliziert  man  die  Zahlen  der  vorletzten  Kolonne  mit 
den  daneben  stehenden  Wahrscheinlichkeiten  und  bildet  die 
Summe  dieser  Produkte,  so  ergibt  sich  die  mittlere  Wech- 
selzahl ^^  einer  Variation  mit   5,497. 


scheinen,  so  müssen  die  zwei  m  entweder  beisammen  auf  einem  der  9  Paare 
benachbarter  innerer  Plätze  stehen  oder  getrennt  je  einen  der  Endplätze 
einnehmen  usw. 

Damit  bei  zwei  m  vier  Wechsel  entstehen,  darf  das  eine  m  alle  Plätze 
vom  2.  bis  zum  9.  einnehmen;  dem  zweiten  m  stehen  dann  der  Reihe 
nach  8,  7,  6,  .  . .  i  Plätze  offen:  das  gibt  die  ausgewiesenen  36  Fälle  usw. 

*'  Die  von  Marbe  gebrauchte  Bezeichnung  „wahrscheinlichste  mittlere 
Wechselanzahl"  kann  nicht  gutgeheißen  werden:  sie  enthält  einen  Pleonas- 
mus und  eine  Unrichtigkeit.  Es  genügt,  von  einer  „mittleren  Wechsel- 
zahl** oder  von  einer  „wahrscheinlichen**  zu  sprechen,  beide  Bezeichnungen 
gelten  als  äquivalent.  Die  Ungenauigkeit  liegt  im  Gebrauch  des  Super- 
lativs. Die  kolonnenweise  Zusamenfassung  der  Zahlen  in  obiger  Tabelle 
zeigt  vielmehr,  daß  die  Wiederholungszahlen  5  und  6  die  „wahrschein- 
lichsten** sind;  beide  haben  die  Wahrscheinlichkeit  56  {M^F^ -\- M^ F^) 
-f  126  (iWVF»  4-  M^F^)  4-  180  {M^F''  +  M'^F'')  +  200  M^F\ 
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In  dieser  umständlichen,  wenn  auch  richtigen  Weise  hat 
Marbe  diese  Zahl  ermittelt.  Einfacher  ist  sie  in  folgender 
Weise  zu  erhalten.  Daß  an  einem  Schnitt  ein  Wechsel  eintritt, 
hat  die  Wahrscheinlichkeit 

P=  2MF\ 

daß  also  in  einer  zwölf gliedrigen  Variation   k  Wechsel  vor- 
kommen, hat  die  Wahrscheinlichkeit 


GO^c 


mithin  ist  die  mittlere  Anzahl  der  Wechsel  in  einer  Variation 
II 
V(y)  kP^ii  -  PY^-^=^  I  I  /»==  22 MF, 

o 

wofür  sich  nach  Einsetzung  der  oben  angegebenen  Werte  für 
AI  und  F  wieder   5,497  ergibt. 

An  dieser  Zahl  kann  beurteilt  werden,  wie  weit  die  Grup- 
pen des  Würzburger  Protokolls  den  Charakter  zufälliger  Ent- 
stehung an  sich  tragen;  durch  Auszählung  der  Wechsel  in 
diesen  Gruppen  und  Division  ihrer  Gesamtzahl  durch  4096 
ergab  sich  als  durchschnittliche  Wechselzahl  einer 
Gruppe  5,518,  ein  Betrag,  der  sich  von  dem  theoretischen 
Mittelwert  nur  um  0,021,  d.  i.  um  0,320/0  seines  Betrages  unter- 
scheidet. 

Marbe  ist  in  der  Prüfung  noch  einen  Schritt  weiter  ge- 
gangen und  stellte  fest,  wie  die  4096  Variationen  in  seinen 
4096  Würzburger  Gruppen  vertreten  sind.  Um  dies  durchzu- 
führen, hat  er  die  Variationen  lexikographisch  geordnet  in  der 
Weise,  daß  er  die  erste  Kolonne  aus  lauter  /;  die  zweite  Ko- 
lonne aus  2  geschlossenen  Gruppen  von  je  2^^  Gliedern,  die 
erste  aus  /,  die  zweite  aus  m  bestehend ;  die  dritte  Kolonne  aus 
4  geschlossenen  Gruppen  aus  je  210  Gliedern,  die  Gruppen  ab- 
wechselnd aus  /und  m  bestehend,  zusammensetzte;  nach  die- 
sem Gesetz  ging  es  fort,  so  daß  in  der  letzten  Kolonne  schließ- 
lich /  und  m  regelmäßig  abwechselten.    Schreibt  man  dann 
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irgendeine  Zahl  des  so  angelegten  Lexikons  als  dyadische 
Zahl^^  die  /  als  o,  die  m  als  i  nehmend,  so  gibt  diese  Zahl 
um  I  vermehrt  die  Ordnungszahl  der  betreffenden  Variation. 
In  diesem  Lexikon  wurde  nun  vermerkt,  welche  Variationen 
und  wie  oft»  sie  in  dem  Würzburger  Protokoll  auftraten;  es 
zeigte  sich,  daß 

15 12  Variationen  in  den  Gruppen  fehlten, 
1474  ,.  M     ,.  »,         imal, 


786 
258 

54 
12 


2  mal, 

3  mal, 

4  mal, 

5  mal 


vorkommen;  das  gibt  zusammen  wieder  die   4096  Gruppen. 
Die  Auszählung  der  Wechsel  in  diesen  sechs  Kategorien  er- 
gab für  diese  ebenfalls  mittlere  Wechselzahlen,  und  zwar  der 
Reihe  nach 


5»44i 
5,568 
5,489 


5.53« 
5,352 
5,500 


die  mit  der  allgemeinen  mittleren  Wechselanzahl  (5,497)  ver- 
glichen gute  Übereinstimmung  zeigen;  drei  davon  liegen  un- 
ter, drei  über  ihr.  Die  durchschnittliche  Abweichung  von  ihr, 
gerechnet  unter  Berücksichtigung  der  in  der  ersten  Kolonne 
der  zweitvorhergehenden  Aufstellung  vermerkten  Gewichte,  be- 
trägt bloß  0,052. 

Das  Gesamtergebnis  kann  dahin  ausgesprochen  werden,  daß 

**  Die  ersten  16  dieser  Zahlen  seien  hier  ant^cschriebeu,  weil  daraus  die 
oben  beschriebene  Einrichtung  des  Lexikons  deutlich  zu  entnehmen  ist; 
daneben  ist  in  einer  Klammer  die  dekadische  Übersetzung^  angegeben: 
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das  vorliegende  Material  in  sehr  großer  Annäherung  ein  Ver- 
halten aufweist,  als  wenn  es  durch  Zufall  unter  Zugrunde- 
legung der  Wahrscheinlichkeiten  M,  F  zustande  gebracht  wor- 
den wäre.  Das  ist  zugleich  die  Kennzeichnung  der 
geschlechtsbestimmenden  Umstände,  die  das  sta- 
tistische Verfahren  liefert.  Ob  diese  Umstände  von 
Zeit  und  Ort  abhängen,  könnte  nur  durch  eine  analoge  Be- 
handlung ähnlicher  Materialien  erfahren  werden,  die  aus  ver- 
schiedenen Epochen  und  demselben  Geburtsorte  oder  aus  einer 
und  derselben  Epoche  und  verschiedenen  Geburtsorten 
stammen. 

Marbe  bringt  das  Resultat  in  einer  andern  Form  zum  Aus- 
druck. Da  nämlich  die  Zahl  der  Wechsel  um  i  vermehrt  die 
Zahl  der  „reinen  Gruppen"  gibt,  aus  welchen  die  betreffende 
zwölfgliedrige  Gruppe  besteht,  und  da  ferner  12  durch  diese 
letzte  Zahl  dividiert  die  durchschnittliche  Größe  einer  reinen 
Gruppe  bestimmt,  so  kann  man  das  Maß  der  Übereinstimmung 
zwischen  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Wirklichkeit  auch 
an  den  folgenden  Zahlen  beurteilen: 

Nach  der  Nach  der 
Theorie     Erfahrung 
Mittlere  Anzahl  d.  „reinen  Gruppen"  1  in  einer  1 2  gliedri-     6,497  6,5 1 8 

mittlere  Größe  d.  „reinen  Gruppen"  j        gen  Gruppe  1,847  1,841. 

90.  Im  15.  Kapitel  seines  Buches  nimmt  Marbe  die  Ge- 
danken, die  er  in  seiner  ersten  Schrift  von  1899  vertreten, 
von  neuem  auf,  um  sie  eingehender  zu  begründen  und  um  von 
ihrer  Richtigkeit  zu  überzeugen.  Worum  es  sich  ihm  haupt- 
sächlich handelt,  ist  dies,  einen  Widerspruch  nachzuweisen 
zwischen  der  mathematisch-logischen  Auffassung  der  Wahr- 
scheinlichkeit und  der  naturphilosophischen.  Die  erstere 
schreibt,  um  gleich  einen  wesentlichen  Gedanken  hervorzu- 
heben, der  beliebig  oftmaligen  Wiederkehr  einer  und  derselben 
Münzseite  eine  wenn  auch  um  so  kleinere  und  schließlich  eine 
außerordentlich  kleine  Wahrscheinlichkeit  zu,  je  mehr  die  Zahl 
der  Wiederholungen  anwächst,  bis  sie  in  das  t^ebiet  der  „sehr 
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großen  Zahlen"  (als  welche  je  nach  Umständen  Tausende, 
Zehntausende,  ja  Millionen  und  noch  höhere  Zahlgebilde  zu 
gelten  haben)  gelangt,  und  hält,  sie  für  möglich,  während 
die  naturphilosophische,  also  gewissermaßen  natürliche,  un- 
befangene Auffassung  sich  gegen  den  Gedanken  der  Möglich- 
keit eines  solchen  Ereignisses  sträubt  und  rundweg  von  Un- 
möglichkeit spricht.  Freilich,  die  Grenze,  wo  dieser  Zwie- 
spalt beginnt,  wird  niemand  mit  Bestimmtheit  angeben  wollen ; 
der  eine  wird  sagen,  eine  reine  Gruppe  von  100  Wappenwür- 
fen erscheine  ihm  unmöglich,  ein  anderer  will  dieses  Ereignis 
noch  nicht  ausschließen,  doch  bei  1000  Würfen  an  die  Mög- 
lichkeit der  ständigen  Wiederkehr  von  Wappen  nicht  mehr 
glauben. 

Die  Kluft,  die  zwischen  der  erkenntnistheoretischen  Auf- 
fassung der  Induktion  und  ihrer  praktischen  Anwendung  be- 
steht und  auf  die  auch  hier  (Nr.  76)  hingewiesen  wurde,  spielt 
in  Marbes  Ausführungen  eine  hervorragende  Rolle.  Wenn 
durch  Beobachtung  einer  großen  Zahl  von  Geburten  an  einem 
Ort  das  Verhältnis  der  männlichen  zu  den  weiblichen  festge- 
stellt und  bei  mehrmaliger  Wiederholung  derartiger  Erhebun- 
gen inrnier  wieder  in  beiläufig  der  gleichen  Höhe  gefunden 
wurde,  so  halte  es  der  natürliche  Verstand  nicht  bloß  für 
höchst  unwahrscheinlich,  sondern  für  unmöglich  in  aller 
Strenge,  es  könnte  eine  neue  Erhebung  ähnlichen  Umfangs 
ein  wesentlich  anderes  Resultat  oder  gar  nur  Knabengeburten 
ergeben;  die  mathematische  Behandlung  aber  schreibe  jedem 
von  den  bisher  beobachteten  Ergebnissen  noch  so  sehr  ab- 
weichenden und  selbst  dem  extremsten  Ausfall  immer  noch  eine 
ziffernmäßig  ausgedrückte  Wahrscheinlichkeit  zu  und  die  lo- 
gische Interpretation  erkläre  all  dies  für  möglich.  Es  ist  die 
Vorstellung  von  den  unmittelbaren  konstanten  und  von  den 
unmittelbaren  variablen  Bedingungen,  die  zur  Beleuchtung  die- 
ses „Widerspruches"  herangezogen  wird.  Die  unbefangene 
Auffassung  halte  es  für  ausgeschlossen,  es  könnten  sich  die 
variablen  Bedingungen  in  einer  längeren  Reihe  von  Verwirk- 
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lichungen  dauernd  so  gestalten,  daß  sie  immer  wieder  das- 
selbe Ereignis,  z.  B.  immer  wieder  Wappen  oder  immer  wie- 
der eine  Knabengeburt  herbeiführen;  es  widerspräche  das  ja 
der  Vorstellung  von  ihrer  Variabilität.  Sollte  sich  einmal  wirk- 
lich ein  ungewöhnliches  Resultat,  etwa  durch  viele  Wurfreihen 
hindurch  ein  erhebliches  und  beständiges  Überwiegen  dereinen 
Münzseite  über  die  andere,  oder  während  eines  längeren  Zeit- 
raumes ein  Übergewicht  der  weiblichen  Geburten  über  die 
männlichen,  entgegen  der  bisherigen  Erfahrung,  herausstel- 
len, so  würde  man  gewiß  nicht  der  Meinung  zuneigen,  dies 
rühre  von  einer  besonderen  Gestaltimg  der  variablen  Be- 
dingungen her,  sondern  würde  daraus  die  Überzeugung  schöp- 
fen, daß  sich  die  konstanten  Bedingungen  inzwischen  geän 
dert  haben  müssen  oder  daß  sie  nicht  so  beschaffen  waren, 
wie  es  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  vorausgesetzt  hat;  so 
würde  man  beim  Münzspiel  mit  Sicherheit  auf  eine  Ungleich - 
förmigkeit  der  Münze,  bei  dem  Geburtenbeispiel  auf  eine, 
wenn  auch  dem  Wesen  nach  unbekannte,  so  doch  sicher  er- 
folgte Veränderung  in  den  physischen  Verhältnissen  der  Ge- 
bärenden schließen,  so  weit  diese  Verhältnisse  für  die  Ge- 
schlechtsbestimmung maßgebend  sind.  Immer  wieder  muß  die- 
sen Schlußfolgerungen  gegenüber  darauf  hingewiesen  werden, 
daß  niemand  es  wird  unternehmen  wollen,  eine  scharfe 
Grenze  für  den  Beginn  des  Ungewöhnlichen  festzusetzen.  Soll 
beispielsweise,  wenn  in  einer  größeren  Stadt  eine  Woche  hin- 
durch die  Mädchengeburten  überwogen,  der  weitgehende  Schluß 
gezogen  werden,  daß  die  physiologische  Veranlagung  der 
Frauen  eine  vorübergehende  Wandlung  durchgemacht  habe, 
oder  soll  das  erst  dann  mit  Sicherheit  behauptet  werden  dür- 
fen, wenn  die  gleiche  Erscheinung  einen  Monat  oder  gar  ein 
ganzes   Jahr  fortdauerte? 

Wenn  des  weiteren  immer  von  konstanten  Bedingun- 
gen die  Rede  ist,  so  bedarf  auch  das  einer  einschränkenden 
Erläuterung.  Es  wäre  jedenfalls  richtiger,  wenn  statt  von  kon- 
stanten  Bedingungen    von    ständig    vorhandenen   Um 


r 
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ständen  gesprochen  würde  im  Gegensatze  zu  Umständen, 
die  von  einem  Fall  zum  andern  wechseln  können.  Bei  dem 
Worte  „konstant"  denkt  man  an  ein  unverändert  bleibendes 
Quantitatives,  das  in  der  realen  Wirklichkeit  eben  so  wenig 
vorkommen  kann  wie  es  in  ihr  vollkommene  Gleichheit  gibt. 
Man  könnte  dem  entgegenhalten,  bei  gewissen  Ereignisarten 
gebe  es  ein  wirklich  Konstantes,  so  die  Zweizahl  der  Münz- 
seiten,  die  Sechszahl  der  Würfelseiten,  die  Anzahl  der  Karten, 
der  Kugeln  in  einer  Urne  u.  ä.;  aber  diese  Zahlen  bilden 
nicht  das  Ganze  der  Umstände,  die  man  in  der  Münze,  im 
Würfel,  in  den  Karten,  im  Urneninhalt  zu  erblicken  hat.  Bei 
den  Geburten  liegen  die  ständig  vorhandenen  Umstände  in  dem 
physiologischen  Aufbau  der  Gebärenden,  aber  von  einer  voll- 
ständigen Gleichheit  dieser  Umstände  nach  Zeit  und  Indi- 
viduen, also  von  konstanten  Bedingungen  kann  gewiß  nicht 
die  Rede  sein.  Es  ist  also  zum  mindesten  nicht  genau,  wenn 
man  hinter  jeder  Art  von  Ereignissen,  die  man  als  zufällige 
glaubt  behandeln  zu  können,  das  Vorhandensein  konstanter 
Umstände  behauptet. 

Ich  erblicke  in  all  dem,  woraus  Marbe  einen  Widerspruch 
zwischen  mathematisch -logischer  und  naturphilosophischer 
Auffassung  nachweisen  will,  nichts  anderes  als  den  tiefgehen- 
den Unterschied  zwischen  dem  reinen  Denken  und 
der  realen  Wirklichkeit,  der  sich  überall  dort  geltend 
macht,  wo  die  Ergebnisse  des  ersteren  auf  die  letztere  zur 
Anwendimg  gebracht  werden.  Was  dabei  zutage  tritt,  braucht 
nicht  den  Namen  Widerspruch  zu  verdienen,  es  kann  eine  in 
der  Natur  der  Sache  begründete  und  von  ihr  nicht  zu  trennende 
Unvollkommenheit  der  Übereinstimmung  sein. 

Dem  reinen  Denken  sind  sozusagen  keine  Grenzen  gesetzt. 
J3er  Erfassung  der  realen  Wirklichkeit  aber  sind  Schranken 
gezogen,  die  zwar  durch  das  Fortschreiten  der  Wissenschaft 
und  Kunst  (im  technischen  Sinne)  hinausgerückt,  niemals  aber 
ganz  beseitigt  werden  können.  Das  reine  Denken  führt  über 
diese   Schranken  hinaus,   und   daraus   müssen   notwendig   In- 
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kongruenzen  zwischen  seinen  Ergebnissen  und  den  Wahrneh- 
mungen an  der  Wirklichkeit  entstehen. 

Einige  Beispiele  mögen  das  Gesagte  belegen.  Die  Mathe- 
matik hat  den  Zahlbegriff  in  einer  Weise  ausgebildet,  daß 
manche  Ausgestaltungen  desselben  kein  Korrelat  mehr  finden 
können  in  der  Wirklichkeit.  Der  Begriff  der  Irrationalzahl 
z.  B.  ist  auf  die  reale  Wirklichkeit  nicht  anwendbar,  weü. 
er  über  die  Schwelle  der  Gesichtswahrnehmung  hinausführt; 
trotzdem  wird  man  deshalb  nicht  von  einem  Widerspruch  zwi- 
schen der  reinen  Mathematik  und  der  Wirklichkeit  sprechen 
wollen.  Wenn  man  in  ebenen  Dreiecken,  die  irgendwie  ver- 
wirklicht sind,  die  Winkel  mißt,  so  stimmen  ihre  Summen  nicht 
überein,  während  die  reine  Geometrie  an  dem  begrifflichen 
Dreieck  eine  bestimmte  Winkelsumme  nachweist.  Zwei  be- 
griffliche Geraden  scheiden  sich  in  einem  Punkte;  bei  zwei 
irgendwie  versinnlichten  Geraden  kann  aber  von  einem  Schnitt- 
p unkte  überhaupt  nicht  gesprochen  werden.  Wenn  man  die 
Fläche  eines  materiellen  Rechtecks  einmal  direkt,  etwa  durch 
Wägung,  ein  zweitesmal  indirekt  durch  Multiplikation  der  Sei- 
tenlänge ermittelt,  so  werden  die  beiden  Ergebnisse  nicht  über- 
einstimmen; aber  einen  Widerspruch  des  Satzes  von  dem  Zu- 
sammenhange zwischen  Fläche  und  Seiten  eines  Rechtecks  wird 
man  daraus  nicht  folgern.  Der  Funktionsbegriff  ist  im  Laufe 
der  Zeit  derart  ausgebildet  worden,  daß  man  gelernt  hat, 
Funktionen  analytisch  darzustellen,  die  der  anschaulichen  Vor- 
stellung nicht  zugänglich  imd  daher  auf  funktionale  Erfassung 
der  Wirklichkeit  nicht  anwendbar  sind.  In  all  dem  Ausge- 
führten hat  man  nichts  anderes  zu  erblicken  als  die  unver- 
meidlichen Unterschiede  zwischen  den  Ergebnissen  des  rei- 
nen Denkens,  das  mit  abstrakten  Begriffen  operiert,  und  den 
Ergebnissen  der  ganz  anders  gearteten  Operationen  an  der 
Wirklichkeit. 

Nicht  anders  steht  es  um  die  Anwendung  der  reinen  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung auf  die  reale  Wirklichkeit.  Auch  hier 
sind  Inkongruenzen  unvermeidlich;  es  wäre  nicht  gerechtfer- 
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tigt,  daraus  auf  die  Unrichtigkeit  oder  auf  den  geringen  Wert 
der  Sätze  der  reinen  Wahrscheinlichkeitslehre  zu  schließen. 

Von  einem  Ereignis,  dem  nach  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung eine  sehr  kleine  Wahrscheinlichkeit  zukommt  und 
das  sich,  so  weit  die  Erfahrung  reicht,  noch  niemals  zuge- 
tragen hat,  behaupten  wollen,  es  könne  sich  nicht  zutragen, 
stünde  mit  der  Leugnung  der  Existenz  (oder  richtiger  des 
Bestandes)  der  irrationalen  Zahlen  aus  dem  Grunde,  daß  man 
sie  in  der  realen  Wirklichkeit  nirgends  vorfindet,  auf  gleicher 
Stufe. 

Entscheidend  für  den  Wert  der  Sätze  der  reinen  Wahrschein- 
Uchkeitslehre  und  für  ihre  Anwendbarkeit  auf  die  reale  Wirk- 
lichkeit ist  die  Frage:  Liegt  die  Übereinstimmung  der  beider- 
seitigen Ergebnisse  innerhalb  so  enger  Grenzen,  daß  von  einem 
Parallelgehen  beider  gesprochen  werden  kann?  Auf  diese 
Frage  muß  aber  nach  den  Erfahrungen,  die  man  an  Materien, 
welche  eine  begründete  Aufstellung  apriorischer  Wahrschein- 
lichkeiten zulassen,  mit  einem  entschiedenen  Ja  geantwortet 
werden.  Darin  liegt  der  empirische  Rechtsgnmd  für  das  Ge- 
setz der  großen  Zahlen. 

In  einer  Kennzeichnung  des  Gegensatzes  zwischen  natur- 
philosophischer und  mathematischer  Betrachtung  heißt  es  bei 
Marbel^:  „Die  naturphilosophische  Betrachtung  lehrt,  daß 
alle  statistischen  Massen,  in  denen  sich  in  gewissen  Fraktionen 
ein  Ausgleich  der  variablen  Bedingungen  zeigt,  auch  in  andern 
Fraktionen  annähernd  denselben  Ausgleich  aufweisen,  falls  die 
konstanten  Bedingungen  konstant  bleiben.  Die  mathematische 
Betrachtung  betrachtet  den  Ausgleich  als  sehr  wahrscheinlich, 
nimmt  aber  an,  daß  wir  niemals,  auch  wenn  die  konstanten 
Bedingungen  gleich  bleiben,  auf  diesen  Ausgleich  mit  derjeni- 
gen Sicherheit  rechnen  können,  mit  der  wir  ihn  im  Sinne  des 
unvollständigen  statistischen  Verfahren  (vgl.  Nr.  74,  Schluß) 
erwarten."  An  dieser  Ausführung  gibt  manches  zu  Fragen  An- 
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laß.  Woran  ist  der  Ausgleich  der  variablen  Bedingungen  un- 
zweideutig zu  erkennen  ?  Hängt  der  Ausgleich  auch  irgendwie 
mit  den  konstanten  Bedingungen  zusammen,  wie  man  aus  der 
Wendung  „falls  diese  konstant  bleiben"  annehmen  sollte?  Die 
mathematische  Betrachtung  hat  mit  dem  Ausgleich  nichts  zu 
schaffen;  ich  bin  der  Meinung,  daß  er  der  mathematischen  Be- 
handlung unzugänglich  ist. 

Mit  Rücksicht  auf  die  große  Rolle,  die  die  Vorstellung  von 
dem  Ausgleich  der  variablen  Bedingungen  in  Marbes  ganzer 
Auffassung  spielt,  hat  er  die  naturphilosophische  Betrachtung 
auch  die  Lehre  vom  st'atistischen  Ausgleich  genannt. 

91.  Bei  der  weiteren  Verfolgung  des  vermeintlichen  Wider- 
spruchs zwischen  mathematischer  und  naturphilosophischer  Be- 
trachtung kommt  Marbe  naturgemäß  auf  die  wichtige  Frage 
der  Abhängigkeit  und  Unabhängigkeit  der  Ereignisse  zu  spre- 
chen, weil  davon  die  Anwendungsweise  oder  sogardie  Anwend- 
barkeit mancher  Sätze  über  die  Zusammensetzung  von  Wahr- 
scheinlichkeiten abhängt.  Er  erklärt  sich  durch  die  mathemati- 
sche Fassung  des  Begriffs  der  Unabhängigkeit  nicht  befriedigt, 
die  besagt:  „Zwei  Ereignisse  £*und  E'  heißen  voneinander  un- 
abhängig, wenn  das  Eintreten  von  E  das  Eintreten  von  E' 
nicht  beeinflußt  und  umgekehrt"  und  sucht  nach  einer  mehr 
sachlichen  Bestimmung  dieses  Begriffes,  die  bei  den  Anwen- 
dungen bessere  Dienste  zu  leisten  vermöchte  als  jene  formale. 
Das  ist  schon  darum  zu  billigen,  weil  man,  von  Glücksspielen 
abgesehen,  erst  nach  Beurteilung  der  ganzen  Sachlage  imstande 
sein  kann,  sich  über  das  Vorhandensein  von  Unabhängigkeit 
oder  Abhängigkeit  im  wahrscheinlichkeitstheoretischen  Sinne 
auszusprechen.  Bevor  wir  auf  die  förmliche  Theorie  eingehen, 
die  Marbe  hierzu  aufgestellt  hat,  wollen  wir  erst  unsere  eige- 
nen Gedanken  über  diese  Angelegenheit  vorbringen,  um  an 
Hand  derselben  dann  zu  dieser  Theorie  der  Abhängigkeit  und 
Unabhängigkeit   Stellung  nehmen  zu  können. 

Zwei  Ereignisse  sollen  unabhängig  voneinander  heißen,  wenn 
weder  eine  innere  gegenseitige  Beeinflussung  der  Umstände 
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erkennbar  ist,  unter  welchen  sie  zustande  kommen  können, 
noch  auch  eine  Beeinflussung  dieser  Umstände  von  außen  nach- 
weisbar ist. 

Die  Ergebnisse  zweier  aufeinanderfolgenden  Ziehungen  je 
eines  Blattes  aus  einem  Kartenspiel,  wobei  das  erstgezogene 
Blatt  nicht  wieder  dem  Spiel  einverleibt  wird,  sind  vonein- 
ander abhängig  wegen  der  inneren  Beeinflussung  der  Um- 
stände; denn  der  erste  Zug  vermindert  nicht  nur  die  Gesamt- 
zahl der  Blätter,  sondern  auch  die  Zahl  der  Blätter  einer  be- 
stimmten Sorte,  und  das  ist  für  das  Ergebnis  des  zweiten  Zuges 
nicht  ohne  Belang.  —  Die  Ergebnisse  zweier  Würfe  mit  Mün- 
zen, ausgeführt  von  zwei  Personen,  die  sich  verabreden  konn- 
ten, können  nicht  mit  Sicherheit  als  voneinander  unabhängig 
gelten;  denn  es  ist  möglich,  daß  die  Personen  vereinbart  ha- 
ben, sich  zu  bemühen,  jede  ihrerseits  ein  vorausbestimmtes 
Resultat  herbeizuführen.  Darin  aber  liegt  eine  Beeinflussung 
der  Umstände  von  außen. 

Es  kann  Fälle  geben,  wo  eine  innere  Beeinflussung  nicht 
erkennbar,  eine  äußere  nicht  nachweisbar,  trotzdem  aber 
die  eine  oder  die  andere  oder  auch  beide  vorhanden  sind. 
Hinter  der  nach  dem  Prinzip  vom  mangelnden  Grunde  an- 
genommenen Unabhängigkeit  verbirgt  sich  dann  eine  faktische 
Abhängigkeit.  Für  die  Behauptung  faktischer  Unabhängigkeit 
können  wohl  zwingende  Gründe  gefordert  werden,  wie  man  sie 
für  die  Behauptung  der  Gleichmöglichkeit  von  Einzelfällen 
verlangen  kann;  doch  auch  hier  ist  die  Frage  berechtigt,  ob 
man  in  einem  betrachteten  Fall  solche  zwingende  Gründe  an- 
zugeben imstande  ist. 

Wenn  zwei  Personen  in  zwei  getrennten  Räumen  Münzwürfe 
usführen  unter  Kautelen,  die  selbst  eine  etwa  erfolgte  Ver- 
abredung nutzlos  machen  würden,  so  wird  auch  der  Vorsich- 
tigste und  Mißtrauischste  keinen  Anhaltspunkt  für  eine  Ab- 
hängigkeit der  Ergebnisse  anzugeben  vermögen  und  ihre  Un- 
abhängigkeit einräumen  müssen.  Wie  man  sieht,  liegt  hier 
für  die  Betätigung  ernster  Kritik,  aber  auch  für  die  Geltend- 
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machung  mystischer  Vorstellungen  ein  weites  Feld  vor.  Wer 
bis  an  die  äußerste  Grenze  gehen  wül,  mag  immerhin  sagen, 
die  Unabhängigkeit,  wie  sie  im  wahrscheinlichkeitstheoreti- 
schen Sinne  gemeint  ist,  sei  vom  naturphilosophischen  Stand- 
punkte aus  betrachtet  eine  bloße  Fiktion. 

Marbe  will  vier  Arten  der  Abhängigkeit  und  Unabhängig- 
keit unterschieden  wissen,  die  er  mit  dem  Namen  „Abhängig- 
keit und  Unabhängigkeit  im  ersten,  zweiten,  dritten  und  vier- 
ten Sinne"  belegt. 

I.  Ein  Ereignis  £"'  kann  als  von  dem  Ereignis  E  abhängig 
bezeichnet  werden,  wenn  E  zu  den  mittelbaren  oder  unmittel- 
baren Bedingimgen  von  E'  gehört.  Das  Fehlen  eines  solchen 
—  kausalen  —  Zusammenhanges  würde  Unabhängigkeit  im 
ersten  Sinne  bedeuten.  Im  Falle  des  Eintrittes  von  E'  par- 
tizipiert dann  E  an  der  Notwendigkeit,  mit  der  dieser  Eintritt 
erfolgt  ist. 

II.  Ein  Ereignis  E'  gilt  als  von  einem  Ereignis  E  abhängig, 
wenn  zwar  E  außerhalb  der  Bedingungen  von  E'  liegt,  wenn 
aber  die  Bedingungen  von  E  und  die  Bedingungen  von  E'  ihrer- 
seits voneinander  abhängig  sind.  Illustriert  wird  diese  Defi- 
nition durch  den  Wurf  zweier  Würfel  aus  einem  Becher,  in 
dem  sie  geschüttelt  worden  sind,  imd  durch  den  Wurf  mehre- 
rer Münzen  aus  einer  Hand  auf  einmal:  in  der  gegenseitigen 
Beeinflussung  der  Bewegungen  wird  die  Abhängigkeit  der 
Endlagen  im  ganzen,  d.  h.  nicht  allein  in  bezug  auf  jenes 
Moment,  das  beim  Würfel-  imd  Münzspiel  allein  interessiert, 
erblickt.  Ob  man  die  „Ereignisse",  die  im  Sinne  des  Würfel- 
und  Münzspiels  in  Betracht  kommen,  vom  Standpunkte  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  als  unabhängig  voneinander  zu 
gelten  haben,  das  ist  hier  die  entscheidende  Frage.  Nach  mei- 
ner Auffassung  kann  von  einer  erkennbaren  inneren  und  von 
einer  nachweisbaren  äußeren  Beeinflussung  der  Umstände,  un- 
ter welchen  bei  dem  einen  und  bei  dem  andern  Würfel  diese 
und  jene  Seite  eintrifft,  nicht  die  Rede  sein;  ebenso  bei  den 
Münzen.  Anders  stellt  Marbe  sich  zu  dieser  Frage,  er  erledigt 
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sie  mit  den  Worten:  ob  eine  Beeinflussung  der  Wurfresultate 
(nicht  der  Endlagen  im  ganzen)  stattfindet,  können  wir  nicht 
wissen.  „Die  Möglichkeit  muß  entschieden  zugegeben  wer- 
den." Ich  möchte  dieser  Äußerung  die  Frage  entgegenhalten: 
Inwiefern  steht  es  denn  anders,  wenn  ein  Würfel  allein  als 
wenn  er  mit  einem  andern  zugleich  geschüttelt  und  hingeworfen 
wird;  wie  soll  die  Möglichkeit,  die  Aß-Seite  zu  treffen,  im 
zweiten  Falle  eine  andere  werden,  als  sie  es  im  ersten  Falle 
war ?  Die  offenkundige  Beeinflussung  der  Bewegungen  er- 
zeugt die  irrige  Vorstellung  von  einer  Abhängigkeit  der  Wurf - 
resultate.  —  Die  Abhängigkeit  im  zweiten  Sinne  ist  nach  mei- 
ner Auffassung,  wenigstens  so  weit  es  die  angeführten  Beispiele 
betrifft,  für  die  Wahrscheinlichkeitsbetrachtung  belanglos.  Der 
Unabhängigkeit  im  zweiten  Sinne  entspräche  der  oben  be- 
schriebene  Fall  zweier   räumlich  getrennten   Münzwerfer. 

III.  Ein  Ereignis  E'  heißt  von  einem  Ereignis  E  abhängig, 
wenn  E  nicht  nur  innerhalb  der  Bedingungen  von  E'  liegt, 
sondern  wenn  ohne  E  das  Ereignis  E'  überhaupt  nicht  eintreten 
kann.  Belegt  wird  diese  Form  der  Abhängigkeit  durch  das 
Beispiel,  das  Resultat  eines  Münzwurfes  (E')  sei  abhängig 
vom  Werfen  (£"),  weil  ohne  dieses  das  Resultat  nicht  eintreten 
könne.  In  diesem  Sinne  wäre  das  Ereignis:  zweimal  nachein- 
ander Wappen,  abhängig  von  dem  Ereignis:  im  ersten  Wurf 
Wappen.  Ich  glaube  nicht,  daß  diese  Form  der  Abhängigkeit 
für  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  eine  Bedeutung  hat. 
Eigenartig  ist  die  dazu  konstruierte  Art  der  Unabhängigkeit; 
sie  soll  darin  bestehen,  daß  zwar  E  innerhalb  der  Bedingungen 
von  E'  liegt,  aber  auf  das  Eintreten  von  E'  keinen  Einfluß 
übt.  Erläutert  wird  sie  an  einem  Beispiel,  das  mit  dem  fol- 
genden gedanklich  übereinstimmt.  Eine  Kriegsanleihe  habe 
4  Milliarden  ergeben.  Die  einige  Tausende  betragende  Zeich- 
nung eines  einzelnen  liegt  innerhalb  der  Bedingungen  jenes 
Ergebnisses  (d.  h.  sie  partizipiert  daran),  doch  übt  sie  keinen 
Einfluß  darauf  aus  (d.  h.  jenes  Ergebnis  wäre  auch  zu- 
stande gekommen,  wenn  jener  einzelne  seine  Zeichnung  nicht 
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gemacht  hätte).  Das  ist  nicht  ganz  frei  von  Sophistik.  Wäre 
jenes  Ergebnis  auch  erreicht  worden,  wenn  viele  in  diesem 
Sinne  gedacht  und  im  Grunde  dieser  Erwägung  keine  Zeich- 
nung gemacht  hätten  ?  Nach  den  weiteren  Darlegungen  soll 
diese  Form  der  Unabhängigkeit  die  herrschende  in  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung sein.  Wenn  man  z.  B.  zweimal  nach- 
einander mit  einer  Münze  wirft  und  im  ersten  Wurf  etwa 
Wappen  trifft,  so  gehe  dieses  Ereignis  in  die  mittelbaren  Be- 
dingungen des  zweiten  Wurfergebnisses  ein,  man  sehe  aber 
allgemein  von  einer  Einflußnahme  ab  und  betrachte  das  zweite 
Wurfergebnis  als  unabhängig  vom  ersten.  Wenn  man  diesen 
Gedankengang  konsequent  weiter  verfolgt,  so  gehört  alles,  was 
mit  einer  Münze,  mit  einem  Würfel  vor  einem  bevorstehenden 
Wurfe  gefallen  ist,  zu  den  mittelbaren  Bedingimgen  dieses 
nächsten  Wurfergebnisses,  und  es  ist  eine  bloße  Annahme, 
wenn  man  trotzdem  von  Unabhängigkeit  der  aufeinanderfol- 
genden Resultate  spricht.  Ich  kann  mich  dieser  Auffassung 
nicht  anschließen. 

IV.  Mit  der  Abhängigkeit  und  Unabhängigkeit  im  vierten 
Sinne  hat  Marbe,  so  will  mir  scheinen,  den  realen  Boden 
verlassen;  ich  vermag  in  die  betreffenden  Ausführungen  keinen 
klaren  Sinn  zu  legen.  Er  beginnt  mit  folgender  Aufstellung: 
„Die  Ereignisse  ^^,  e^,...e^  können  von  andern  Ereignissen 
jß'j,  ^2»  •  •• -^n  ^™  ersten  Sinne  unabhängig  sein,  jedoch  in- 
folge jgewisser  Bedingungen'  so  aufeinanderfolgen,  daß  sie 
als  im  ersten  Sinne  abhängig  ,erscheinen'."  Beispiel  dazu: 
die  Tage  und  die  aufeinanderfolgenden  Nächte.  Nun  kommt 
die  entsprechende  Unabhängigkeit :  „Wenn  wir  eine  große  An- 
zahl von  Ereignissen  e^,  e<^,  .  .  .  und  E^,  fg  .  .  .  so  angeordnet 
finden,  wie  es  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  a  priori  ent- 
spricht, so  gewinnen  wir  den  Eindruck,  daß  e  und  E  vonein- 
ander im  ersten  Sinne  unabhängig  sind,  und  daß  auch  keine 
Bedingungen  vorliegen,  die  eine  scheinbare  Abhängigkeit  der 
e  und  E  im  Sinne  des  Tag-Nachtbeispiels  begründeten."  So 
rätselhaft  diese  Ausführung  im  ganzen  erscheint,  so  muß  man 
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besonders  fragen,  was  mit  den  „gewissen  Bedingungen"  ge- 
meint sein  soll  und  welche  Anordnung  denn  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung a  priori  entspricht.  Marbe  benennt  diese 
vierte  Form  als  „scheinbare  Abhängigkeit,  bzw.  scheinbare 
Unabhängigkeit"  der  Gegenstände  einer  statistischen  Masse; 
man  wird  sich  aber  dessen  nicht  klar,  ob  die  scheinbare  Ab- 
hängigkeit eine  faktische  Unabhängigkeit  und  die  scheinbare 
Unabhängigkeit  eine  wirkliche  Abhängigkeit  bedeuten  soll. 
Ebenso  dunkel  ist  ein  drittes  Beispiel,  mit  dem  Marbe  auf 
spätere  Untersuchungen  in  seinem  Buche  vorbereitet.  Wieder 
wird  von  zwei  Ereignis  reihen  Ci,  62,  .  .  .  und  f^,  E^  .  .  .  aus- 
^^egangen,  die  gegenseitig  im  ersten  Sinne  (also  kausal)  von- 
einander unabhängig  sind,  doch  soll  E,  je  öfter  es  sich  ohne 
Abwechslung  mit  e  zugetragen  hat,  um  so  seltener  werden, 
so  daß  sich  die  Bedingungen  für  das  Wiedereintreten  von  E 
mit  jedem  neuen  Fall  ungünstiger  gestalten.  Trotz  der  Unab- 
hängigkeit im  ersten  Sinne  besteht  hier  infolge  „gewisser  Be- 
dingungen" scheinbare  Abhängigkeit.  Es  sei  schließlich  auch 
snöglich,  daß  die  Gegenstände  einer  Masse  abhängig  sind  im 
»irsten  Sinne  (also  kausal)  und  außerdem  „infolge  bestimmter 
Bedingungen"  auch  noch  eine  scheinbare  Abhängigkeit  im  vier- 
ten Sinne  aufweisen;  ob  diese  zwei  Abhängigkeiten  nebenein- 
ander zu  erkennen  sind  oder  ob  sie  miteinander  verschmelzen, 
ist  nicht  gesagt. 

Gerade  das  Vorhandensein  von  Abhängigkeit  oder  Unab- 
hängigkeit im  vierten  Sinne  soll  für  die  Anwendbarkeit  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  von  entscheidender  Bedeutung 
sein.  So  heißt  es  bezüglich  des  Geschlechts  von  einer  Anzahl 
nacheinander  geborener  Kinder  verschiedener  Frauen,  daß  von 
>'iner  Abhängigkeit  im  ersten  und  dritten  Sinne  sicher  nicht 
<lie  Rede  sein  könne;  „aber  wer  bürgt  uns  dafür,  daß  nicht 
iie  den  Geschlechtscharakter  der  Geburten  bedingenden  Ver- 
hältnisse so  gelagert  sind,  daß  eine  Abhängigkeit  im  vierten 
Sinne  resultieren  muß  ?  Warum  können  nicht  z.  B.  die  physio- 
logischen Verhältnisse  in  den  einzelnen  Weibern  von  Berlin 
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und  ^andere  Faktoren'  so  beschaffen  sein,  daß  die  Anzahl  der 
aufeinander  folgenden  Geburten  gleichen  Geschlechtes  in  Ber- 
lin niemals  größer  als  eine  bestimmte  Zahl  sein  kann?"  Ich 
glaube^  mit  diesen  Fragen  ist  über  die  Grenzen  ernster  Wissen- 
schaft schon  hinausgegriffen.  Das  gilt  auch  von  der  weiteren 
Schlußfolgerung,  daß  Ereignisse,  die  in  dem  an  die  Spitze 
gestellten  wahrscheinlichkeitstheoretischen  Sinne  unabhängig 
sind,  trotzdem  —  wieder  infolge  einer  Abhängigkeit  im  vier- 
ten Sinne  —  so  beschaffen  sein  können,  daß  auf  sie  der  Mul- 
tiplikationssatz nicht  anwendbar  ist.  Damit  wäre  freilich  in 
die  Grundlage  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  eine  Bresche 
gelegt. 

92.  Die  größte  Bemühung  hat  Marbe  in  seinem  jüngsten 
Werke  daran  gewendet,  an  einem  möglichst  umfangreichen 
und  mannigfaltigen  Beobachtungsmaterial  den  Beweis  für  seine 
LehrevomstatistischenAusgleichzu  erbringen,  deren 
Grundgedanken  darin  liegen,  daß  es  „gewisse  Bedingungen" 
gebe,  die  es  hindern,  daß  ein  Ereignis  in  beliebig  oftmaliger 
Wiederholung  wiederkehrt,  und  die  es  bewirken,  daß  „reine 
Gruppen",  die  über  eine  gewisse  Größe  hinausgehen,  über- 
haupt nicht  erscheinen,  wiewohl  man  ihr  Auftreten  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung zufolge  noch  erwarten  sollte,  und  daß 
die  reinen  Gruppen  von  einer  gewissen  Größe  ab,  und  zwar 
mit  wachsender  Gruppengröße  in  steigendem  Maße,  hinter  der 
Rechnung  zurückbleiben.  Dem  Nachweis  dieses  Sachverhal- 
tes war  schon  die  erste  Schrift  von  1899  gewidmet,  als  Ma- 
terial dienten  lediglich  Spielresultate;  da  jedoch  die  damals 
gefundenen  Abweichungen  ztmi  Teil  wenigstens  auf  die  Art  der 
Gruppenbildung  zurückgeführt  wurden,  sah  sich  Marbe  ver- 
anlaßt, die  Sache  von  neuem  aufzugreifen  und  nun  auch  an- 
dere Erfahrungen  heranzuziehen. 

Unter  diesen  verdienen  die  Auszüge  aus  Geburtsmatrikeln 
das  größte  Interesse.  Außer  der  in  Nr.  89  behandelten  Würz- 
burger Geburtenreihe  hat  Marbe  noch  drei  gleich  umfang- 
reiche Reihen,  sämtlich  mit  dem   Jahre    1876  beginnend,  in 
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den  Städten  Fürth,  Augsburg  und  Freiburg  i.  Br.  aus  den  Ge- 
burtenregistern ausheben  lassen,  so  daß  nunmehr  viermal 
49152,  im  ganzen  also  196608  nach  dem  Geschlecht  unter- 
schiedene Geburtsfälle  vorliegen.  Die  vier  Reihen  sind  einzeln 
im  fortlaufenden  Zusammenhange  auf  das  Auftreten  reiner 
Gruppen  untersucht  worden,  und  die  gleiche  Untersuchung, 
wurde  auch  an  ihrer  Vereinigung,  dem  „Gesamtmaterial",  vor- 
genommen. Bevor  an  die  Besprechung  der  Resultate  gegangen 
wird,  soll  die  mathematische  Theorie  entwickelt  werden.  ^^ 


'-W  w, ' 


^®  Die  reinen  Gruppen  sind  von  L.  v.  Bortkiewicz  in  einer  Schrift: 
Die  Iterationen.  Ein  Beitrag  zur  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Berlin  19 17, 
zum  Gegenstande  einer  eingehenden  Untersuchung  gemacht  worden.  Die 
vorliegenden  Ausführungen  waren  im  Manuskript  bereits  vollendet,  als  die 
Schrift  von  Bortkiewicz  erschien.  Auf  einige  Begriffe  und  Momente  soll 
hier  kurz  hingewiesen  werden. 

In  systematischem  Aufbau  werden  aus  einer  geordneten  Reihe  von 
Elementen  die  Masse,  die  Gruppe,  die  Sequenz  und  die  Iteration  abgeleitet. 
Unter  einer  Masse  wird  jede  Zusammenfassung  von  Elementen  der  Reihe 
verstanden,  in  der  die  einzelnen  Elemente  auch  mehrfach  vorkommen  kön- 
nen. In  einer  etwas  gekünstelten  Weise  wird  von  der  Masse  zur  Gruppe 
übergegangen,  deren  kennzeichnendes  Merkmal  es  ist,  daß  sie  jedes  in  ihr 
vorhandene  Element  nur  einmal  enthält.  Die  Sequenz  wiederum  unter- 
scheidet sich  von  der  Gruppe  dadurch,  daß  die  Elemente  in  derjenigen 
Ordnung  aufeinanderfolgen,  die  sie  in  der  ursprünglichen  Reihe  aufwiesen; 
dabei  wird  zwischen  zyklischer  und  nichtzyklischer  Ordnung  unterschieden. 
Bei  der  ersten  können  auch  zweireihige  Sequenzen  neben  einreihigen, 
bei  der  zweiten  nur  einreihige  Sequenzen  vorkommen.  Wenn  nämlich  eine 
Sequenz  am  oberen  Ende  der  Reihe  beginnt  und  am  unteren  Ende  sich 
fortsetzt,  so  wird  eine  solche,  in  der  linear  betrachteten  Reihe  geteilt  er- 
scheinende Sequenz  eine  zweireihige  genannt;  eine  solche  enthält  immer 
sowohl  das  letzte  als  auch  das  erste  Element  der  Reihe.  —  Besitzt  die 
Reihe  mehrere,  mindestens  aber  zwei  Arten  von  Elementen,  so  heißt  eine 
Sequenz,  die  nur  Elemente  einer  Art  enthält,  eine  Iteration.  Eine  Ite- 
ration, die  in  einer  längeren  als  Teil  eingeschlossen  (mit  ihr  „inhalts verwandt") 
ist,  wird  eine  unvollständige  genannt,  im  Gegensatze  zu  einer  vollstän- 
digen, die,  wenn  sie  im  Innern  der  Reihe  steht,  von  Elementen  der  ande- 
ren (oder  einer  anderen)  Art  begrenzt  ist,  während,  wenn  sie  mit  dem 
ersten  Element  der  Reihe  beginnt  oder  mit  dem  letzten  schließt,  an  ihrem 
oberen  bzw.  ihrem  unteren  Ende  von  einem  Element  der  anderen  (oder 
Wiss.  u.  Hyp.  24:  Cz  üb  er,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  18 
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Über  zwei  gegensätzliche  Ereignisse,  deren  Wahrscheinlich- 
keiten M  und  F  sein  mögen,  so  daß  M-\-F=  i  ist,  seien  A'" 
Beobachtungen  (Versuche)  angestellt  worden,  die  in  der 
Reihenfolge  der  Ausführung  verzeichnet,  also  durch  eine  Reihe 
aus  den  Buchstaben  m  und  /  dargestellt  sind,  wobei  m  das 
Zeichen  für  das  erste,  /  das  Zeichen  für  das  gegensätzliche 
Ereignis  sein  soll. 

Eine  reine  Gruppe  von  n  (<!-^0  G^hedem  kann  entweder 
eine  Randgruppe  sein,  d.  h.  mit  dem  ersten  Gliede  der  /V-Reihe 
beginnen  oder  mit  dem  letzten  enden  oder  aber  sie  kann  eine 
Innengruppe  sein.  Die  Wahrscheinlichkeit  einer  Randgruppe, 
da  sie  entweder  aus  lauter  m  oder  aus  lauter  /  bestehen  kann, 
ist 
(i)  Ä/"F+  F^M-, 

dies  gilt  sowohl  für  den  imtem  wie  für  den  obem  Rand.  — 
Die  Wahrscheinlichkeit  einer  Innengruppe  stellt  sich  auf 

(2)  M^'F^^F'^MK 


einer  anderen)  Art  „abgelöst"  wird.  Bildet  die  ganze  Reihe  eine  Iteration, 
so  entfallt  jede  Ablösung. 

Die  vollständigen  einreihigen  Iterationen  sind  es,  die  Marbe  unter  dem 
Namen  „reine  Gruppen"  versteht. 

Es  sei  noch  eine  Anzahl  von  Namen  und  Begriffen  erwähnt,  durch  deren 
Einführung  Bortkiewicz  in  die  Untersuchung  empirischer  Vielheiten  ein 
System  bringen  will. 

Als  Sylleptik  sollen  die  Rahmengesetze  verstanden  werden,  in  welche 
sich  die  "Vielheiten  irgendwelcher  Art  aus  apriorischen  Gründen  einzufügen 
haben.  —  Während  die  Sylleptik  auf  die  Anordnung  der  Elemente  der 
Vielheit  keine  Rücksicht  nimmt,  soll  von  Syntagmatik  gesprochen  wer- 
den, wenn  dieses  Moment  mit  in  Betracht  kommt.  —  Die  auf  die  Wahr- 
scheinlichkeitstheorie, insbesondere  auf  das  Gesetz  der  großen  Zahlen  ge- 
gründete Untersuchung  empirischer  Vielheiten  wird  als  Stochastik  be- 
zeichnet. Dieser  Name  hat  schon  eine,  allerdings  vergessene,  Vergangen- 
heit und  bedeutet  bei  J.  Bernoulli  soviel  wie  angewandte  Wahrschein- 
lichkeitstheorie. 

Es  ist  zu  bezweifeln,  daß  sich  diese  Termini,  so  viel  Nachdruck  Bort- 
wicz  auf  die  hinter  ihnen  stehenden  Denkweisen  und  ihr  gegenseitiges 
Ineinandergreifen  auch  legt,  einbürgern  werden. 
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Zur  Begründung  sei  nur  bemerkt,  daß  im  ersten  Falle  der 
reinen  Gruppe  nur  ein  gegensätzliches  Glied  folgt  oder  voran- 
geht, während  sie  im  zweiten  Falle  von  zwei  solchen  Gliedern 
eingerahmt  ist. 

Da  nun  eine  Innengruppe  von  n  Elementen  nach  jedem  der 
ersten  A^ — n — i  Schnitte  beginnen  kann,  so  ist  die  wahrschein- 
lichste Anzahl  der  reinen  Gruppen  von  n  Elementen  in  der 
ganzen  A^-gliedrigen  Reihe  gleich  dem  Doppelten  von  (i)  plus 
dem  A^ — n — i -fachen  von   (2),  also  im  ganzen 

Die  äußerste  mögliche  reine  Gruppe  bestünde  aus  N  Elemen- 
ten, lauter  m  oder  lauter  /,  könnte  nur  mit  dem  ersten  Element 
beginnen  und  müßte  mit  dem  letzten  schließen.  Die  wahr- 
scheinlichste Anzahl  solcher  reinen  Gruppen  beträgt  also 

(la)  s^^M^JrF^' 

Da  Marbe  seine  Untersuchungen  auch  auf  die  „reinen 
Gruppen  über  n'\  d.  h.  auf  die  Zusammenfassungen  aller  rei- 
nen Gruppen  ausgedehnt  hat,  deren  Umfang  größer  ist  als  n, 
so  sei  auch  diese  Zahl  S^  abgeleitet.  Sie  ergibt  sich  durch 
Summenbildungen  aus 

s^^^  =  2MF{M''  +  i^«)  4-  {N-n  —  2)M^F^{M''-^-^  i^«-i) 

s^_^  =  2MF{M^-^-\-F^-^)^  M^F'^(M^-^^F^-^) 

s^    =  M^^F^ 

und  man  erhält  bei  naheliegenden  Umformungen 

(II)  S^  =  {N-  n)MF{M''  +  F^^)  +  ^/«  +  2  _|_  ^«  +  2^ 

Insbesondere  erhält  man  daraus  die  Anzahl  aller  reinen 
Gruppen   (gleichbedeutend  mit  den  „Gruppen  über  o") 

(IIa)  S^=^2{N~\)MF-\-\, 
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An  dem  /'-ten  Schnitt  kann  entweder  eine  eingliedrige  oder 
eine  zweigliedrige  oder  .  .  .  eine  A^ — /--gliedrige  reine  Gruppe 
beginnen;  bis  auf  die  letzte,  die  eine  obere  Randgruppe  ist, 
sind  alle  andern  Innengruppen  und  ihre  Wahrscheinlichkei- 
ten betragen  laut   (i)  und  (2): 

M^F^-^F^M^ 

M^-rF'^-^F^-^M^', 

bildet  man  ihre  Summe,  so  findet  man  nach  entsprechender 
Reduktion  ^^^^^ 

und  das  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  an  dem  Schnitt  ein 
Geschlechtswechsel  stattfindet;  in  der  Tat  kann  nach  einem 
Schnitt  nur  dann  eine  reine  Gruppe  beginnen  und  einer  der 
aufgezählten  Fälle,  und  nur  einer  kann  es  sein,  muß  statt- 
finden. Macht  man  diese  Aufstellung  für  jeden  der  A^ — / 
Schnitte,  so  liefert  die  Zusammenfassung  der  Resultate  in 

2(N-  \)MF 

die  wahrscheinlichste  Anzahl  der  Geschlechtswechsel,  und  da 
die  Zahl  der  reinen  Gruppen  immer  um  i  größer  ist  als  die 
Zahl  der  Geschlechtswechsel,  so  ist  die  wahrscheinlichste 
Anzahl  aller  reinen  Gruppen 

2{N—\)MF^i 

in  Übereinstimmung  mit  (IIa). 

Die  Formeln  (I),  (la)  und  (IIa)  hat  Marbe  erst  in  einem 
Nachtrag  1'^  zu  seinem  Buche  gegeben.  In  diesem  selbst  war 
er  von  einer  irrtümlichen  Auffassung  ausgegangen  und  hat 
im  wesentlichen  so  gerechnet,  als  ob  alle    reinen    Gruppen 

^'  Mathematische  Bemerkungen  zu  meinem  Buch  „Die  Gleichförmigkeit 
in  der  Welt".     München  19 16. 
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Randgruppen  wären,  und  gelangte  so  zu  folgenden  Ausdrücken 
für  s^,S^  und  SqI 

(3)  ^n-l^^A^^-^'  +  J'''^')^ 

Nach  diesen  Formeln  sind  die  Tabellen  des  Buches  gerech- 
net worden.  Der  Nachtrag  bringt  ihre  Neuberechnung. 

Bevor  dieser  erschienen  war,  hatte  ich  ein  Formelsystem 
aufgestellt,  das  besonders  einfach  ist,  indem  ich  von  der  Er- 
wägung ausging,  daß  bei  so  langen  Reihen,  wie  sie  hier  vor- 
liegen, die  Unterscheidung  zwischen  Rand-  und  Innengruppen 
belanglos  sein  müsse  imd  daß  es  angehe,  alle  Gruppen  nach 
dem  Schema  (2)  der  weitaus  überwiegenden  Innengruppen 
zu  behandeln;  so  ergeben  sich  di«  Formeln: 

(4)  6^^  =  ilf«  +  i/'«  +  i(Jif-«  +  i^-«)iV^ 
S^=2MFN\ 

bei  der  Ableitung  von  »S*^  wurde  überdies  so  verfahren,  als 
ob  die  Bildung  der  reinen  Gruppen  unbegrenzt  fortginge,  also 
bis  w  =  cd;  so  hat  es  auch  Marbe  bei  der  Ableitung  der  For- 
meln (3)  getan.  Auch  diese  streng  genommen  unzutreffende 
Annahme  ist  praktisch  ohne  Einfluß,  da  die  Werte  (i )  und  (2) 
schon  bei  einem  mäßig  großen  n  unter  die  Grenze  fallen,  die 
noch  in  Betracht  kommen  kann.  ^^ 

Die  in  dem  Nachtrag  erfolgte  Neuberechnung  der  Tabellen 
nach  den  Formeln  (I),  (la)  und  (II),  (IIa)  hat  gezeigt,  daß 
die  Resultate  nur  für  die  niederen  Gruppen  nennenswerte  Ab- 
weichungen aufweisen  gegenüber  den  im  Buche  nach  den  For- 
meln (3)  gerechneten,  während  bei  den  höheren  Gruppen  nur 

**  Man  vergleiche  zu  allen  diesen  Formeln  die  Ausführung  v.  Bort- 
kiewiczs  in  der  Vorrede,  dann  S.  Soff,  und  S.  169 ff.  seiner  Schrift:  Die 
Iteraüonen. 
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mehr  so  unmerkliche  Unterschiede  auftreten,  daß  die  Schluß- 
folgerungen, die  ja,  wie  noch  zu  erwähnen  sein  wird,  haupt- 
sächlich die  hohen  Gruppen  betreffen,  davon  nicht  berührt 
werden.  Ich  hatte  inzwischen  das  „Gesamtmaterial"  nach  den 
Formeln  (4)  durchgerechnet  und  erhielt  genau  dieselben  Re- 
sultate, die  Marbe  im  Nachtrag  gegeben  hat. 

93.  Nun  zu  den  Resultaten  selbst.  Wie  in  allen  derartigen 
Fällen  kommt  es  auf  eine  Vergleichung  der  beobachteten  An- 
zahlen mit  den  nach  den  Formeln  a  priori  gerechneten  an. 
Dabei  kann  sich  die  Vergleichung  auf  die  „reinen  Gruppen  zu 
/?"  oder  auf  die  „reinen  Gruppen  über  /i"  beziehen;  auf  den 
Unterschied  zwischen  diesen  beiden  Vorgängen  wird  später 
einzugehen  sein.  Die  Resultate  selbst,  und  zwar  nach  beiden 
Richtungen,  sind  in  den  folgenden  Tabellen  i  bis  5  zusam- 
mengestellt, und  zwar  besteht  jede  solche  Zusammenstellung 
aus  zwei  Abteilungen,  von  welchen  die  eine  die  Gruppen  zu 
n,  die  andere  die  Gruppen  über  n  betrifft.  Die  einzelnen  Ko- 
lonnen enthalten 

Tab.  I.     Würzburger  Geburten. 
A^=  49152;  Af=  0,51106,  /^=  0,48894, 


Reine 

1 

\B  —  /i\ 

Reine 

\ß-R\ 

Gruppen 

B 

R 

B  —  R 

in^o 

Gruppen 

B 

R 

B-R 

in% 

ZH 

von  R 

über 

von  R 

I 

12305 

12282,5 

+  22,5 

0,18 

0 

24663 

24564.5 

+  98,5 

0,40 

2 

6184 

6138,1 

+  45,9 

0,75 

I 

12358 

12282,0 

+  76,0 

0,62 

3 

3174 

3069,0 

+i05,oi     3,42 

2 

6174 

6143,9 

+  30,1 

0,49 

4 

1489 

i535»2 

—  46,2 

3,01 

3 

3000 

3074,9 

-  74,9 

2,44 

5 

780 

768,4 

+  11,6 

1,51 

4 

1511 

1539,7 

-  28,7 

1,86 

6 

362 

384,7 

-  22,7 

5.90 

5 

731 

771,3 

-  40,3 

5,22 

7 

187 

192,7 

-     5,7 

2,96 

6 

369 

386,6 

-  17,6 

4,55 

8 

98 

96,6 

+     1,4 

1,55 

7 

182 

193,9 

-  11,9 

6,14 

•    9 

41 

48,5 

-     7,5 

15,46 

8 

84 

97.3 

-  13,3 

13,67 

10 

23 

24,3 

-     1,3 

5,35 

9 

43 

48,8 

-     5.8 

11,88 

II 

9 

12,2 

-     3,2 

26,23 

10 

20 

24,5 

-     4.5 

18,37 

12 

7 

6,0 

—     1,0 

16,67 

II 

II 

12,3 

-     1,3 

10,57 

13 

3 

3,1 

—     0,1 

3.23 

12 

4 

6,2 

-     2,2 

35.48 

14 

0 

1,5 

-     1,5 

100,00 

13 

I 

3,1 

-     2,1 

67,74 

14+ 

I 

1,6 

1 

14 

I 

1,6 

-     0,6 

37,50 

24663 

24564,4 

93-  Ergebnisse  und  ihre  Kritik 

Tab.  2.     Fürther  Geburten. 
A^=  49152;  J/==  0,51151,  i^=  0,48849. 
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Reine 

\B-R\ 

Reine 

\B-R\ 

Grup- 

B 

R 

B—R 

in  7o, 

Grup- 

B 

R 

B^R 

m7o 

pen  zu 

von  R 

pen  über 

von  R 

I 

12046 

12282,0 

-236,0 

1,92 

0 

24364 

24563,5  -199,5 

0,81 

2 

6056 

6137,6 

-  81,6 

1,33 

I 

12318 

12281,5+  36,5 

0,29 

3 

3156 

3068,8 

4-  87,2 

2,84 

2 

6262 

6143,9+118,1 

1,92 

4 

1580 

1535,1 

+  44,9 

2,92 

3 

3106 

3075,1  +  30,9 

1,00 

5 

735 

768,4 

-  33,4 

4,35 

4 

1526 

1540,0 

-  14,0 

0,91 

6 

397 

384,8 

+  12,2 

3,17 

5 

791 

771,6 

+  19,4 

2,54 

7 

186 

192,8 

-     6,8 

3,53 

6 

394 

386,8 

+     7,2 

1,86 

8 

102 

96,6 

+     5,4 

5,59 

7 

208 

194,0 

+  14,0 

7,22 

9 

58 

48,5 

+     9,5 

19,58 

8 

106 

97,4 

+     8,6 

8,83 

10 

21 

24,3 

-    3,3 

13.58 

9 

48 

48,9 

-     0,9 

1,84 

II 

16 

12,3 

+     3.7 

30,10 

10 

27 

24,6 

+     2,4 

9,76 

12 

6 

6.1 

—     0,1 

1,64 

II 

II 

12,3 

-     1,3 

10.57 

13 

3 

3,1 

—     0,1 

3.22 

12 

5 

6,2 

—     1,2 

19,35 

H 

0 

1,5 

-•    1,5 

100,00 

13 

2 

3.1 

-     1,1 

35.50 

14+ 

2 

1,6 

14 

2 

1,6 

4-    0,4 

25,00 

24364 

24563,5 

Tab.  3.     Augsburger  Geburten. 
A''=  49152;  Af  =  0,50878,  /^=  0,49122. 


Reine 

\B—R\ 

Reine 

\B  —  R\ 

Grup- 

B 

R 

B 

-R 

in  7o 

Grup- 

B 

R 

B—R 

in  7o 

pen  zu 

von  R 

pen  über 

von  R 

I 

12154 

12284,7 

— I 

30,7 

1,06 

0 

24371 

24568,9 

-197,9 

0,81 

2 

5990 

6140,3 

— I 

50,3 

2,45 

I 

12217 

12284,2 

+  67,2 

0,54 

3 

3086 

3070,1 

+ 

15.9 

0.52 

2 

6227 

6143.9 

+  83,1 

1,35 

4 

1536 

1535,5 

+ 

0,5 

0,03 

3 

3141 

3073.8 

+  67,2 

2,18 

5 

813 

768,2 

+  44.8 

5.83 

4 

1605 

1538,3 

+  66,7 

4.34 

6 

395 

384,5 

+ 

10,5 

2,73 

5 

792 

770,1 

+  21,9 

2,84 

7 

202 

192,4 

+ 

9.6 

4.99 

6 

397 

385.6 

+  11,4 

2,95 

8 

94 

96,4 

— 

2,4 

2,49 

7 

195 

193.2 

+     1,8 

0,93 

9 

44 

48,31- 

4,3 

8,90 

8 

lOI 

96,8 

+    4,2 

4,34 

10 

31 

24,2!+ 

6,8 

28,10 

9 

57 

48,5 

+    8,5 

17,52 

II 

13 

12,1 

+ 

0,9 

7,44 

10 

26 

24.3 

+     1,7 

7,00 

12 

8 

6,1 

+ 

1,9 

31,15 

II 

13 

12,2 

+    0,8 

6,56 

13 

3 

3.0 

— 

0,0 

0,00 

12 

5 

6,1 

-     1,1 

18,03 

14 

I 

1,6 

— 

0,6 

37,50 

13 

2 

3,1 

—     1,1 

35,5 

H  + 

I 

1,5 

14 

I 

1.5 

-     0,5 

33,3 

24371 

24568,9 
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Tab.  4.     Freiburger  Geburten. 
iV=  49152;  ^=0,51259,  7^=0,48741. 


Reine 

\B—R\ 

Reine 

\R—B\ 

Grup- 

B 

R 

B  —  R 

m% 

Grup- 

B 

R 

B-R 

in7o 

pen  zu 

von  R 

pen  über 

von  R 

I 

12136 

12280,7 

-144,7 

1,18 

0 

24426 

24560,9 

-134,9 

0,55 

2 

6052 

6136,3 

-  84,3 

1,37 

I 

12290 

12280,2 

+    9,8 

0,08 

3 

3134 

3068,1 

+  65,9 

2,15 

2 

6238 

6143,9 

+  94.1 

1,53 

4 

15H 

1535,0 

+  29,0 

1,89 

3 

3104 

3075,8 

+  28,2 

0,92 

5 

761 

768,5 

-     7,5 

0,98 

4 

1540 

1540,8 

-     0,8 

0,05 

6 

379 

384,9 

-     5,9 

1,53 

5 

779 

772,3 

+     6,7 

0,87 

7 

197 

193,0;+    4,0 

2,07 

6 

400 

387,4 

+  12,6 

3,25 

8 

118 

96,8 

4-  21,2 

21,90 

7 

203 

194,4 

+     8,6 

4,42 

9 

40 

48,5 

-    8,5 

17,52 

8 

85 

97,6 

-   12,6 

12,91 

10 

22 

24,4 

-     2,4 

9,84 

9 

45 

49,1 

-     4,1 

8,35 

II 

12 

12,3 

-    0,3 

2,44 

10 

23 

24,7 

-     1,7 

6,88 

12 

5 

6,1 

-     1,1 

18,03 

II 

II 

12,4 

-     1,4 

11,29 

13 

5 

3,1 

+     1,9 

61,30 

12 

6 

6.3 

-     0,3 

4,76 

14 

0 

1,6 

-     1,6 

100,00 

13 

I 

3,2 

-     2,2 

68,75 

14+ 

I 

1,6 

14 

I 

1,6 

-     0,6 

37,50 

24426 

24560,9 

Tab.  5.     Gesamtmaterial. 
iV=  196608;  Af=o,5i099,  7^=0,48901 


Reine 

\B-R\ 

Reine 

\ß  —  R\ 

Grup- 

B 

R 

B-R 

in  °/o 

Grup- 

B 

R 

B  —  R 

inVo 

pen  zu 

von  R 

pen  über 

von  R 

I 

48619 

49128,7 

-509,7 

1,04 

0 

97803 

98257,0 

-454,0 

0.46 

2 

24282 

24552,4 

-270,4 

1,10 

I 

49184 

49128,3 

+  55,7 

0,11 

3 

12551 

12276,1 

+274,9 

2,24 

2 

24902 

24575,9 

+326,1 

1,33 

4 

6169 

6141,0 

+  28,0 

0,46 

3 

12351 

12299,8 

+  51,2 

0,42 

5 

3088 

3073,4 

+  14,6 

0,48 

4 

6182 

6158,8 

+  23,2 

0,37 

6 

1534 

1538.9 

-     4,9 

0-32 

5 

3094 

3085,4 

+     8,6 

0,28 

7 

772 

771,0 

+     1,0 

0,13 

6 

1560 

1546,5 

+  13,5 

0,87 

8 

412 

386.4 

+  25.6 

6,62 

7 

788 

775,5 

+  12,5 

1,61 

9 

183 

193,8 

—  10,8 

5,57 

8 

376 

389,1 

-  13,1 

3,37 

10 

97 

97,2 

-     0,2 

0,21 

9 

193 

195,3 

-     2,3 

1,17 

II 

50 

48,8 

+     1,2 

2,46 

10 

96 

98,1 

-     2,1 

2.14 

12 

26 

24,5 

+     1,5 

6,12 

II 

46 

49,3 

-     3,3 

6,69 

13 

14 

12,3 

+     1,7 

13,82 

12 

20 

24,8 

-     4,8 

19,36 

14 

I 

6,2 

-    5,2 

83,87 

13 

6 

12,5 

-     6,5 

52,00 

15 

4 

3,1 

+    0,9 

29,03 

14 

5 

6,3 

-     1,3 

20,63 

16 

0 

1,6 

-     1.6 

100,00 

15 

I 

3,2 

-     2,2 

68,75 

17 

I 

1,6 

-    0,6 

37,50 

16 

I 

1,6 

-     0,6 

37.50 

97803198257,0 
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unter  B  die  beobachtete, 

unter  R  die  gerechnete  Anzahl  der  reinen   Gruppen, 

unter  B — R  die  Abweichung  der  zweiten  Zahl  von  der  ersten 
nach  Vorzeichen  und  Größe, 
schließlich  \B  —  R\  in  Prozenten  von  R. 

Der  Eindruck,  den  der  erste  Anblick  dieser  Tabellen  darbie- 
tet, kann  nur  der  sein,  daß  durchwegs  eine  gute  Überein- 
stimmung zwischen   Beobachtung  und   Rechnung  besteht. 

Gegen  das  Zusammenstoßen  der  vier  Städtematerialien  zu 
einem  Gesanitmaterial  könnten  drei  Bedenken  erhoben  wer- 
den. I.  handelt  es  sich  im  Gesamtmaterial  nicht  mehr  um 
„nacheinander  registrierte  Geburten";  2.  sind  die  zur  Ver- 
einigung gebrachten  Reihen  nicht  gleichartig  in  bezug  auf 
die  maßgebenden  Größen  M  und  F;  3.  an  den  Vereinigungs- 
stellen entstehen  neue  reine  Gruppen  und  kommen  andere  in 
Wegfall;  es  müssen  daraus  Differenzen  entspringen  zwischen 
den  Summen  analoger  Zahlen  der  Teilreihen  und  den  ent- 
sprechenden Zahlen  der  Gesamtreihe;  aber  diese  Differenzen 
sind  zu  geringfügig,  um  auf  das  Gesamtbild  einen  nennens- 
werten Einfluß  üben  zu  können.  Zum  Beleg  die  folgenden 
drei  Proben: 

Anzahl  aller  reinen  Grup-  Anzahl  der  reinen 

pen  („reine  Grupp.  üb.  O")  Gruppen  zu   l 

beobachtet     berechnet  beobachtet     berechnet 

Würzburg   ...    24663  24564,5  Würzburg   ...    12305  12282,5 

Fürth 24364         24563,5  Fürth 12046  12282,0 

Augsburg....    24371  24568,9  Augsburg 12154  12284,7 

Freiburg .    24426  24560,9  Freiburg 12 136  12280,7 

97824         98257,8  48641  49129,9 

Gesamtmaterial  97803         98257,0  Gesamtmaterial  48619         49128,7 

Anzahl  der  reinen  Gruppen  zu  5 
beobachtet  berechnet 

Würzburg 780  768,4 

Fürth 735  768,4 

Augsburg 813  768,2 

Freiburg 761  768,5 

3089  3073.5 

Gesamtmaterial   3088  3073>4 
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Sind  bei  den  zwei  ersten  Zusammenstellungen  zwischen 
Summe  der  Einzelreihen  und  dem  Gesamtmaterial,  was  die 
Beobachtungen  anlangt,  noch  nennenswerte  Differenzen  vor- 
handen, so  weist  die  dritte  Zusammenstellung  in  diesem  Be- 
lange keine  in  Betracht  kommende  Differenz  mehr  auf,  und 
bei  den  noch  höheren  Gruppen  herrscht  volle  Übereinstim- 
mung. Man  kann  also  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  dem 
Gesamtmaterial  den  Wert  nicht  absprechen. 

Nun  wollen  wir  den  beiden  Betrachtungsweisen  nach  „rei- 
nen Gruppen  zu  «"  imd  nach  „reinen  Gruppen  über  /z"  einige 
Aufmerksamkeit  schenken.  Der  Unterschied  läßt  sich  folgen- 
dermaßen kennzeichnen.  Bei  den  Summierungen,  die  bei  der 
Herstellung  der  Tabellen  der  zweiten  Art  aus  den  Tabellen 
der  ersten  Art  vorgenommen  werden,  erfolgt  ein  Ausgleich 
der  Schwankimgen  in  den  Beobachtungsergebnissen,  u.  zw. 
sowohl  in  der  Größe  als  auch  im  Vorzeichen.  Größere  Ab- 
weichungen in  einzelnen  „Gruppen  zu  /z"  können  bewirken, 
daß  in  den  ,, Gruppen  über  /z"  die  Zeiciienwechsel  zum  Teil 
oder  ganz  verschwinden.  Das  ist  z.  B.  der  Fall  bei  dem  Ge- 
samtmaterial, wo  die  zwei  beträchtlichen  Abweichungen  —  io,8 
und  —  5,2  bei  den  Gruppen  zu  9  und  zu  14  bewirken,  daß 
alle  Abweichungen  in  den  Gruppen  über  n  von  n  =  ^  aufwärts 
negativ  sind.  Noch  auffälliger  tritt  die  Erscheinung  im  Würz- 
burger Material  auf;  dort  haben  die  großen  Abweichungen 
—  46,2  und  — 22,7  bei  den  Gruppen  zu  4  und  6  zur  Folge, 
daß  bei  den  reinen  Gruppen  über  n  schon  von  «  =  3  aufwärts 
alle  Abweichungen  negativ  sind.  Es  ist  daher  nicht  gleichgül- 
tig, an  welcher  der  beiden  Tafeln  man  die  Betrachtungen  an- 
stellt; die  „Gruppen  zu  /z"  scheinen  mir  die  maßgebenden  zu 
sein. 

Marbe  sucht  nun  durch  eingehende  Vergleichung  der  Zah- 
lenreihen B  und  R,  durch  gruppenweise  Zusammenfassung 
und  Mittelbüdung  an  den  Abweichungen  B — R,  wobei  er  sich 
hauptsächlich  an  die  Gruppen  über  n  hält,  durch  Abzahlung 
der  Vorzeichen  usw.   den  Nachweis  zu  erbringen,  daß  sowohl 
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die  Einzelmaterialien  als  auch  das  Gesamtmaterial  unverkenn- 
bar die  Merkmale  jener  Erscheinung  darbieten,  der  er  den  Na- 
men ^^statistischer  Ausgleich"  gegeben  hat.  Alle  diese  Prozesse 
entbehren  des  allgemeinen  Interesses,  weü  sie  an  ein  spezi- 
elles Material  anknüpfen  und  immer  wieder  die  Frage  hervor- 
rufen, ob  denn  ein  anderes,  von  dem  behandelten  örtlich  oder 
zeitlich  oder  nach  beiden  Richtungen  verschiedenes  Material 
dieselben  Erscheinungen  aufweisen  würde.  In  einem  wesent- 
lichen Punkte  seiner  Beweisführung  befindet  sich  Marbe  in 
einem  Irrtum;  er  glaubt,  aus  seinen  Tabellen  es  als  ein  be- 
sonderes Merkmal  gerade  der  Geburten  ableiten  zu  können, 
daß  die  reinen  Gruppen  mit  wachsender  Größe  immer  stärker 
hinter   der   erwartimgsmäßigen   Anzahl  zurückbleiben,   indem 

er  die  Quotienten  — ^ —  bildet  und  auf  ihr  Anwachsen  hinweist. 

Dies  letztere  ist  aber  ein  Verhalten,  dessen  Notwendigkeit  theo- 
retisch nachweisbar  ist. 

Bezeichnet  man  mit  W^  die  Wahrscheinlichkeit  einer  reinen 
Gruppe  zu  n  Gliedern,  so  beträgt  die  mittlere  Abweichung  der 
beobachteten  Anzahl  solcher  Gruppen  von  der  rechnungs- 
mäßigen ^9 


und  die  erwartungsmäßige  Anzahl  der  Gruppen  selbst 
mithin  ist  das  Verhältnis  dieser  zwei  Größen 


da  nun  W^  mit  wachsendem  n  abnimmt,  so  wächst  das  Ver- 
hältnis, und  das  Ausmaß  dieses  Wachstums  ist  aus  der  fol- 
genden Tabelle,  gültig  für  das   Gesamtmaterial,   ersichtlich: 


^^  Mit  der  Kritik  dieser  Formel  beschäftigen  wir  uns  in  Nr.  99.     Ihre 
Anwendung  an  dieser  Stelle  wird  davon  nicht  betrofFen. 
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Reine  Grup- 

100^ 

Reine  Grup- 

100^ 

pen  zu 

'n 

pen   1X1 

•^« 

I 

0,39 

9 

7,18 

2 

0,60 

10 

10,14 

3 

0,87 

11 

14,31 

4 

1,26 

12 

21.15 

5 

1,79 

13 

28,51 

6 

2,54 

14 

40,16 

7 

3,59 

15 

56,80 

8 

5,08 

16 

79,06 

Was  von  der  mittleren  Abweichung,  dem  Repräsentanten  der 
einzelnen  Abweichungen  gut,  wird  auch  bei  diesen  in  die  Er- 
scheinung treten  müssen,  wenn  auch  nur  in  allgemeinen  Zu- 

gen.    Das   Anwachsen   des   Verhältnisses   — ^ —  mit  steigender 

Gruppengröße  ist  also  nur  ein  weiterer  Beleg  für  die  Über- 
einstimmung zwischen  Theorie  und  Beobachtung  und  darf 
nicht  als  eine  besondere  Eigentümlichkeit  der  vorliegenden 
Erfahrungsdaten  angesehen  werden. 

Ohne  auf  die  weiteren  Einzelheiten  der  Anal/se  Marbes 
an  den  Tabellen  einzugehen,  setze  ich  seine  Schlußfolgerungen 
im  Wortlaute  hierher,  um  ihnen  meine  eigene  Anschauung 
gegenüberzustellen : 

„Wenn  wir  eine  große  Anzahl  von  standesamtlich  nachein- 
ander registrierten  Geburten  ins  Auge  fassen,  die  männlichen 
Geburten  mit  m,  die  weiblichen  mit  /  bezeichnen,  und  wenn 
wir  dann  die  reinen  Gruppen  zu  i,  2,  3,  .  .  .  und  die  reinen 
Gruppen  über  o,  i,  2,  .  .  .  abzählen,  so  gelten  auf  Grund 
unserer  bisherigen  Erfahrungen  ungefähr  folgende 
durch  weitere  Untersuchungen  allerdings  noch  zu 
prüfenden  Sätze: 

I.  Die  wirkliche  Anzahl  aller  reinen  Gruppen  zu  i  bleibt 
hinter  der  wahrscheinlichsten   Anzahl  zurück. 

II.  Die  wirkliche  Gesamtzahl  aller  reinen  Gruppen  bleibt 
hinter  der  wahrscheinlichsten  Anzahl  zurück. 

III.  Die  durchschnittliche  wirkliche  Anzahl  aller  rei- 
nen Gruppen  zu  2,  3,  .  .  .   8  übersteigt  die  durchschnittliche 
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wahrscheinlichste  Anzahl,  die  durchschnittliche  wirkliche  An- 
zahl aller  reinen  Gruppen  zu  g,  10,  11,  .  .  .  bleibt  hinter  der 
durchschnittlichen  wahrscheinlichsten  Anzahl  zurück. 

IV.  Die  reinen  Gruppen  über  i,  2,  3,  .  .  .  7  sind  insgesamt 
häufiger,  die  reinen  Gruppen  über  8,  9,  10,  .  .  .  insgesamt  sel- 
tener, als  man  nach  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  erwarten 
sollte. 

V.  Von  /z  =  9  bleibt  die  wirkliche  Anzahl  der  reinen  Gruppen 
über  n  hinter  der  wahrscheinlichsten  mit  wachsender  Gruppen- 
größe verhältnismäßig  immer  mehr  zurück." 

Soweit  diese  Aussagen  mit  dem  Anspruch  auf  Allgemein- 
gültigkeit auftreten  —  und  trotz  der  vorsichtigen  Einleitung 
schließt  der  Wortlaut  diese  Meinung  nicht  aus  — ,  können  wir 
uns  ihnen  nicht  anschließen;  wir  können  sie  vielmehr  nur  als 
eine  Beschreibung  des  gerade  vorliegenden  Materials  gel- 
ten lassen. 

Nun  geht  aber  Marbe  einen  wesentlichen  Schritt  weiter, 
wenn  er  anschließend  an  die  obigen  Aussagen  hinzufügt: 

„Als  unbedingt  sichergestellt  sind  unter  den  genann- 
ten Voraussetzungen  folgende   Sätze  anzusehen: 

A.  Die  wirkliche  Anzahl  der  reinen  Gruppen  über  n  bleibt 
bei  größeren  Gruppen  von  einer  Gruppengröße  n  =  g  an  im 
allgemeinen  hinter  der  wahrscheinlichsten  Anzahl  zurück, 
während  dafür  andere  Gruppen  häufiger  vorkommen,  als  man 
nach  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  erwarten  müßte. 

B.  Die  wirkliche  Anzahl  der  reinen  Gruppen  bleibt  im  all- 
gemeinen hinter  der  wahrscheinlichsten  um  so  mehr  zurück, 
je  mehr  die  Zahl  der  Gruppenelemente  den  Wert  ^  übersteigt." 

Für  die  Aussage  B,  so  weit  es  sich  um  das  Quantitative 
handelt,  haben  wir  soeben  die  theoretische  Aufklärung  gege- 
ben. Die  Aussage  A  aber  können  wir  trotz  der  vorsichtigen 
Einschaltung  des  Beisatzes  „im  allgemeinen"  als  „unbedingt 
sichergestellt"  nicht  anerkennen.  Somit  können  wir  uns  auch 
der   Meinung   Marbe s  nicht  ausschließen,   „die   Lehre  vom 
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Statistischen  Ausgleich  sei  hiermit  für  ein  wichtiges  Tatsachen- 
material bewiesen." 

Unsere  Anschauung  über  die  Angelegenheit  ist  die  folgende : 
a  priori  geht  es  gar  nicht  an,  die  Anordnung  der  Geburten 
nach  dem  Geschlecht  dem  Schema  von  Ziehungen  aus  einer 
Urne  mit  konstant  bleibendem  Mischimgs Verhältnis  zweier 
Kugelsorten  unterzuordnen  und  aus  diesem  Schema  die  wahr- 
scheinlichkeitstheoretische Unterlage  für  die  Untersuchung  ab- 
zuleiten. Wenn  dieser  Weg  hier  ohne  weiteres  eingeschlagen 
wurde,  so  konnte  das  mit  Aussicht  auf  Erfolg  deshalb  ge- 
schehen, weil  bereits  durch  anderweitige  Untersuchungen,  na- 
mentlich die  von  Lexis,  dargetan  ist,  daß  unter  den  mensch- 
lichen Massenerscheinungen  gerade  die  Verteilung  der  Gebur- 
ten nach  dem  Geschlecht  in  hohem  Grade  den  Charakter  eines 
derartigen  Schemas  aufweist.  Würden  sich  jedoch  wesent- 
liche Abweichungen  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  her- 
ausgestellt haben,  so  wäre  der  nächstliegende  Gedanke  eigent- 
lich der  gewesen,  daß  die  Ursache  hiervon  in  dem  Nichtzu- 
tref  f  en  des  der  Rechnung  zugrunde  gelegten  Schemas  zu  suchen 
sei,  und  erst  in  zweiter  Linie  hätte  der  Verdacht  auf  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung als  solche  fallen  dürfen.  Nun  aber 
zeigen  die  Abweichungen  in  Wirklichkeit  nichts,  was  als  außer- 
ordentlich erscheinen  müßte,  besonders  wenn  man  die  reinen 
Gruppen  zu  n  ins  Auge  faßt,  die  das  Urmaterial  darstellen; 
man  kann  im  Gegenteil  von  einer  guten  Übereinstimmung 
sprechen. 

So  erblicke  ich  denn  in  Marbes  Untersuchungen  eine  neue 
umfassende  Bestätigung  dafür,  daß  sich  die  Geburten  in  bezug 
auf  das  Geschlecht  selbst  während  eines  längeren  Zeitraums 
sehr  nahe  so  verhalten  wie  zufällige  Ereignisse  mit  konstant 
bleibenden  Wahrscheinlichkeiten,  und  darin  liegt  meines  Er- 
achtens  ihr  wissenschaftlicher  Wert. 

Von  einem  solchen  naturphilosophischen  Ergebnis  kann  man 
sich  befriedigt  finden;  aber  für  jene  naturphilosophische  Auf- 
fassung, die  einen  Widerspruch  mit  der  Wahrscheinlichkeits- 
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rechnimg  konstatieren  und  ihn  aus  „gewissen  Bedingungen" 
und  aus  verborgenen  Abhängigkeiten  (im  vierten  Sinne)  erklä- 
ren will,  können  wir  uns  auch  jetzt  nicht  aussprechen.  20 

94.  Wenn  A^  Ereignisse  m  und  f,  deren  Wahrscheinlichkeiten 
M  und  F  sind,  in  der  Reihenfolge  ihres  Eintrittes  verzeichnet 
werden,  so  wäre,  wenn  M  und  F  a  priori  bestimmt  worden  wä- 
ren, in  der  vollständigen  Reihe  der  größte  Ausgleich,  d.h. 
die  größte  Annäherung  der  relativen  Häufigkeit  von  m  an  seine 
Wahrscheinlichkeit  M  zu  erwarten.  Ist,  wie  bei  den  in  Betracht 
stehenden  Geburten,  M  empirisch  aus  der  Gesamtreihe  be- 
stimmt worden,  so  erreicht  der  Ausgleich  seüi  Maximum,  in- 
dem die  relative  Häufigkeit  mit  der  Wahrscheinlichkeit  voll- 
kommen übereinstimmt.  Teilt  man  die  Reihe  in  gleiche  Frak- 
tionen ein,  so  ist  in  diesen  ein  imi  so  geringerer  Ausgleich  zu 


*"  Es  sei  hier  auf  die  eingehende  Kritik  hingewiesen,  die  v.  Bortkie- 
wiez,  Die  Iterationen  usw.,  an  den  Arbeiten  geübt  hat,  die  mit  Mar b es 
Untersuchungen  über  die  reinen  Gruppen  zusammenhängen.  Was  ins- 
besondere die  letzten  Arbeiten  Marbes,  betreffend  die  Geburten,  anlangt, 
so  sei  bemerkt,  daß  v.  Bortkiewicz  die  Komplikation  mit  in  Betracht 
gezogen  hat,  die  sich  aus  den  Zwillingsgeburten  ergibt,  deren  Einfluß  sich 
aber  an  dem  vorliegenden  Material  gar  nicht  verfolgen  läßt.  Bei  der  Be- 
urteilung der  Diskrepanzen  zwischen  Rechnung  und  Erfahrung  weist  v.  Bort- 
kiewicz auf  einen  Umstand  hin,  der  möglicherweise  einen  belangreichen 
Einfluß  genommen  haben  könnte.  Die  Untersuchung  sollte  streng  genom- 
men auf  die  natürliche  Ordnung  der  Geburtsfälle  gerichtet  sein,  d.  h. 
auf  die  Ordnung,  in  der  sie  sich  zeitlich  zugetragen  haben.  An  ihre  Stelle 
ist  die  Ordnung  der  Eintragung  in  die  Geburtenregister  getreten,  die 
sicher  mit  der  natürlichen  Ordnung  nicht  zusammenfällt,  ja  bei  der  mög- 
licherweise ein  absichtlicher  Einfluß  sich  geltend  gemacht  hat,  der  gerade 
auf  die  Iterationen  nicht  ohne  Wirkung  geblieben  wäre.  Es  ist  fast  als 
sicher  anzunehmen,  daß  die  Eintragungen  nicht  einzeln,  sondern  gruppen- 
weise und  dann  wohl  nicht  immer  in  der  Reihenfolge  vollzogen  werden, 
und  da  ist  weiter  die  Möglichkeit  nicht  von  der  Hand  zu  weisen,  daß  da- 
bei eine  gewisse  Ordnung  befolgt  wird  in  bezug  auf  das  Geschlecht.  Es 
ist  ganz  ausgeschlossen,  über  die  daraus  erwachsenden  Wirkungen  irgend- 
einen Aufschluß  zu  gewinnen.  Jedenfalls  ist  damit  ein  Umstand  berührt, 
der  zur  Vorsicht  mahnt,  aus  der  Vergleichung  mit  der  Theorie  allein  nicht 
allzuweit  gehende  Schlüsse  zu  ziehen. 
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erwarten,  je  kleiner  die  Fraktionen  sind.  Ginge  man  mit  der 
Teilung  bis  an  die  äußerste  Grenze,  nämlich  bis  zu  den  einzel- 
nen Elementen,  so  wäre  auch  die  unterste  Grenze  des  Aus- 
gleichs erreicht;  die  Werte  o  und  i  für  die  relative  Häufigkeit 
von  m  würden  in  bunter  Abwechslung  aufeinanderfolgen. 
Diese  äußersten  Werte  o  und  i  sind  nicht  zu  erwarten,  wenn 
die  Teilung  bis  zu  Fraktionen  geht,  die  größer  sind  als  die 
größten  bei  dem  Umfang  A^  noch  zu  erwartenden  reinen  Grup- 
pen. Sie  können  und  werden  im  allgemeinen  auch  eintreten, 
sobald  diese  Gruppengröße  unterschritten  ist. 

Die  reinen  Gruppen  spielen  also  bei  dem  fraktionsweisen 
Ausgleich  eine  Rolle,  und  diese  läßt  sich  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  auch  überblicken.  Reine  Gruppen  behindern  den  Aus- 
gleich um  so  mehr,  je  größer  sie  sind.  Treten  die  reinen  Grup- 
pen in  dem  Beobachtungsmaterial  in  der  Größe  und  Häufig- 
keit auf,  wie  es  der  Theorie  entspricht,  so  wird  auch  der  Aus- 
gleich in  den  Fraktionen  ein  gewisses  normales  Maß  erreichen, 
das  allerdings  mit  davon  abhängt,  wie  die  Schnitte  fallen,  die 
die  Fraktionen  voneinander  trennen.  Weicht  hingegen  das  Auf- 
treten der  reinen  Gruppen  von  dem  theoretisch  zu  erwartenden 
ab,  so  wird  dies  auch  einen  Einfluß  auf  den  fraktionsweisen 
Ausgleich  üben;  so  wird  ein  Überschuß  an  reinen  Gruppen 
den  Ausgleich  ungünstig  beeinflussen,  ihr  Zurückbleiben  wird 
ihn  begünstigen;  selbstverständlich  wird  dabei  auch  die 
Größe  der  vermehrten,  bzw.  verminderten  reinen  Gruppen 
mitsprechen.  So  viel  steht  also  fest,  daß  zwischen  dem  frak- 
tionsweisen Ausgleich  und  den  Abweichungen  im  Auftreten 
der  reinen  Gruppen  ein  Zusammenhang  besteht.  Als  ein  Symp- 
tom dieser  Abhängigkeit  kann  die  Verteilung  der  relativen 
Häufigkeiten  von  m  in  den  Fraktionen  angesehen  werden. 

Auch  nach  dieser  Richtung  hat  Marbe  sein  Geburtenmate- 
rial einer  Untersuchung  unterzogen,  und  zwar  geschah  dies 
an  den  zwölfgliedrigen  Fraktionen,  in  die  er  das  Würzburger 
Material  geteilt  hatte  und  die  schon  den  Gegenstand  einer 
Betrachtung  gebildet  haben   (Nr.  89).    In  diesen  Fraktionen 
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kann  die  relative  Häufigkeit  von  m  einen  der  13  Werte 

12'   12'   12'    ■  '  ■   12 

annehmen;  sie  entsprechen  den  13  dort  unterschiedenen  Klas- 
sen der  zwölfgliedrigen  Gruppen.  Die  Wahrscheinlichkeiten, 
mit  welchen  diese  Gruppen  zu  erwarten  sind,  kommen  als  Glie- 
der der  Entwicklimg  von 

zustande,  und  ihre  erwartungsmäßigen  Anzahlen  sind  durch 
die  Glieder  der  Entwicklung  des  Produktes 

gegeben.  Die  Zusammenstellung  dieser  Rechnungsergebnisse 
mit  den  wirklich  eingetretenen  Anzahlen  liefert  das  folgende 
Büd2i: 

R  1  f       H"  fi  ke't  Beobachtete  Berechnete 

_    ^  Wiederholungszahl   der   Gruppen  mit   neben- 

stehender  Häufigkeit 


o  0,8 

9  9,6 

38  55,1 

179  192,1 

444  451,7 

788  755,5 

942  921,3 

871  825,4 

494  539,2 

242  250,5 

76  78,6 

13  14,9 

o  1,3 


4096  4096 


**  Daraus,  daß  in  dem  Würzburger  Material  drei  reine  Gruppen  zu  12 
vorkamen,  während  keine  der  zwölfgliedrigen  Fraktionen  die  relative  Häu- 
figkeit ~  und  Jg  aufweist,  geht  hervor,  daß  diese  reinen  Gruppen  bei  der 
Fraktionierung  zerschnitten  wurden. 

Wiss.  u.  Hyp.  24:  Czuber,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  I9 
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Die  Kolonne  der  beobachteten  Werte  zeigt  genau  den  a  priori- 
zu  erwartenden  Aufbau:  bei  dem  geringen  Unterschied  zwi- 
schen M  und  F  war  vorauszusehen,  daß  Gruppen  mit  der  re- 
lativen Häufigkeit  ^^  am  stärksten  vertreten  sein  werden;  der 
Ungleichheit  von  M  und  F  entspricht  die  Asymmetrie  in  bezug 
auf  diese  größte  Wiederholungszahl,  und  wie  es  das  Größen- 
verhältnis /'<  M  erwarten  läßt,  sind  die  Zahlen  der  oberen 
Hälfte  der  Reihe  kleiner  als  die  korrespondierenden  Zahlen 
der  unteren  Hälfte. 

Darin  nun,  daß  die  relative  Häufigkeit  -§  ^^^  ^i®  ihr  zu  bei- 
den Seiten  benachbarten  Häufigkeiten  ^|  und  ^^  öfter  aufge- 
treten sind,  als  zu  erwarten  war,  während  alle  andern  hinter 
der  Erwartung  zurückgeblieben  sind,  ist  das  Korrelat  zu  dem 
von  der  Theorie  abweichenden  Auftreten  der  reinen  Gruppen, 
das  demnach  von  solcher  Art  war,  daß  es  den  fraktionsweisen 
Ausgleich  begünstigte. 

Ein  ebensolches  Büd,  wenn  auch  in  wesentlich  abgeschwäch- 
tem Maße,  ergaben  die  Fürther  imd  die  Freiburger  Geburten; 
hingegen  stellten  sich  bei  den  Augsburger  Geburten  die  um- 
gekehrten Verhältnisse  ein:  die  relativen  Häufigkeiten  ^»  ^»  ^ 
blieben  zusammen  hinter  der  Erwartung  etwas  zurück,  während 
die  relativen  Häufigkeiten  unter  ~  ^^^  jene  über  ^,  je  zusam- 
mengenommen, die  Erwartung  um  ein  Geringes  überwogen. 

Auch  dieses  Ergebnis,  das  nichts  anderes  ist  als  eine  Kenn- 
zeichnung des  hier  vorliegenden  Geburtenmaterials  von  einer 
andern  Seite,  formuliert  Marbe  als  ein  solches  von  allge- 
meiner Gültigkeit  und  gibt  der  beschriebenen  Erscheinung 
einen  besonderen  Namen,  indem  er  sie  als  „Prävalenz  der  Nor- 
malgruppen" bezeichnet;  den  Namen  Normalgruppen  recht- 
fertigt er  damit,  daß  in  ihnen  die  relative  Häufigkeit  von  m 
seiner  Wahrscheinlichkeit  M  am  nächsten  kommt.  Freüich 
läßt  er  die  Frage  offen,  wie  sich  größere  und  wie  sich  kleinere 
Fraktionen  bei  der  gleichen  Behandlung  verhalten  werden, 
fügt  aber  hinzu:  „Offenbar  gut  die  Tatsache  der  Prävalenz 
der  Normalgruppen  auch  für  alle  andern  Gebiete,  in  denen 


t 
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der  statistische  Ausgleich  stattfindet,  wenn  vielleicht  auch  nicht 
für  die  Gruppen  zu  12,  so  doch  für  Gruppen  von  mehr  als  12 
Elementen."  Ich  vermag  dieser  Induktion  kein  großes  Ver- 
trauen entgegenzubringen,  schon  mit  Rücksicht  auf  die  Ge- 
geninstanz Augsburg. 

95.  Die  4096  zwölfgliedrigen  Gruppen  der  Würzburger  Ge- 
burten zeigten,  wie  schon  erwähnt  worden,  bei  ihrer  Verglei- 
chung  mit  dem  gleich  umfangreichen  Lexikon  der  Variationen 
mit  Wiederholung  der  zwei  Elemente  m  und  /  zur  12.  Klasse, 
daß  ein  erheblicher  Teü  der  Variationen  unter  den  Gruppen 
gar  nicht  vorkam,  während  andere  wiederholt,  bis  fünfmal, 
unter  ihnen  erschienen  waren.  Dieser  Sachverhalt  war  voraus- 
zusehen; denn  sollte  es  anders  sein,  so  müßten  die  Gruppen 
nichts  anderes  als  eine  Wiederholung  der  Variationen  in  ir- 
gendeiner Anordnung  sein,  dagegen  spricht  schon  der  Um- 
stand, daß  den  einzelnen  Variationen  je  nach  ihrer  Zusammen- 
setzung aus  m  und  /  verschiedene  Wahrscheinlichkeit  zukommt, 
und  zwar  bewegt  sich  diese  beispielsweise  bei  dem  Würz- 
burger Material  zwischen  den  äußersten  Werten  0,000  [  866  (=  F^^) 
und  0,0003174  (=yT/^^. 

Die  Vergleichung  mit  dem  Lexikon  ist  auch  an  den  Ge- 
burten aus  den  drei  andern  Städten  durchgeführt  worden; 
die  dabei  gewonnenen  Resultate  sind  die  folgenden: 

Variationen  des  Lexikons  kom-  ^ 
men  unter  den  Gruppen  vor 
omal 

1  „ 

2  „ 

3  » 

4  ,, 

5  „ 

6  „ 

4096  4096  4096  4096 

Die  Verhältnisse,  die  sich  in  diesen  Zahlen  ausdrücken,  sind 
verwickelter  Natur,  und  die  rechnerische  Bestimmung  der  er- 
wartungsmäßigen Werte  wäre  eine  außerordentlich  mühsame 

19* 


ürzburg 
1512 

Fürth 
1493 

Augsburg 
1519 

Freibu 
1513 

1474 

1511 

1493 

1517 

786 

788 

746 

723 

258 

222 

261 

262 

54 

70 

58 

59 

12 

9 

18 

21 

3 

I 

I 
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Arbeit.  Daß  die  vier  Zahlenkolonnen  angenähert  dasselbe  Büd 
darbieten,  liegt  an  den  geringen  Unterschieden  zwischen  den 
zugrunde  liegenden  Wahrscheinlichkeiten  M,  F.  Marbe  wollte 
es  verständlich  machen,  daß  ein  so  erheblicher  Teü  der  Varia- 
tionen unter  den  Gruppen  nicht  vertreten  ist  (durchwegs  über 
360/0  der  Gesamtzahl).  Die  bezügliche  Untersuchung  bietet 
vom  Standpunkt  der  Kombinatorik  genügendes  Interesse,  um 
es  zu  rechtfertigen,  daß  sie  hier  in  abgeänderter  Darstellung 
wieder  gegeben  wird. 

1.  Aus  den  Elementen  ^/,y  lassen  sich  2"  ==  ^  Variationen  mit 
Wiederholung  zur  w-ten  Klasse  bilden;  man  bezeichne  sie  in  der 
Reihenfolge,  in  der  sie  nach  irgendeinem  Prinzip  gebildet  wer- 
den, mit 

(I),(2),(3),...(*) 

—  es  wäre  dies  bei  «=12  das  Marbe  sehe  Lexikon.  Jede  die- 
ser Variationen  hat  eine  bestimmte  Wahrscheinlichkeit 

und  jede  dieser  Wahrscheinlichkeiten  besitzt  die  Form  M^F*Pj 
wobei  fi-\-  (p  =  n  ist. 

2.  Aus  diesen  Variationen  als  Elementen  lassen  sich  ^Va- 
riationen mit  Wiederholung  zur  k-ten  Klasse  (Zusammenstellun- 
gen) bilden. 

Enthält  eine  solche  Zusammenstellung  die  Elemente 

(l),{2),(i),...{k) 

in  den  Wiederholungszahlen  M 

«1»  c^s»  «3»  •  •  •  «*» 

so  ist  notwendig  jedesmal  «j  -f  «2  H h  «*  ==  ^  ^^^   es   kommt 

der  Zusammenstellung  die  Wahrscheinlichkeit  f 


'1  -/'2     •••/'* 
zu. 


A«x^/«...A«A: 


Alle  diese  Wahrscheinlichkeiten  werden  untereinander  gleich, 
wenn  M=  /'^  y,  denn  dann  ist  jedes  pi  =  (j)"  und  jedes 


i 
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3.  Unter  dieser  speziellen  Voraussetzung  läßt  sich  eine  Ab- 
zahlung und  Wahrscheinlichkeitsbestimmung  der  unter  einander 
wesentlich  verschiedenen  Klassen  von  Zusammenstellungen  (ver- 
schieden nach  der  Anzahl  und  Wiederholung  der  auftretenden 
Elemente  (i),  (2),  . . .  {k))  vornehmen,  während  sich  dies  bei  M^  F 
•sehr  umständlich  gestalten  würde;  aber  auch  die  Gewinnung  die- 
ser Übersicht  verursacht  nicht  unerhebliche  Mühe,  selbst  wenn 
man  sich  auf  «  =  3  beschränkt.  Dann  ist  nämlich  ^=2^=8, 
^==8^=16777216,  d.h.  aus  den  Elementen  »2,/ lassen  sich 
8  Variationen  zu  je  3  Elementen  bilden,  und  diese  8  Variationen 
können  auf  16777216  Arten  zu  je  8  mit  Wiederholung  zusam- 
mengestellt werden.  Jede  solche  Zusammenstellung  hat  die  Wahr- 
scheinlichkeit (-g)^'^  und  die  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten 
aller  Zusammmenstellungen  beträgt  8^-  (|^)^*^=  i,  wie  es  sein  muß. 

Die  Zusammensetzung  dieser  Zusammenstellungen  nach  der 
Anzahl  (v)  der  dazu  verwendeten  Elemente  aus  der  Reihe 
(i),  (2),  ...  (8)  und  deren  Wiederholungszahl  («)  ist  aus 
der  folgenden  Tabelle  ersichtlich,  deren  Anlage  nachstehend 
gekermzeichnet  ist.  Die  erste  Kolonne  enthält  die  fortlaufende 
Nummer  der  Klassen  von  Zusammenstellungen.  Die  nächsten 
drei  Kolonnenpaare  geben  an,  aus  wie  vielen  verschiedenen 
Elementen  (i),  (2),  .  .  .  (8)  und  in  welcher  Wiederholungs- 
zahl sie  gebüdet  sind ;  so  besteht  die  Klasse  [  i  ]  aus  allen  8 
Elementen,  jedes  nur  einmal  gesetzt;  die  Klasse  [9]  umfaßt 
Zusammenstellungen,  die  aus  einem  viermal  gesetzten,  einem 
andern  zweimal  und  noch  zwei  andern  je  zweimal  gesetzten 
Elementen  bestehen,  so  daß  sie  im  ganzen  nur  4  von  den 
Elementen  enthalten  usw.  In  jeder  Zeile  ist  die  Summe  der 
Produkte  va  gleich  8.  In  der  letzten  Kolonne  ist  dann  der  Um- 
fang der  betreffenden  Klasse  angegeben. 

Aus  dieser  Zusammenstellung  geht  das  starke  Überwiegen 
jener  Klassen  hervor,  in  deren  Gliedern  eine  oder  mehrere 
der  8  Variationen  fehlen,  über  diejenigen,  in  welchen  alle 
8  Variationen  vertreten  sind. 
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Klassen- 

Nr. 


Anzahl  d.  {    Anzahl 
vorkom-  :  d.  fehlen 
menden    i       den 
Elemente  Elemente 


Umfang  der  Klasse 
Formel  Zahlwert 


[I] 
[2] 

[3] 
[4] 
[5] 
[6] 
[7] 
[8] 
[9] 

[10] 
[12] 

[13] 
[H] 
[15] 
[16] 

[17] 
[.8] 

[19] 

[20] 
[21] 
[22] 


8\  8! 

8/(1!)« 

8./7\_8!_ 

1/ V6/  2!(i!)« 

8W7\^!_ 

i/\5/2!(i!)5 

8\/6\   8! 

8W7\^!_ 

1/V4/  4!(i!)* 
«\/7W6x_8!_ 

i/\i/\3^3!2!(xJ)» 
«W5\_8!_ 
3/V2;  (2 !)»(!!)'' 

x/\3/5l(i!)' 

I  /  V  I  /  \  2  /  4 !  2  !  (I I)" 

:)(0(0 


3!(2!)"xl 
8\/6\    81 

2/\2/  (3!)Mi!)* 
8\  8! 
1/(2')* 
8W7X_8!_ 
ll\2)  6\(il)^ 

:)C)a).-^ 

8W7\_8i_ 

l/V2/l!(2!)2 

8\/6\   8! 
2/\i/(3!)''2! 

1/ Vi/6!2! 

8\  8! 

2/(Tü^ 

8\  8| 
1/8! 


40320 

I 128960 

I 128960 

4233600 

470400 

3  763  200 

2822400 

94080 

705  600 

141 1200 

470400 

176400 

9408 

56448 

94080 

70560 

94080 

448 

1568 

3136 

i960 

8 

16777216 


95-  Zwölfgliedrige  Variationen 


Es  fehlen  Elemente 

in  den  Klassen 

in  der  Anza 

0 

[1] 

40320 

I 

[2] 

1 128960 

2 

[3]- [4] 

5362560 

3 

[5] -[7] 

7056000 

4 

[8] -[.2] 

2857680 

5 

M-C>7] 

324576 

6 

[I8l-[2I] 

7112 

7 

[22] 

8 

I67772I6 

Lägen  also  3-8  =  24  Beobachtungen  über  das  Ereignispaar 
m,  f  vor  und  zerlegte  man  ihre  Reihe  in  8  Gruppen  zu  je  drei 
3,  so  könnten  diese  aus  dem  zugehörigen  Lexikon  der  2^  =  8 
Variationen  auf  16  777  216  Arten  zusammengestellt  sein,  imd 
nur  40320  dieser  Zusammenstellungen  umfassen  alle  Varia- 
tionen, in  allen  übrigen  fehlen  eine  oder  mehrere  derselben; 
bei  der  gemachten  Annahme  M==F  betrüge  also  die  Wahr- 
scheinlichkeit, daß  in  dem  beobachteten  Material  keine  Varia- 
tion des  Lexikons  fehlt,  bloß  j^^^^i&'y  ^^^  Komplement  dazu  wäre 
dann  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  darin  mindestens  eine  der 
Variationen  nicht  vorkommt.  Es  hat  hiernach  nichts  Befrem- 
dendes, daß  in  den  zwölfgliedrigen  Gruppen  der  Geburten  in 
den  vier  Städten  ein  so  beträchtlicher  Teil  der  Variationen  des 
Lexikons  fehlt.  Für  diesen  Fall  eine  Untersuchung  des  Sach- 
verhalts anzustellen  und  die  theoretische  Verteilung  der  o,  i, 
2,  3,  .  .  .  mal  zu  erwartenden  Variationen  zu  bestimmen,  wäre 
in  der  Tat  eine  kaum  zu  bewältigende  Arbeit.  22 


**  Bortkiewicz  (Die  Iterationen  usw.  S.  201)  macht  hierzu  die  Be- 
merkung, daß  die  Feststellung  dieser  Verteilung  nicht  nur  keine  unüber- 
windlichen Schwierigkeiten  bereitet,  sondern  mit  der  größten  Leichtigkeit 
vor  sich  gehen  kann,  dies  allerdings  unter  der  Voraussetzung,  daß  man 
von  der  Verschiedenheit  zwischen  M  unb  F  absieht.  Denn  unter  dieser 
Voraussetzung   seien   alle   Variationen   des   Lexikons    gleichmögliche   Fälle, 

jeder   komme   die   Wahrscheinichkeit  —  zu,  wenn  n  die  Anzahl  der  Varia- 

tionen  (im  vorliegenden  Falle  «  =  2^' =  4096);  und  da  n  auch  die  Anzahl 
der   zwölfgliedrigen   Gruppen   in  jedem    der  vier   Städtematerialien   sei,   so 
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96.  Die  Frage,  welche  Marbe  im  19.  Kapitel  seines  Buches 
erörtert:  wie  die  sogenannten  „Normalgruppen"  (bei  ihm  jene 
Zwölfergruppen,  in  denen  m  entweder  5  oder  6  oder  7  mal 
vorkommt)  unter  den  o,  i,  2,  .  .  .  mal  sich  wiederholenden 
Gruppen  (Variationen)  des  Lexikons  auftreten,  böte  an  sich 
kein  besonderes  Interesse;  aber  die  Art  ihrer  Behandlung  gibt 
zu  einigen  Bemerkungen  Anlaß.  Schon  die  Möglichkeiten,  die 
Marbe  bezüglich  dieses  Auftretens  ausspricht,  wird  man  a 
limine  zurückweisen;  warum  sollten  die  Normalgruppen  die 
omal  vorkommenden,  also  fehlenden  Variationen  des  Lexi- 
kons meiden  oder  die  öfter  sich  wiederholenden  bevorzugen? 
Auch  eine  ganz  regellose  Verteilung  der  Normalgruppen  unter 


stelle   sich   die   erwartungsmäßige  Anzahl    der   ;;2-nial   sich   wiederholenden 
Variationen  auf 


"Oim-w 


Da  des  weiteren  m  gegen  n  nur  ganz  kleine  Werte  annehme,  könne 
von  der  Näherungsformel  für  kleine  Ereigniszahlen  Gebrauch  gemacht  wer- 
den, die  auf  den  gegenwärtigen  Fall  angewendet  lautet 

ne 
(c)  -ZZTT' 


Dazu  sei  bemerkt,  daß  die  erwähnte  Voraussetzung,  die  die  große  Er- 
leichterung herbeiführt,  wohl  nicht  in  besonderem  Maße  zutrifft;  denn  bei 
dem  Würzburger  Material  variieren  die  Wahrscheinlichkeiten  der  verschie- 
denen Variationen  zwischen  den  Extremen 

/'i«  =  0,0001867 

und  yJ/^*  =  0,0003174, 

deren  oberes  fast  das  Doppelte  des  unteren  ausmacht;  die  durch  M*F^ 
gekennzeichneten  Variationen  haben  einzeln  die  Wahrscheinlichkeit  0,0002434» 
die  fast  gleichkommt  der  durchschnittlichen  Wahrscheinlichkeit 

I 

=  0,0002441. 

4096 

Wie  weit  also  die  obige  Verteilungsformel  (c)  eine  Annäherung  an  den 
wirklichen  Sachverhalt  darstellt,  wäre  selbst  wieder  Gegenstand  einer  sehr 
schwierigen  Untersuchung. 


I 
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den  Variationen  wird  niemand  vermuten,  weil  es  sich  sozu- 
sagen um  ein  .^organisiertes"  Material  handelt,  dem  die  zu- 
grunde liegenden  Wahrscheinlichkeiten  M  und  F  ein  bestinun- 
tes  Gepräge  verleihen.  Zuzugeben  ist,  daß  die  apriorische  Auf - 
klärung  dieser  Verhältnisse  ein  schwer  zu  lösendes  Problem 
bilden  würde ;  aber  auf  empirischem  Wege  läßt  sich  genügende 
Auskunft  erlangen. 

Unter  den  4-4096=  16384  Zwölfergruppen  des  Gesamt- 
materials  kamen  die  4096  Variationen  des  Lexikons  in  jenen 
Häufigkeiten  vor,  die  aus  der  Kolonne  (2)  der  nachfolgenden 
Tafel  zu  ersehen  sind.  In  der  Kolonne  (3 )  ist  dann  angegeben, 
wie  viele  Normalgruppen  unter  diesen  Variationen  gezählt  wor- 
den sind.  Diesen  Zählungsergebnissen  sind  in  der  Kolonne  (4) 
jene  Anzahlen  beigefügt,  die  nach  den  apriorischen  Wahr- 
scheinlichkeiten der  Normalgruppen  zu  erwarten  gewesen  wä- 
ren; diese  Anzahlen  ergeben  sich  also  durch  Multiplikation 
der  Zahlen  in  der  Kolonne  (2)  mit 

worin  M.  und  F  sich  auf  das  Gesamtmaterial  beziehen;  das 
Produkt  dieser  selben  Wahrscheinlichkeit  mit  der  Zahl  16384 
gibt  die  erwartungsmäßige  Anzahl  der  Normalgruppen  in  dem 
Gesamtmaterial  gleich 

10010,3 

Büdet   man   die    Produkte   gleichstelliger   Glieder   der  Ko- 
lonnen (i)  und  (3)  einerseits  und  (i)  und  (4)  anderseits  und 
summiert  sie,  so  erhält  man  die  beiden  Zahlen 
10169,  10009,1. 

Aus  der  nahen  Übereinstimmung  dieser  beiden  Zahlen  unter- 
einander und  mit  der  davor  stehenden  Zahl  sowie  aus  dem 
Anblick  der  Kolonnen  (3)  und  (4)  geht  unzweifelhaft  her- 
vor, daß  I.  die  Normalgruppen  sich  ganz  unparteiisch  auf 
die  verschieden  oft  sich  wiederholenden  Variationen,  eben  ihrer 
Anzahl  entsprechend,  verteilt  haben,  und  2.  daß  die  Gesamt- 
zahl der  Normalgruppen,  entsprechend  der  an  dem  Material 
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Absolute 
Häufig- 
keit 

Zahl  der 
Gruppenfor- 
men der  ne- 
benstehen- 
den Häufig- 
keit 

Darin  ge- 
zählte Nor- 
malgruppen 

Auf  (2)  rech- 
nungsmäßig 
entfallende 
Normal- 
gruppen 

Prozenti- 
sches Ver- 
hältnis von 

(3)  zu  (2) 

Abweichung 
vom  Ge- 

samtverhält- 
nis  61,2 

Quadrat 
der  Ab. 
weichung 

(!) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

0 

76 

39 

46,2 

51,3 

+  9,9 

98,01 

I 

320 

188 

195,5 

58,8 

+  2,4 

5.76 

2 

601 

350 

367.2 

58,2      ^ 

+  3,0 

9.00 

3 

783 

485 

478,3 

61,9 

-0,7 

0,49 

4 

776 

480 

474.1 

61,9 

-0,7 

0,49 

5 

667 

430 

407,5 

64,5 

-3,3 

10,89 

6 

404 

236 

246,8 

58,4 

+  2,8 

7,84 

7 

245 

153 

149,7 

62,4 

—  1,2 

1,44 

8 

132 

91 

80,6 

68.9 

-7.7 

59,29 

9 

55 

32 

33,6 

58,2 

+  3,0 

9.00 

10 

27 

15 

16,5 

55,6 

+  5.6 

31,36 

II 

7 

6 

4.3 

. 

12 

2 

2 

1,2 

. 

. 

13 

I 

I 

0,6 

. 

4096 

2508 

2502,3 

40,3 

233,57 

beobachteten  „Prävalenz"  derselben,  die  erwartungsmäßige 
übertrifft  (um  10 169 — 10009,1  =  159,9,  d.  i.  1,60/0  der  er- 
wartungsmäßigen). 

Marbe  wendet  seine  Aufmerksamkeit  dem  prozentischen 
Anteil  der  Normalgruppen  an  den  Variationen  der  Kolonne 
(2),  der  aus  der  Kolonne  (5)  zu  entnehmen  ist,  zu.  Der  Umstand, 
daß  er  diese  Rechnung  bis  an  den  Schluß  der  Tafel  geführt 
hat,  also  auch  für  die  sehr  kleinen  Beobachtungszahlen  der 
II,  12  und  13 mal  sich  wiederholenden  Variationen,  verleitet 
ihn  zu  Urteilen,  die  unbegründet  sind.  Für  diese  letzten  drei 
Posten  ergaben  sich  nämlich  die  Prozentsätze  85,7,  100,0,  100,0, 
und  diese  ganz  unsicheren  Zahlen  veranlassen  ihn  zur  Auf- 
stellung des  folgenden  Satzes:  „Wenn  wir  eine  große  Anzahl 
aufeinanderfolgender  Geburten  in  Gruppen  zu  12  oder  größere 
Gruppen  einteilen,  so  weisen  die  öfter  vorkommenden  Grup- 
penformen im  allgemeinen  mehr  Normalgruppen  auf  als  die 
seltener  vorkommenden,  und  zwar  wächst  der  Prozentsatz  der 
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Normalgnippen  bis  zur  Erreichung  des  Maximums  um  so  mehr, 
je  größer  die  Häufigkeit  der  fraglichen  Gruppenformen  ist." 
Niemand,  der  auf  unsere  um  die  drei  letzten  Glieder  abgekürzte 
Kolonne  (5)  blickt,  wird  etwas  von  dem  hier  geschilderten 
Verhalten  wahrnehmen,  \vird  vielmehr  —  von  den  unvermeid- 
lichen Schwankungen  abgesehen  —  auf  eine  gleichmäßige 
Verteilung  der  Normalgruppen  urteilen.  Diese  Schwankungen, 
durch  die  in  der  Kolonne  (6)  angeführten  Abweichungen  vom 

Gesamtprozentsatz  100  •  -^  =  61,2  ausgedrückt,  tragen  den  Cha- 
rakter des  Zufälligen  an  sich;  der  Durchschnitt  ihrer  absoluten 
Werte  ist  3,65,  ihr  quadratisches  Mittel  beträgt  4,61,  und  der  Quo- 
tient ~-  =  1,262  stimmt  mit  dem  theoretischen  Wert  1/ —  =1,253 
sehr  gut  überein, 

97.  In  den  Kapiteln  20  und  21  nimmt  Marbe  jene  Ereignis- 
arten wieder  auf,  die  ihm  in  seiner  ersten  Schrift  als  Erfah- 
rungsgrundlage gedient  hatten,  nämlich  die  Ereignisse  bei 
Glücksspielen  und  diesen  ähnlichen  Anordnungen.  Will  man 
eine  Reihe  zufälliger  Ereignisse  von  solcher  Ausdehnung  selbst 
herstellen,  die  notwendig  ist,  um  daran  Vergleichungen  der 
Theorie  mit  der  Erfahrung  vornehmen  zu  können,  so  erfor- 
dert dies  außerordentlich  viel  Mühe,  Zeit  und  Umsicht.  In- 
dessen hat  das  große  Interesse  an  der  Sache  namhafte  For- 
scher wiederholt  veranlaßt,  sich  solch  beschwerlicher  Arbeit 
zu  unterziehen,  in  der  Erwägung,  daß  dann  die  richtige  kri- 
tische Würdigung  der  erlangten  Resultate  am  meisten  gesichert 
ist.  Es  bietet  sich  aber  auch  der  Gedanke  dar,  bereits  vorhan- 
dene lange  Ereignisreihen  für  den  gedachten  Zweck  auszu- 
nützen. Ein  Beispiel  dieser  Art  und  großen  Stils  sind  Mar- 
bes  Geburt enreüien,  deren  einwandfreie  Herstellung  ihre  Eig- 
nung für  wissenschaftliche  Zwecke  außer  Frage  stellt. 

Anders  steht  es  mit  Spielergebnissen  und  Versuchen,  die 
nach  Art  der  Glücksspiele  ausgeführt  worden  sind,  z.  B.  mit 
Münz-  und  Würfelversuchen  u.  ä.   Hier  muß,  bevor  man  aus 
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den  Resultaten  Schlüsse  zieht,  und  namentlich  bevor  man  etwa 
auftauchende  Inkongruenzen  oder  gar  Widersprüche  der 
Theorie  zur  Last  zu  legen  sich  anschickt,  die  Vorfrage  ge- 
stellt und  erörtert  werden,  ob  der  Hergang  bei  den  Spielen 
oder  den  Versuchen  den  Voraussetzungen  der  Theorie,  soweit 
man  dies  überhaupt  zu  durchblicken  vermag,  entspricht;  erst 
wenn  die  Frage  bejaht  werden  kann,  wäre  ein  Anlaß  zu  Be- 
denken gegen  die  Richtigkeit  der  Theorie  gegeben,  den  man 
aber  nicht  ohne  die  äußerste  Vorsicht  weiter  verfolgen  wird, 
schon  in  der  Erwägimg,  daß  die  Theorie  bereits  so  vielfach 
durchdacht  und  so  vielfältig  mit  Erfolg  angewendet  worden 
ist,  während  Erfahrungs reihen  nie  so  vollständig  zu  durch- 
blicken sind,  um  mit  Sicherheit  sagen  zu  können,  daß  der 
Grund  der  Inkongruenzen  nicht  in  ihnen  selbst  liegen  könne. 
Marbe  war  ursprünglich  daran,  sich  das  zu  seinen  Forschun- 
gen nötige  Material  durch  eigene  Versuche  mit  Münzen  und 
Kugeln  zu  beschaffen,  ging  aber  alsbald  davon  ab  und  wandte 
sich  bereits  vorhandenen  Ereignisreihen  zu. 

In  seinem  jüngsten  Buche  benützt  er  8178  Resultate  von 
Münzwürfen,  die  K.  Pearson  zu  wissenschaftlichen  Zwecken 
ausführen  ließ  und  gegen  die,  was  den  befolgten  Vorgang  be- 
trifft, sicher  keine  Bedenken  obwalten.  Ob  aber  die  Münze  so 
beschaffen  war,  daß  sie  den  beiden  Seiten  gleiche  Möglich- 
keit des  Erscheinens  bot,  ist  eine  Frage,  die  nur  auf  dem  Wege 
der  Erfahrung,  durch  wiederholte  Wurfreihen,  erledigt  werden 
könnte.  Da  über  das  Gesamtergebnis,  wie  oft  Wappen  und 
wie  oft  Schrift  fiel,  keine  Mitteilung  gemacht,  die  Aufmerk- 
samkeit vielmehr  bloß  auf  die  reinen  Gruppen  gerichtet  und 
hierbei  wieder  kein  Unterschied  gemacht  wird,  wie  viele  von 
den  reinen  Gruppen  verschiedener  Größe  aus  Wappen  und 
wie  viele  aus  Schrift  bestanden  haben,  so  kann  man  sich  über 
die  Beschaffenheit  der  Münze  kein  Urteil  bilden. 

Des  weiteren  nimmt  Marbe  Ergebnisse  des  Roulettespiels 
in  Monte  Carlo  wieder  auf;  die  Aufzeichnungen  hierüber  hat 
er  aus  zwei  Quellen  geschöpft:  aus  einer  von  einem  gewissen 
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Henri  veranstalteten  periodischen  Publikation  des  Titels  „Le 
Pointeur"  über  die  Permanenzen  (so  viel  wie  reine  Gruppen), 
die  während  einer  bestimmten  Zeit  an  einer  bestimmten  Rou- 
lette in  Monte  Carlo  beobachtet  worden  sind  —  näheres  über 
die  Art  der  Entstehung  dieser  Aufzeichnungen,  die  zu  Spiel- 
zwecken gemacht  worden  sind,  konnte  nicht  in  Erfahrung  ge- 
bracht werden;  und  aus  einer  periodischen  Schrift,  die  unter 
dem  Titel  „Le  Monaco"  erschien  und  Wochenberichte  über 
Spielresultate  in  Monte  Carlo  brachte,  welche  sich  nicht  auf 
einen  bestimmten  der  dort  aufgestellten  Apparate  bezogen  und 
über  deren  Entstehung  völliges  Dunkel  herrscht;  Marbe  hat 
denn  auch  die  aus  dem  Monaco  geschöpften  Daten  in  seiner 
neuen  Schrift  als  Beweismaterial  aufgegeben.  Wir  werden  dar- 
auf noch  mit  einigen  Worten  zurückkommen. 

Vorher  eine  Mitteilung  über  die  Art  der  Verwendung  der  Er- 
gebnisse des  Roulettespiels.  Es  wurden  nur  die  Resultate 
„rouge  et  noire"  in  die  Betrachtung  einbezogen,  die  Null- 
fälle blieben  außer  Betracht;  es  spielen  also  auch  die  Num- 
mern der  einzelnen  roten  und  schwarzen  Fächer  keine  Rolle. 
Eine  absichtliche  Begünstigung  bestimmter  Resultate  soll 
als  ausgeschlossen  gelten;  das  ist  durch  den  Spielvorgang  ge- 
rechtfertigt. Ob  aber  dem  Zustandekommen  von  Rot  und 
Schwarz  gleiche  Möglichkeit  geboten  ist,  hängt  von  den  Kon- 
struktionsverhältnissen des  Apparates  ab  und  kann  nicht  ohne 
weiteres  bejaht  werden;  hierüber  könnten  nur  lange  Versuchs- 
reihen, bei  welchen  lediglich  die  Fälle  Rot  und  Schwarz  zu 
verzeichnen  wären,  Aufschluß  geben.  Aber  bei  den  benützten 
Spielergebnissen  ist  darüber  keine  Angabe  gemacht;  sie  be- 
treffen nur  die  reinen  Gruppen  und  machen  keinen  Unter- 
schied, ob  sie  in  der  Wiederholung  von  Rot  oder  Schwarz  be- 
standen. Marbe  selbst  erkennt  an,  daß  bezüglich  der  Rou- 
letteergebnisse gewisse  Zweifel  übrig  bleiben,  wenn  er  sagt: 
„Die  Roulette  kann  somit  als  eine  Maschine  bezeichnet  wer- 
den, die  von  der  Hand  bedient  wird.  Es  wäre  daher  immerhin 
möglich,  daß  diese  Maschine  trotz  der  bekannten  Sorgfalt  der 
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Spielbanken  gewisse  Eigenschaften  besitzt,  die  es  unmöglich 
machen,  daß  die  Spielresultate  den  Erwartungen  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung genau  entsprechen,  Eigenschaften,  die 
vielleicht  bei  verschiedenen  Apparaten  verschieden  wären  und 
die  Spielresultate  in  verschiedenem  Sinne  beeinflussen  wür- 
den." Mit  andern  Worten:  es  ist  nicht  ausgeschlossen,  daß  den 
Resultaten  etwas  Systematisches  anhaftet,  das  in  dem  Apparat 
seine  Ursache  hat. 

Bevor  an  die  Mitteilung  und  Kritik  einiger  Erfahrungsergeb- 
nisse geschritten  wird,  sollen  die  für  die  gegenwärtigen  Fälle 
geltenden  Formeln  aufgestellt  werden.  Die  Sachlage  ist  ge- 
nau dieselbe  wie  bei  den  Geburten;  nur  treten  an  die  Stelle 
der  ungleichen  Wahrscheinlichkeiten  M,  F  nunmehr  gleiche 
Wahrscheinlichkeiten  vom  Werte  |- 

Für  die  Anzahl  der  reinen  Gruppen  zu  n  ergibt  sich  aus 
Nr.  92,  (I)  die  Formel 

(iii)  ^.=^-^ 

und  für  die  Anzahl  der  reinen  Gruppen  über  ti  aus  (II) 
(IV)  S^-^ ^^ 

und  insbesondere  für  die  Anzahl  aller  r^en  Gruppen  (Grup- 
pen über  o) 

(IVa)  5„  =  4-  +  i-. 


2       '      2 


Man  hat  also 


N  .2  ^       N    .    1 

1           4  '      4  0           2*2 

N  .     I  ^         N 

•^3—16  *^2—  8         8 

*         32         32  3         16         16 
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N       ^  0^3 


5        64        64  *  ^^        32        32 


^4  = 

^   =^_± 
5        64        64 

und  es  besteht  die  allgemeine  Beziehung 

Demgegenüber  liefern  die  Formelgruppen    (3)  und  (4)  in 

Nr.  92 

•^n  — ^n  — ^n+l'  "^0  "  T  ' 

mit  diesen  letzten  Formeln  ist  in  der  Regel  gerechnet  worden, 
so  von  Pearson,  Marbe,  Grünbaum.^*  Der  dabei  be- 
gangene Fehler  ist  selbst  bei  den  kleinen  Gruppen  gering- 
fügig und  nimmt  mit  wachsender  Gruppengröße  sehr  rasch  ab. 
Gelegentlich  der  Behandlung  der  Spielresultate  macht 
Marbe  von  der  mittleren  Abweichung  Gebrauch.  WÜl 
man  nämlich  die  Abweichungen  der  Erfahrung  von  der  Theorie 
richtig  beurteilen,  so  bedarf  man  dazu  eines  Maßstabes,  und 
einen  solchen  bietet  die  mittlere  oder  auch  die  wahrschein- 
liche Abweichung  dar.  Die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  gibt 
selbst  wieder  Mittel  an  die  Hand,  die  Erwartung  in  bezug 
auf  die  Abweichung  der  Erfahnmg  von  der  Theorie  zu  be- 
werten. So  lehrt  die  Rechnung,  daß  in  68,261  0/0  der  Fälle 
die  einzelne  Abweichung  ihrem  Betrage  nach  die  mittlere  Ab- 
weichung nicht  erreicht  und  in  31,7390/0  der  Fälle  überschrei- 
tet, während  sich  hinsichtlich  der  wahrscheinlichen  Abweichung 
das  prozentische  Verhältnis  gleichstellt:  in  50 0/0  der  Fälle  wird 
sie  der  Erwartung  nach  nicht  erreicht,  in  50 0/0  überschritten. 
Da  nur  in  4,5540/0  der  Fälle  eine  Abweichung  von  größerem 
Betrage  als  die  doppelte  mittlere  Abweichung,  nur  in  0,270/0 

*'  Die  Ableitung  bei  H.  Grün  bäum  (a.  a.  O.  S.  jfF.)  ebenso  wie  die  in 
Marbes  Buch  geht  so  vor,  als  ob  es  nur  Randgruppen  (Anfangsgruppen) 
gäbe. 
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der  Fälle  eine  Abweichung  über  die  dreifache  mittlere  Ab- 
weichung zu  erwarten  ist,  so  müssen  Abweichungen,  die  ein 
beträchtliches  Vielfaches  der  mittleren  Abweichung,  meist  das 
Drei-  oder  Vierfache,  übefschreiten,  selbst  bei  großen  Be- 
obachtungszahlen die  Aufmerksamkeit  auf  sich  lenken.  Marbe 
hat    zur    Kennzeichnung    der    Abweichungen    das    Verhältnis 

wirkliche  Abweichung  .  •    j      i        •  i  .    j.  ^^     ir 

~    .-, TT — —^ heransrezosren ,  ledoch  nicht  die  volle  Konse- 
mutiere Abweichung  o       o         j 

quenz  daraus  gezogen,  sondern  nur  die  Fälle  voneinander  un- 
terschieden, wo  dieses  Verhältnis  kleiner  und  wo  es  größer  als 
I  ist,  d.  h.  wo  die  tatsächliche  Abweichung  unter,  bzw.  über 
der  mittleren  Abweichung  liegt.  Über  die  mittlere  Abweichung 
ist  schon  in  Nr.  93  einmal  gehandelt  worden  unter  Angabe 
der  für  sie  geltenden  Formel. 

98.  Die  Pearsonschen  Münzversuche  haben  das  in  der 
Tabelle  6  verzeichnete  Resultat  ergeben.  Die  Tabelle  ist 
ebenso  angelegt  und  zu  lesen  wie  die  Tabellen   i  bis  5.   Die 

I    D  n  j 

mitgeführten  Verhältniszahlen  100 -^ — -  zeigen  dasselbe  theo- 
retisch erklärliche  Anwachsen  wie  in  den  früheren  Fällen. 


Tabelle  6.     Münzversuche  von  Pearson. 
A^=8i78. 


Grup- 

B 

R 

B 

-R 

\B-/i] 
in  7o 

Grup- 
.  pea 

B 

R 

B- 

-R 

\B-/?\ 
in  % 

pen  zu 

von  Ji 

über 

von  J? 

I 

2163 

2045,0 

-f  118,0 

5,77 

0 

^4191 

4089,5 

+  101,5 

2,48 

2 

1056 

1022,4 

-1- 

33,6 

3,29 

I 

2028 

2044,5 

— 

16,5 

0,81 

3 

479 

51M 

— 

32,1 

6,28 

2 

972 

1022,1 

— 

50,1 

4,90 

4 

240 

255,5 

— 

15,5 

6,06 

3 

493 

511,0 

— 

18,0 

3,52 

5 

120 

127,8 

— 

7,8 

6,10 

4 

253 

255,5 

— 

2,5 

0,98 

6 

68 

63,8 

+ 

4,1 

6,42 

5 

133 

127,7 

+ 

5,3 

4,15 

7 

40 

31s 

+ 

8,1 

25,39 

6 

65 

63i9 

+ 

1,1 

1,72 

8 

15 

16,0 

— 

1,0 

6,25 

7 

25 

32,0 

— 

7,0 

21,88 

9 

4 

8,0 

— 

4,0 

50,00 

8 

10 

16,0 

— 

6,0 

37,50 

10 

5 

4,0 

+ 

1,0 

25.00 

9 

6 

8,0 

— 

2,0 

25,00 

II 

0 

2,0 

— 

2,0 

100,00 

10 

I 

4,0 

— 

3,0 

75,00 

12 

I 

1,0 

. 

0,0 

0,00 

II 

I 

2,0 

— 

1,0 

50,00 

12 

0 

1,0 

— 

1,0 

100,00 
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Marbe  hält  sich  wieder  an  die  „Gruppen  über  /z*',  die, 
wie  schon  bemerkt,  den  Sachverhalt  verdunkeln,  auf  den  es 
hier  ankommt.  Wenn  er  daher  sagt,  die  Tatsache,  „daß  die 
größeren  reinen  Gruppen  durchschnittlich  seltener  vorkommen, 
als  man  nach  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  erwarten 
sollte",  bestehe  offenbar  auch  für  dieses  Material,  so  wird 
man  diesem  Urteil  nach  einem  Blick  auf  die  „Gruppen  zu  /?" 
nicht  beistimmen  wollen.  Zumal  wird  man  sich  gegen  die 
darauffolgende  Generalisierung  wenden,  daß  die  reinen  Grup- 
pen über  7  und  7-j-A'  so  wie  hier  „auch  im  allgemeinen" 
hinter  den  theoretischen  Werten  zurückbleiben.  Nach  unserer 
Auffassung  handelt  es  sich  wieder  um  ein  einzelnes  Erfah- 
rungsmaterial, das  seine  Besonderheiten  aufweist  wie  jedes 
andere;  und  der  Umstand,  daß  reine  Gruppen  zu  10  öfter 
vorgekommen  sind  als  es  der  Erwartimg  entsprechen  würde, 
und  selbst  die  zu  erwartende  Gruppe  zu  12  nicht  ausblieb^ 
kann  nicht  als  Stütze  für  die  Ansicht  vom  durchgreifenden  Zu- 
rückbleiben der  großen  reinen  Gruppen  bleiben. 

Bezüglich  des  Roulettespiels  stellte  Marbe  aus  den  Mit- 
teilungen in  Henris  „Pointeur"  ein  Material  von  demselben 
Umfang  zusammen,  wie  es  bei  den  Geburten  in  den  vier 
Städten  vorlag,  also  49152  Fälle  von  Rot  und  Schwarz  in 
der  Aufeinanderfolge  ihres  Auftretens  (Spielzeit  1887,  Rou- 
lette Nr.  2).  Die  Auszählung  auf  reine  Gruppen  ergab  das 
in  der  folgenden  Tabelle  7  verzeichnete  Bild.  Die  Anordnung 
ist  genau  die  gleiche  wie  in  den  früheren  Tabellen. 

Marbe  gründet  auch  hier  sein  Urteil  auf  die  rechte  Hälfte 
vorstehender  Tabelle,  auf  die  „Gruppen  über  a?"  und  sagt,  auf 
gewisse  willkürliche  Zusammenfassungen  der  Differenzen 
B — R  zu  arithmetischen  Mitteln  hinweisend:  „Wir  sehen  auf 
den  ersten  Elick,  daß  auch  diese  Tabelle  unsere  Gesetzmäßig- 
keit bestätigt:  die  reinen  Gruppen  über  9,  10,  11,  12,  13,  14 
kommen  im  allgemeinen  und  fast  durchweg  seltener  vor, 
als  man  nach  der  Wahrscheinlichkeitslehre  erwarten  sollte." 
Betrachtet  man  aber  die  allein  maßgebende  linke  Hälfte  der 

Wiss.  u.  Hyp.  24 :  Czuber,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  20 
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Tabelle  7.  Rouletteergebnisse  nach  Mitteilungen  des  „Pointeur- 

A^=49i52. 


Grup- 

B 

R 

\\B—R\ 
B  —  R\    in  7o 

Grup- 
pen 

B 

R     \b^R 

\B-R\ 
in  «»/o 

pen  zu 

1  von  R 

über 

von  R 

I 

12378 

12288,5 

+  89,5 

0,73 

0 

24581 

24576,5  +   4,5 

0,02 

2 

6046 

6144,1 

-98,1 

1,59 

1 

1220^ 

12288     —85 

0,09 

3 

3059 

3072 

-13 

0,42 

2 

6157 

6143,9  +  13,1 

0,21 

4 

1552 

1536 

+  16 

1,04 

3 

3098 

3071,9 

+  26,1 

0,85 

5 

768 

768 

.      0 

0,00 

4 

1546 

1536 

+  10 

0,65 

6 

379 

384 

-    5 

1.30 

5 

778 

768 

+  10 

1,30 

7 

199 

192 

+    7 

3,64 

6 

399 

384 

+  15 

3,91 

8 

90 

96 

-    6 

6,25 

7 

200 

192 

+    8 

4,17 

9 

66 

48 

+  18 

37,50 

8 

110 

96 

+  14 

14,58 

10 

28 

24 

+    4 

16,67 

9 

44 

48 

—    4 

8,33 

II 

8 

12 

-    4 

33,33 

10 

i6 

24 

-    8 

33,33 

12 

3 

6 

-    3 

50,00 

II 

8 

12 

—    4 

33,33 

13 

3 

3 

.     0 

0,00 

12 

5 

6 

—    I 

16,60 

14 

0 

1,5 

-    1,5 

100,00 

13 

2 

3 

—    I 

33,33 

üben  4 

2 

1,4 

+   0,6 

42,86 

14 

2 

1,5 

+    0,5 

33,33 

Tabelle^  so  kommt  man  zu  einem  andern  Urteil:  Die  reinen 
Gruppen  zu  9  und  10  kommen  in  größerer  als  der  zu  erwar- 
tenden Anzahl,  erstere  sogar  beträchtlich  häufiger  vor,  und 
selbst  die  Gruppen  über  14,  die  äußersten,  die  man  der  Rech- 
nimg gemäß  noch  zu  erwarten  hat,  übertreffen  —  wenn  man 
auf  so  geringe  Differenzen  wie  0,6  noch  achten  wül  —  die 
Erwartung;  die  Tabelle  weist  eben  den  Charakter  aller  sol- 
chen Vergleichstabellen  über  zufälüge  Ereignisse  auf,  und  man 
darf  eher  staunen  über  den  hohen  Grad  der  Übereinstimmung, 
als  daß  man  aus  den  kleinen  Unterschieden  irgendetwas  Be- 
sonderes herauszudeuten  versucht. 

Im  Anschlüsse  daran  sei  das  Ergebnis  der  Auszählung  an 
jenen  Daten  mitgeteilt,  welche  Pearson  dem  „Monaco"  ent- 
nommen und  Marbe  in  der  Umformung  auf  „reine  Gruppen 
über  A2"  in  sein  Buch  aufgenommen  hat.  Die  folgende  Tabelle  & 
gibt  auch  die  reinen  Gruppen  zu  n  als  die  eigentlich  maßgeben- 
den  an. 
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Tabelle  8.   Rouletteergebnisse  nach  Mitteilungen  des  „Monaco". 

iV=8i78. 


\B  —  R\ 

Grup- 

\B--R\ 

Grup- 

B 

R 

B-R 

in  0/0 

pen 

B 

R 

B-R 

in  % 

pen  zu 

von  R 

über 

von  R 

I 

2462 

2045 

+  417 

20,39 

0 

4274 

4089,5 

+  184,5 

4,51 

2 

945 

1022,4 

-  77,4 

7,57 

I 

1812 

2044,5 

-  232,5 

11,37 

3 

333 

511,1 

-178,1 

34,84 

2 

867 

1022,1 

-155,1 

15,17 

4 

220 

255,5 

-  35,5 

13,89 

3 

534 

511,0 

+  23,0 

4,50 

5 

135 

127,8 

+  ■  7,2 

5,63 

4 

314 

255,5 

4-  58,5 

22,89 

6 

81 

63,9 

+  17,1 

26,76 

5 

179 

127,7 

+  51,3 

40,17 

7 

43 

31,9 

+  ii,i 

34,80 

6 

98 

63,9 

+  34,1 

53,36 

8 

30 

16,0 

+  14,0 

87,50 

7 

55 

32,0 

+  23,0 

71,88 

9 

12 

8,0 

+  4,0 

50,00 

8 

25 

16,0 

+   9,0 

56,25 

10 

7 

4,0 

+  3,0 

75,00 

9 

13 

8,0 

+  5,0 

62,50 

II 

5 

2,0 

+  3,0 

150,00 

10 

6 

4.0 

+  2,0 

50,00 

12 

I 

1,0 

.   0,0 

0,00 

II 

I 

2,0 

-   1,0 

50,00 

12 

^ 

1,0 

-   1,0 

100,00 

Diese  Tabelle  bietet  ein  von  den  bisherigen  ganz  verschiede- 
nes Bild  dar^  und  ein  näheres  Eingehen  auf  ihre  Zahlen  wird 
außer  allen  Zweifel  stellen,  daß  man  es  hier  nicht  mit  den 
Ergebnissen  einer  wirklich  stattgefundenen  Spielreihe  zu  tun 
hat;  entweder  liegt  ein  zu  gewissen  Spielzwecken  willkürlich 
hergestelltes  Zahlenmaterial  vor,  dem  der  Urheber  den  Schein 
der  Echtheit  zu  geben  versucht  hat,  oder  es  sind  die  Resultate 
wirklicher  Aufzeichnungen  über  Roulettespiele  in  Verfolgung 
einer  Absicht  abgeändert  worden.  Die  Tabelle  ist  also  für 
wissenschaftliche  Zwecke  imverwendbar,  und  Marbe  hätte 
sich  nicht,  auch  nicht  unter  Vorbehalten,  auf  sie  zugunsten 
seiner  Theorie  des  statistischen  Ausgleichs  berufen  sollen. 

An  der  Hand  des  Vorgeführten  wird  es  mögUch  sein,  zu 
einigen  Äußerungen  Marbes  am  Schlüsse  des  20.  Kapitels 
Stellung  zu  nehmen;  es  heißt  dort:  „Abgesehen  von  unserer 
bisher  an  Glücksspielen  geprüften  und  bestätigt  gefun- 
denen Gesetzmäßigkeit  haben  wir  im  16.  Kapitel  noch 
die  universelle  Gültigkeit  einer  andern  postuliert. 
Wir  meinten,  daß  auch  der  Satz,  daß  die  reinen  Gruppen  von 
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einer  Gruppengröße  g  an  mit  wachsender  Gruppengröße  immer 
mehr  zurückbleiben,  nicht  nur  für  unser  Geburtenmaterial,  son- 
dern auch  für  alle  analogen  Materialien  von  Geburten  zutref- 
fen müsse.  Dieser  Satz  läßt  sich  jedoch  auf  Grund  der 
erörterten  Materialien  nicht  für  die  Glücksspiele  verifizieren. 
Doch  dürfen  wir  uns  darüber  nicht  im  geringsten  wundern", 
denn  nur  der  unzureichende  Umfang  dieser  Materialien  sei 
vermutlich  schuld  daran,  daß  sich  die  andere  Gesetzmäßigkeit 
hier  noch  nicht  äußere.  „Nach  alledem  können  wir  sagen,  daß 
unsere  Untersuchungen  der  Protokolle  von  Glücksspielresul- 
taten unsere  Ansichten  über  das  Verhältnis  der  wirklichen  und 
wahrscheinlichsten  Anzahlen  der  reinen  Gruppen  so  gut  be- 
stätigen, als  das  vernünftigerweise  verlangt  werden  kann." 

Wir  haben  im  Druck  die  Stellen  hervorheben  lassen,  welchen 
wir  auf  Grund  unserer  Kritik  die  Anerkennung  versagen  müs- 
sen; Marbe  gebraucht  hier  Wendungen,  die  sich  mit  der 
Natur  der  Sache  durchaus  nicht  vertragen. 

99.  Marbe  hat  für  alle  Ansätze  der  vorstehenden  Tafeln 
die  mittlere  Abweichung  bestimmt  und  sie  ins  Verhältnis  ge- 
setzt zur  betreffenden  wirklichen  Abweichung.  Wenn  mit  W^ 
die  Wahrscheinlichkeit  einer  reinen  Gruppe  zu  n  bezeichnet 
wird,  so  beträgt  die  mittlere  Abweichung  in  der  Anzahl  sol- 
cher Gruppen  bei  einer  Ereigniszahl  N 


und   ersetzt  man  darin   W^  durch  die  relative  Häufigkeit  ~i  so 


verwandelt  sich  dieser  Ausdruck**  in 


V- 


i^'-sJ 


N 


**  Die  Verwendung  dieser  Formel  bildet  einen  wesentlichen  Punkt  der 
Kritik  von  Bortkiewicz  in  dessen  Schrift  „Die  Iterationen  usw.".  Die  be- 
kannte Formel  für  die  mittlere  Abweichung  der  Wiederholungszahl  eines 
Ereignisses  von  der  Wahrscheinlichkeit^  (und  der  Gegen  Wahrscheinlichkeit^) 
in  N  von  einander  unabhängigen   Versuchen,    nämlich  ^Npq^    die 


99-  Was  sagt  die  mittlere  Abweichung?  ■^qi 

Liegt  eine  Anzahl  wirklicher  Abweichungen  mit  den  zuge- 
hörigen mittleren  Abweichungen  vor,  so  ist  nach  dem  oben  aus- 
geführten zu  erwarten,  daß  in  0,68621  der  Fälle  der  Quotient 

wirkliche  Abweictiui>g 
mittlere  Abweichung 

unter  i  bleibt,  während  er  in  der  restlichen  Zahl  von  Fällen 


diesem  Ansätze  zugrunde  liegt,  kann  hier  in  der  Tat  nicht  zur  Anwendung 
gebracht  werden,  weil  man  nicht  sngen  kann,  wenn  man  in  einer  geord- 
neten Reihe  von  N  Elementen  {m  und  y}  die  reinen  Gruppen  (Iterationen) 
zu  n  (von  der  Länge  n)  betrachtet,  es  handle  sich  diesem  Ereignis  gegen- 
über um  iVVersuche.  Bortkiewicz  entwickelt  diese  mittlere  Abweichung 
und  gelangt  (S.  83)  zu  einer  Formel,  die  wegen  ihrer  außerordentlichen 
Komplikation  (sie  ist  achtgli^dng  und  die  Glieder  selbst  haben  einen  kom- 
plizierten Bau)  für  einigermaßen  große  n  für  die  Rechnung  sehr  beschwer- 
lich wird ;  für  hinreichend  große  n  aber  prävaliert  das  erste  Glied  solcher- 
maßen, daß  neben  ihm  die  sieben  übrigen  nur  eine  untergeordnete  Rolle 
spielen;  dadurch  ergibt  sich  eine  einfache  Näherupgsformel,  die  aber,  wie 
gesagt,  erst  für  Werte  von  n  von  einer  gewissen  Größe  angefangen  mit 
Berechtigung  angewendet  werden  kann. 

Um  einen  kleinen  Überblick  über  die  Sache  zu  geben,  führe  ich  die 
mittlere  Abweichung  für  die  Fälle  «=  i,  2,  3,  4  zuerst  nach  der  strengen 
(a),  dann  nach  der  Näherungsformel  (b)  (die  allerdings  für  so  kleine  n  nicht 
benützt  werden  soll)  an: 

71  ^  I  yNMF{i  -f  MF) 


=  2        MFy2N(,i  ^zMF—i^M*F^ 


3        MFyN^y  4-  iMF—  nM^F'') 


=  4        MFyN{i  —  2iM^F^-^S^iVnF^  —  /[/^M'-F*) 


r^  2 
=  3 


=  4  MF^NiM^^F") 

Ich  stelle  ihnen  gegenüber  die  Formeln,  welche  Marbe  für  die  gleichen 
Werte  von  n  einerseits  in  seinem  Hauptwerke  (c),  andererseits  in  den 
nachgetragenen  „Bemerkungen"  (d)  gebraucht: 
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die  I  überschreitet.   Jenseits  welcher  Grenze  dieses  Quotienten 
keine  Abweichung  mehr  zu  erwarten  ist,  richtet  sich  nach  der 


(c) 

\fF\/'' 

\N{i 

—  2MF) 

-MF) 

M^ 

+  ^' 

==  3  MF^  N{\  —  MF{M^  +  F*)] 


1  /N{M^  -f  F^)  [i  —  MF{M^  +  F^)\ 
4  MF  Y 


n=  I 


]/NMF{i  —  MF) 
=  2  MFy2N{i—2M»F*) 


=  3  MFyN{i  —  M^F*) 


=  4  MFyN{M^-\-F^)[i  —M^F\M^-\rF*)] 

Über  das  Verhältnis  all  dieser  vielen  Formeln  bekommt  man  einen  Über- 
blick, wenn  man  sie  für  eine  besondere  Annahme  über  M,  F  wirklich  aus- 
rechnet; als  solche  sei  AI  =  F  = —  gewählt.     Da  zeigt  sich  das  folgende 

Bild:  ,  V  /,  s 

(a)  (b) 

n=i       l-i|/Ä^=  0,557  yÄ^  —  l/A'-o,5      y~N 

4  2 

=  2        ^1/Ä^=  0,331  |/Ä^  '^l/Ä^=o,353V^ 

8  4 

=  3     !-^  1/77  =  0,225  l/Tv-  —1/^^=0,25    |/7V 

=  4    ^|/Ä^=  0,162 /Ä^  l^l/Tv^^  0,125  yW 

♦  32  8 

(c)  _  (d) 

«  =  i        J^yÄ^=  0,353}/:^  '^yÄ^=o,433l/Ä^ 

4  4 

=  2    i^-y^= 0,306 yÄ^         ^y^=o,33iyÄ^ 


99«  Was  sagt  die  mittlere  Abweichung?  ^03 

Anzahl  der  Fälle,  und  die  Theorie  gibt  auch  darüber  Auf- 
schluß 2^;  es  sei  hier  bloß  angeführt,  daß  bei 

12,  14,  82  Fällen 

als  äußerster  Wert  des  obigen  Quotienten 

1,8        1,9        2,5 
anzusehen  ist,  dessen  erhebliche  Überschreitung  zu  Bedenken 
Anlaß  gibt. 

Aus  den  von  Marbe  hierüber  ausgeführten  Berechnungen 
ergibt  sich  der  folgende  Sachbestand. 


«=3      5^|/yV=o,234|/A^  ^j^YN=  0,2^2  ylV 

=  4     ^yN=  0,171  yiV  i-^|/Ä^=  0,174  >/7v. 

Was  an  den  Resultaten  besonders  hervorzuheben  ist,  das  ist  die  erheb- 
liche Unterschätzung  der  mittleren  Abweichung  bei  den  reinen  Gruppen  zu  i 
nach  den  von  Marbe  benützten  Formeln,  zumal  nach  den  Formeln  (c), 
gegenüber  dem  strengen  Resultat  (a);  gerade  das  Verhalten  der  niedrigsten 
reinen  Gruppen  bot  bei  dem  untersuchten  Geburtenmaterial  Anlaß  zu  Be- 
denken. 

Um  auch  für  größere  reine  Gruppen  einen  Maßstab  zu  haben,  seien  hier 
die  Ergebnisse  für  n  =  S  und  für  die  aus  dem  gesamten  Geburtenmaterial 
berechneten  Werte  von  M  und  J^  nach  den  vier  Formeln  angeführt: 


(a) 

0,0311  yiv 

(b) 

0.0314  yiv 

(c) 

0,0444  yN 

(d) 

0,0314  yiv. 

Wie  man  sieht,  hat  die  erste  Formel  Marbes,   die  übrigens  als  durch 
die   „Bemerkungen"    berichtigt   zu   gelten  hat    [sie  lautete   auf  S.  347    des 

eine   nicht   unbeträchtliche   Überschätzung    der 


l/'nj^^O-^. 


Werkes  ^ 

mittleren  Abweichung  zur  Folge;   hingegen  zeigen  die  drei   anderen  Rech- 
nungsweisen fast  völlige  Übereinstimmung. 

'^  Die  Grenze  ist  dadurch  bestimmt,  daß  jenseits  derselben  die  Zahl  der 
XU  erwartenden  Fälle  gerade  unter  i  gesunken  sein  muß,  also  ein  der  l 
sehr  naheliegender  echter  Bruch  sein  muß. 
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. 

^  »  Beobachtete 

-5  ^  1     Zahl  d-r 

Berechnete 
Zahl  der 

Grenze  des 

Nr. 

Material 

a  . 

Quotienten 

Q.otienten 

Quotienten 

<o 

uater 

über 

unter 

über 

beob- 

berech- 

I 

I 

I 

achtet 

net 

I 

Gesamtmat.  d.  Geburten  .    . 

17 

II 

6 

11,7 

S,3 

2,7 

1,9 

2 

Würzburger  Geburten  . 

14 

9 

5 

9,6 

4,^ 

2,0 

1,9 

3 

Fürther  Geburten  .    .    . 

H 

6 

8 

9,6 

4,4 

2,6 

J,9 

4 

Augsburger  Geburten  . 

M 

10 

4 

9,6 

4,4 

2,1 

i,^ 

5 

Freiburger  Geburten    . 

7 

7 

9,6 

4,4 

2,2 

1,9 

6 

Münzversuche  Pearson 

S 

7 

8,2 

3,8 

3,0 

1,8 

7 

Rouletteergebnisse  Henri 

9 

5 

9,6 

4,4 

2,6 

1,9 

8 

Rouletteergebnisse  Monaco 

12 

2 

10 

.8,2 

3,8 

10,7 

1,8 

9 

Zusammenfassung  von  i — 7. 

99 

57 

42 

67,9 

3',i 

2,7 

2,6 

Während  sich  die  Materialien  i,  2,  4  und  7  so  gut  als  es 
überhaupt  zu  erhoffen  ist,  der  Erwartung  anpassen,  was  die 
Häufigkeit  der  Werte  des  Quotienten  unter  und  über  i  betrifft, 
zeigen  andere,  wie  5  und  9,  erhebliche  Abweichungen  von  der 
theoretischen  Zahl,  ja  bei  3  und  6  ist  das  Größenverhältnis  der 
Anzahlen  ein  umgekehrtes.  Aber  trotz  der  Abweichungen  in 
I — 7  und  9  sticht  8  so  sehr  gegen  alle  andern  ab  —  besonders 
was  die  Grenze  des  Quotienten  betrifft,  die  sonst  überall 
wenigstens  die  Größenordnung  der  berechneten  einhält  — ,  daß 
das  UrteÜ  über  die  Angaben  des  „Monaco",  das  an  einer  frühe- 
ren Stelle  ausgesprochen  worden  ist,  nunmehr  gewissermaßen 
mathematisch  begründet  erscheint:  solche  Exzesse,  wie  ein 
solcher  hier  zu  beobachten  wäre,  wenn  alles  mit  rechten  Din- 
gen zuginge,  treibt  der  Zufall  nicht. 

100.  Wiederholt  findet  man  in  Mar b es  Buch  die  Bemer- 
kung, ein  Erfahrungsmaterial,  bestehend  aus  zufälligen  Ereig- 
nissen, könne  in  einer  Richtung  den  Ergebnissen  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung entsprechen,  in  einer  andern  Richtung 
ihr  widersprechen.  An  einer  Steilere  werden  die  Würzburger 
Geburten  geradezu  als  Beleg  dafür  angeführt.  Von  ihrer  Über- 
einstimmung mit  der  Theorie  in  bezug  auf  die  Geschlechts- 
wechsel   (Nr.   93)   erklärt  sich   Marbe   befriedigt;  in  ihrem 


S.  291. 
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Verhalten  in  bezug  auf  die  reinen  Gruppen  erblickt  er  einen 
Widerspruch  mit  der  Rechnung.  In  logischem  Zusammenhange 
damit  steht  eine  andere  Bemerkung;  sie  bezieht  sich  auf  alle 
von  ihm  untersuchten  Materialien,  eine  Betrachtung  der  Quo- 
tienten — ^'^^-.,  ^*!'^  *  veranlaßt  ihn  zu  der  Aussage,  die  Ergeb- 
mittl.  Abweich. 

nisse  dieser  Betrachtung  zeigten,  daß  außer  den  bereits  auf- 
gedeckten Widersprüchen  (in  der  Häufigkeit  der  reinen  Gruppen) 
auch  noch  Widersprüche  anderer  Natur  vorhanden  sein  müßten. 

In  dieser  Form  können  die  Bemerkungen  nicht  als  richtig 
anerkannt  werden.  Man  kann  eine  Erfahrungsreihe  von  den 
verschiedensten  Gesichtspunkten  aus  der  Prüfung  unterziehen; 
wenn  nun  das  Ergebnis  so  ganz  von  der  Fragestellung  ab- 
hinge  und  wenn  es  denkbar  wäre,  daß  bei  der  einen  die  Theo- 
rie bestätigt,  bei  der  andern  nicht  bestätigt  wird,  dann  hätte 
die  ganze  Lehre  von  den  zufälligen  Ereignissen  keinen  Wert. 
Es  ist  aber  im  voraus  einsichtig,  daß  dem  nicht  so  sein  kann, 
daß  vielmehr  eine  Masse  von  gleichartigen  Ereignissen,  die  der 
Zufall  zusanmiengeworfen  hat,  seinen  Gesetzen  folgen  muß 
nach  allen  Richtungen.  Nur  das  ist  einzuräumen,  daß  der 
Grad  der  Anpassung  an  die  Theorie  je  nach  der  gestellten 
Frage  sich  verschieden  darbietet;  aber  auch  hierin  besteht 
zwischen  den  möglichen  Fragestellungen  ein  Zusammenhang, 
so  daß  die  Abweichungen  von  der  Theorie,  die  sich  bei  der 
einen  Untersuchungsrichtung  herausstellen,  in  gewissem  Sinne 
Funktionen  der  Abweichungen  in  einer  andern  Richtung  sind. 
So  können  in  der  Tat  bezüglich  einer  und  derselben  Materie 
Urteile  verschiedener  Grade  in  bezug  auf  ihre  Übereinstim- 
mung mit  der  Rechnung  Zustandekommen ;  aber  blanke  Wider- 
sprüche sind  nicht  denkbar.  Sollten  sich  solche  einmal  in  ir- 
gendeiner Richtung  zeigen,  so  würden  sie  notwendig  auch  in 
jeder  andern  Richtung  zutage  treten  und  über  die  Herkunft 
des  Materials  begründete  Zweifel  hervorrufen. 

Marbes  Tabellen  sind  selbst  Beleg  dafür,  daß  ein  großer 
Komplex  zufälliger  Ereignisse  sich  wie  ein  organisiertes  Wesen 
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verhält;  seine  Eigenschaften  sind  durch  die  unerschöpflichen 
Fragestellungen  bestimmt,  die  die  Wahrscheinlichkeitstheorie 
an  ihm  erproben  kann.  Jeder,  der  sich  hiermit  beschäftigt 
hat,  wird  zugeben,  daß  darin  ein  besonderer  Reiz  solcher  Un- 
tersuchungen gelegen  ist. 

Nachstehend  sei  ein  Beispiel  vorgeführt,  das  sich  auf  ein  ge- 
nügend großes  Material  bezieht,  um  daran  im  Zusammenhange 
einige  Vergleiche  mit  der  Theorie  anstellen  zu  können;  zugleich 
ist  es  ein  Material,  gegen  dessen  Entstehung  in  keiner  Weise 
irgendwelche  Bedenken  erhoben  werden  können.  Es  sind  die 
Ziehungsergebnisse  der  ersten  österreichischen  Klassenlotterie, 
die  1913 — 14  veranstaltet  wurde.  Von  100  000  Losnummern 
wurden  in  fünf  Ziehungen  viermal  je  2500,  das  letztemal 
40000,  im  ganzen  also  50000  Nummern  gezogen.  Dem  Ver- 
fasser standen  sowohl  die  amtlichen  Ziehungslisten,  in  wel- 
chen die  Nummern  in  arithmetischer  Ordnung  verzeichnet  sind, 
als  auch  Abschriften  der  Protokolle  zur  Verfügung,  welche  die 
Nummern  in  der  Reihenfolge  ihres  Erscheinens  anführen.  Die 
Untersuchung  soll  drei  Hauptfragen  betreffen:  die  Verteilung 
der  gezogenen  Nummern  auf  die  einzelnen  Tausender;  die 
Verteilung  der  Nummern  nach  der  Endziffer;  die  Zusammen- 
setzung bestimmter  gleicher  (isolierter)  Gruppen  aus  geraden 
und  ungeraden  Nummern. 

I.  Die  erste  Tabelle,  Tab.  9,  besteht  aus  zwei  Abteilungen; 
die  erste  betrifft  die  zwei  ersten  Ziehungen  I  und  II,  die  zweite 
die  gesamten  Ziehungen  I  bis  V.  Es  sind  jedesmal  angegeben 
die  beobachteten  Besetzungsstärken  der  einzelnen  Tausender 
(i),  ihre  Häufigkeit  (2)  und  ihre  Abweichung  von  der  vor  Be- 
ginn der  Ziehungen  am  wahrscheinlichsten  zu  erwartenden  Be- 
setzungsstärke, d.  i.  bei  I  und  II  die  Zahl  25,  bei  I  bis  V  die 
Zahl   500   (3)2'^.    Mit  Hufe  korrespondierender  Zahlenpaare 


*'  Hiernach  gab  es  z.  B.  bei  der  Ziehung  I  7  Tausender,  aus  denen  je 
22  Nummern  erschienen  sind;  die  zugehörige  Abweichung  in  dem  Sinne: 
Beobachtung  —  Erwartung  beträgt  —  3.  In  dieser  Weise  sind  alle  Abtei- 
lungen zu  lesen. 
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Tabelle  9.  Ziehungen  der  ersten  österr.  Klassenlotterie  1913 — 19 14. 


I 

II 

I— II 

1 

00 

(2) 

(3) 

(2) 

(3) 

(o!(2) 

(3) 

(I) 

(2) 

(3) 

(I) 

(2) 

(3) 

II 

i!-i4 

30 

I 

—  20 

457 

-43 

501 

2 

+  I 

12 

-13 

31 

. 

. 

458 

502 

2 

+  2 

13 

. 

. 

32 

. 

. 

459 

503 

4 

+  3 

14 

2 

—  11 

33 

. 

. 

460 

504 

3 

+  4 

15 

I 

—  10 

I 

—  10 

34 

. 

• 

461 

505 

2 

+  5 

16 

. 

. 

2 

-  9 

35 

2 

-15 

462 

506 

2 

+  6 

17 

2 

-  8 

. 

. 

36 

. 

. 

463 

-37 

507 

2 

+  7 

18 

4 

-  7 

2 

-  7 

37 

. 

. 

464 

-36 

508 

2 

+  8 

19 

5 

-  6 

. 

. 

38 

2 

—  12 

465 

509 

4 

+  9 

30 

5 

-  5 

7 

-  5 

39 

2 

—  II 

466 

-34 

510 

I 

+  10 

21 

6 

-  4 

6 

-  4 

40 

. 

. 

467 

511 

3 

+  11 

22 

7 

-  3 

8 

-  3 

41 

4 

-  9 

468 

. 

512 

2 

+  12 

23 

IG 

—  2 

8 

—  2 

42 

3 

-  8 

469 

-31 

513 

I 

+  13 

24 

II 

—  I 

6 

—  I 

43 

I 

-  7 

470 

• 

514 

2 

4-14 

25 

7 

0 

II 

0 

44 

5 

-  6 

471 

-29 

515 

I 

+  15 

26 

7 

+  I 

7 

+  I 

45 

3 

-  5 

472 

-28 

516 

I 

+  16 

27 

9 

+  2 

12 

+  2 

46 

6 

-  4 

473 

• 

517 

I 

+  17 

28 

5 

+  3 

7 

+  3 

47 

3 

-  3 

474 

. 

518 

I 

+  18 

29 

4 

+  4 

5 

+  4 

48 

4 

—  2 

475 

. 

519 

I 

+  19 

30 

3 

+  5 

5 

+  5 

49 

8 

—  I 

476 

-24 

520 

2 

+  20 

31 

6 

-f  6 

4 

+  6 

50 

9 

0 

477 

-23 

521 

I 

+  21 

32 

2 

+  7 

I 

+  7 

51 

9 

+  I 

478 

—  22 

522 

. 

. 

33 

I 

+  8 

I 

+  8 

52 

5 

+  2 

479 

. 

523 

2 

+  23 

34 

2 

+  9 

. 

. 

53 

I 

+  3 

480 

. 

524 

2 

+  24 

35 

I 

+  10 

. 

54 

9 

4-  4 

481 

. 

525 

2 

+  25 

36 

. 

. 

2 

+  11 

55 

5 

+  5 

482 

-18 

526 

37 

I 

+  12 

I 

+  12 

56 

3 

+  6 

483 

-17 

527 

+  27 

38 

. 

. 

I 

+  13 

57 

4 

+  7 

484 

-16 

528 

+  28 

39 

. 

. 

58 

2 

+  8 

485 

-15 

529 

. 

40 

. 

. 

59 

2 

+  9 

486 

. 

530 

. 

41 

I 

+  16 

60 

2 

+  10 

487 

3 

-13 

531 

, 

61 

. 

488 

2 

—  12 

532 

+  32 

62 

+  12 

489 

2 

—  II 

533 

+  33 

63 

. 

490 

I 

—  10 

534 

. 

64 

+  t4 

491 

3 

-  9 

535 

, 

65 

+  15 

492 

2 

-  8 

536 

. 

66 

. 

493 

3 

-  7 

537 

+  37 

t>7 

. 

494 

I 

—  6 

68 

. 

495 

. 

. 

69 

+  19 

496 
497 

3 
3 

-  4 

-  3 

498 

. 

. 

499 

I 

—  I 

1 

. 

500 

2 

0 
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der  Kolonnen  (2)  und  (3)  wurden  in  jeder  Abteilung  bestimmt: 
die  Summe  Si  der  absoluten  Werte  der  Abweichungen  und 
die  Summe  ^2  ihrer  Quadrate. 

Die  großen  Schwankungen  in  den  Häufigkeitszahlen  (2) 
lassen  eine  Gesetzmäßigkeit  nur  undeutlich  erkennen;  sie  tritt 
sofort  deutlicher  hervor,  wenn  man  die  Wiederholungszahlen 
(i)  gruppenweise  zusammenfaßt;  bei  I,  II,  I — II  soll  dies  in 
fünfgliedrige,  bei  I — V  in  zehngliedrige  Gruppen  geschehen, 
und  zwar  immer  so,  daß  die  wahrscheinlichste  Besetzungs- 
stärke  in  oder  an  die  Mitte  einer  solchen  Gruppe  zu  stehen 
kommt.   Dies  liefert  das  folgende  Bild: 

Besetzuhgsstärkc 

bis  12   13 — 17   18—22  23—27  28 — 32  33—37  38  und  darüber 
I         o            3            27           44           20            5  I 

II         I  5  23  44  22  4  I 

bis  32  33—37  38-42  43-47  48-52  53-57  58-62  63-67  68  u.  dar. 
I— II       I  2  II  18         35  22  7  3  I 

bis  465  466—475  476—485  486—495  496-505  506—515  516—525  526—535  536  «.  dar 
I— V     4         6  II  17  22  20  13  6  I 

Aus  den  Summen  Si  und  52  berechnen  sich  folgende  Ab- 
weichungen :  

Durchschn.  Abweich.  — —    Mittlere  Abweich.  1/  — ' 
100  r    100 

3,80  4,70 

3»65  4,80 

5,14  6,76 

14,54  17,89 

Zur  Beurteilung  dieser  empirischen  Ergebnisse  stellen  wir 

ihnen  die  entsprechenden  theoretischen  Werte  gegenüber,  für 

welche  die  Wahrscheinlichkeitsrechmmg  die  Formeln 


Ziehungen 

S, 

'S. 

I 

380 

2206 

II 

365 

2305 

I— II 

514 

4570 

I— V 

1454 

32038 

angibt;  hiernach  ist 

Ziehungen         Durchschn.  Abweich.  &         Mittlere  Abweich,  (i 

4.97 

4,97 

7.03 

22,25 


I 

3»97 

II 

3,97 

I— II 

5,61 

I— V 

17,76 

100.  Erste  österr.  Klassenlotterie  ^OQ 

Während  das  theoretische  Verhältnis  ü  den  Wertl/—  =1,253... 

aufweist,  beträgt  das  empirische  in  den  unterschiedenen  Fällen 

I  1,237 

n  1,315 

I-II        1,315 
I — V        1,230; 

in  anderer  Weise  tritt  der  Grad  der  Übereinstimmung  zwi- 
schen Erfahnmg  und  Theorie  in  die  Erscheinung,  wenn  man 
die  theoretischen  Verhältnisse  der  |m,- Werte  in  den  vier  An- 
sätzen I,  II,  I— II,  I— V,  die  sich  stellen  auf 

1:1       :     |/2     :     }/20, 
d.i.  I     :     I       :   1,414  :    4,472 

vergleicht  mit  den  empirischen  Verhältnissen 

I      :   1,021  :    1,438  :    3,806. 

Daß  mit  dem  Anwachsen  der  Ereigniszahl  die  Anpassung 
der  Wirklichkeit  an  die  Theorie  vollkommener  wird,  zeigt  sich 
an  dem  Quotienten  aus  mittlerer  Abweichung  und  wahrschein- 
lichster Wiederholungszahl  des  ins  Auge  gefaßten  Ereignisses ; 
der  theoretische  Wert  dieses  Quotienten 


9_ 

läßt  das  Verhalten  auf  den  ersten  Blick  erkennen,  seine  Ab- 
nahme erfolgt  im  Verhältnis  der  reziproken  Quadratwurzel 
aus  der  Versuchszahl  5  bei  demselben  Ereignis.  Die  empiri- 
schen Werte  gestalten  sich  wie  folgt: 

I  l!Z2.-^_^o,i88 

25 

6,76 

I— II  -^:=  0,135 

50  '     "^^ 

17.80 


und  stehen  zueinander  wie 


0,713     :     0,190 
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Statt,  wie  zu  erwarten  wäre, 

I  I 

yi    '  1/20 

d.  i.  I  :  0,707  :  0,224. 
2.  Eine  ganz  andere  Seite  der  Materie  betrifft  die  Zusam- 
mensetzung der  Ziehungsergebnisse  nach  den  Endziffern  der 
gezogenen  Nimunem.  Da  vor  Beginn  der  Ziehungen  die  End- 
ziffern o,  I,  2,  .  .  .  9  gleich  zahlreich  vertreten  waren,  so  war 
auch  ihre  gleiche  Verteilung  in  den  Ziehungsresultaten  zu  er- 
warten. Die  tatsächliche  Auszählung  der  ersten  vier  Ziehungen 
zu  je  2500  Nummern  ergab  statt  der  durchgehenden  Zahl  250 
das  nachstehende  Resultat: 


Tab.  10.  Ziehungen  der  ersten   österreichischen  Klassenlotterie 

IQ13— 1914. 


Klasse 

Endziffern 

Summe 

0 

I 

2 

3 

4 

5 

6  1  7 

8 

9 

I 
II 

in 

IV 

265 
249 
256 
241 

263 
214 
242 
231 

246  240 
272  252 
258  252 
260  246 

219 
241 
242 
247 

247 
234 
224 
252 

274 
247 
241 
253 

248 

254 
266 
260 

247 
269 
237 
259 

251 
268 
282 
251 

2500 
2500 
2500 
2500 

Die  nähere  Beleuchtimg  dieses  Zahlenbildes  führt  zu  fol- 
genden Einsichten. 

Theoretisch  stellt  sich  die  mittlere  Abweichung  in  jeder 
Klasse  auf 


V-. 


.2500=  15, 


aus  den  beobachteten  Abweichimgen  hingegen  ergaben   sich 
die  folgenden  Werte: 


14,4 
16,8 


III  15,6 

IV  8,7 


Die  Spannimg  zwischen  der  größten  und  kleinsten  Beset- 
zungsstärke einer  Endziffer  beträgt  in  den  vier  Klassen  der 
Reihe  nach  55    55    58    ,,, 


100.  Erste  österr.  Klassenlotlerie  ^ii 

Die  vkrte  Klasse  zeigt  ein  von  den  andern  stark  abweichen- 
des Verhalten;  es  sei  auch  darauf  hingewiesen,  daß  eigen- 
tümlicher Weise  die  Endziffer  4  in  allen  vier  Klassen  hinter 
der  Erwartung  zurückblieb,  die  Endziffer  9  sie  durchwegs 
übertraf.  Es  wäre  aber  müßig  und  könnte  zu  keinem  ver- 
nünftigen Ergebnis  führen,  wollte  man  nach  Gründen  dafür 
forschen  oder  auf  „besondere  Bedingungen"  schließen,  die 
gerade  bei  dieser  Lotterie  die  Endziffer  4  behindert,  die  End- 
ziffer 9  begünstigt  haben,  und  sie  etwa  in  einer  besonderen 
Lagerung  der  NummemroUen  in  der  Trommel  vermuten,  die 
doch  vor  und  während  der  Ziehungen  imnier  wieder  kräftig 
in  Drehung  versetzt  wird,  bei  der  die  NummemroUen  wie 
Schneeflocken  durcheinander  gewirbelt  werden.  Das  hieße, 
dem   Zufall   Schranken   setzen   zu  wollen. 

Faßt  man  die  Auszählungsergebnisse  klassenweise  in  Grup- 
pen zusammen,  so  gelangt  man  zu  neuen  umfangreicheren  Be- 
obachtungsreihen, und  die  Rechnung  ergibt  die  empirischen 
mittleren  Abweichungen 

I        14,4  I— III    29,5 

I— II      19,6  I— IV    34,0 

die  die  folgenden  Verhältnisse  aufweisen 

I      :      1,301      :      2,047      :     2,363, 

während  theoretisch   die   Verhältnisse 

d.  i.      I      :      1,414      :      1,732     :  2 

ZU  erwarten  gewesen  wären. 

3.  Bei  I.  und  2.  kommt  es  auf  die  Reihenfolge,  in  welcher 
die  Nummern  erschienen  sind,  nicht  an;  hingegen  ist  dies  bei 
der  folgenden  Untersuchung  der  Fall. 

Teilt  man  die  gezogenen  Nummern  in  der  Reihenfolge  ihres 
Erscheinens  in  gleich  große  (isolierte,  d.  h.  nicht  überein- 
andergreifende)  Gruppen  ein  —  wir  wollen  fünf-  und  zehn- 
gliedrige  Gruppen  bilden  — ,  so  setzt  sich  im  allgemeinen 
jede  Gruppe  aus  einer  Anzahl  gerader  und  einer  Anzahl  un- 
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gerader  Nummern  zusammen,  und  der  Überschuß  der  einen 
Zahl  über  die  andere,  d  =  g — u,  soll  die  charakteristische 
Zahl  dieser  Gruppe  sein. 

Bei  fünfgliedrigen  Gruppen  kann  d  die  Werte   i,  3,  5  an- 
nehmen, und  die  Wahrscheinlichkeiten  dieser  drei  Fälle  sind 


m'  KD(^^)'  ^^& 


bei  zehngliedrigen  Gruppen  sind  o,  2,  4,  6,  8,  10  die  möglichen 
Fälle,  und  die  Wahrscheinlichkeiten  derartiger  Gruppen  sind 
vor  Beginn  der  Ziehungen 

c;)(t)'"  kt)(t)'"  k';)(t)'"  k-Kt)" 

Durch  Multiplikation  dieser  Wahrscheinlichkeiten  mit  der 
Gruppenanzahl  ergibt  sich  die  theoretisch  zu  erwartende  Ver- 
teilung der  Gruppen  nach  der  Zahl  d,  u.  zw.  ist  diese  Verteilung 
der  fünfgliedrigen  Gruppen  in  2500  und  5000  Ziehungen: 

d  yV=5oo  A''^  1000 

I  31,25                62,5 

3  156,25              3i2,s 

5  312,50              625,0; 

die  Verteilung  der  zehngliedrigen  Gruppen: 


d 

0 
2 

4 

6 

8 

10 

^^=250          A^=5oo 

0,5                    1,0 

4,9                     9,8 

22,0                   43.9 

58,6                  117,2 

102,5                 205,1 

61,5                  123,0 

Die  Auszählung  an  den  Ziehungslisten  hingegen  ergab  fol 
gendes  Resultat: 

Fünfgliedrige  Gruppen. 
diu           I— II 

I 
3 
5 

39                24              63 
147              176            323 
314              300            614 
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Zehngliedrige  Gruppen. 


d 

I 

II 

I— II 

0 

I 

0 

I 

2 

4 

I 

5 

4 

34 

24 

48 

6 

59 

60 

119 

8 

94 

104 

198 

0 

68 

61 

129 

Bei  der  Beurteilung  aller  dieser  Ergebnisse  darf  ein  wesent- 
licher Umstand  nicht  außer  acht  gelassen  werden.  Die  Rech- 
nung setzt  voraus,  daß  die  maßgebenden  Wahrscheinlichkeiten 
während  der  Versuche  konstant  bleiben;  diese  Voraussetzung 
ist  nicht  erfüUt,  weil  sich  der  Inhalt  der  Nummemtrommel 
mit  jedem  Zuge  ändert  Am  Schlüsse  der  Ziehungen  der 
I.  Klasse  bewegten  sich  beispielsweise  die  noch  vorhandenen 
Reste  der  einzelnen  Tausender  zwischen  den  Grenzen  959  und 
989,  die  auf  die  Tausender  bezüglichen  Wahrscheinlichkeiten 
liegen  also  vor  Beginn  der  Ziehungen  der  II.  Klasse  zwischen 

959  o  ,     989 

-^^ —  =  0,00084  und  -^-^    =0,01014 
97500  ^   ^  97500  ^ 

statt  durchwegs  0,01  zu  sein;  hinsichtlich  der  Endziffern  be- 
stehen in  demselben  Zeitpimkte  die  Wahrscheinlichkeits- 
grenzen 

9326  .  ,   9781 

0,09565  und  ^^ —  =  0,10032, 


97500  '^   ^  97500 

während  sich  die  Rechnung  auf  den  festen  Wert  0,1  stützt; 
nur  bezüglich  der  geraden  und  ungeraden  Nummern  war  in  dem 
gedachten  Momente  der  Stand  fast  genau  der  gleiche  wie  bei 
Beginn  der  I.  Klassenziehung,  da  in  den  ersten  2500  Ziehun- 
gen 125 1  gerade  und  1249  ungerade  Nummern  gezogen  wor- 
den sind,  so  daß  vor  Beginn  der  Ziehungen  der  zweiten  Klasse 
49  749  geraden  49751  ungerade  Nummern  gegenüberstanden; 
das  gilt  aber  eben  nur  für  den  erwähnten  Augenblick. 

101.  Im  23.  Kapitel  unternimmt  es  Marbe,  die  Frage  zu 
erörtern,  ob  die  „Tatsachen",  die  er  aus  Beobachtungen  an 
Glücksspielen  abgeleitet  hat,   von   Spielern  zu  ihrem  Vorteil 

Wiss.  u.  Hyp.  24:  Czuber,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  21 
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benützt  werden  könnten;  er  kommt  schließlich  auch  darauf  zu 
sprechen,  ob  auf  dieser  Grimdlage  ein  Weg  gefunden  werden 
könnte,  eine  der  großen  Spielbanken,  z.  B.  die  von  Montt^ 
Carlo,  lahm  zu  legen.  Nach  meinem  Dafürhalten  entbehren 
die  betreffenden  Ausführungen  jeder  praktischen  Bedeutung, 
aber  auch  jedes  wissenschaftlichen  Interesses.  Marbe  hat 
sich  bemüht,  seine  Schlüsse  vorsichtig  zu  gestalten,  und  hat 
auch  die  gegen  sie  obwaltenden  Bedenken  nicht  verschwiegen. 
Aber  alle  seine  Überlegimgen  sind  aufgebaut  auf  der  vorge- 
faßten Meinung,  daß  die  Erscheinungen,  die  er  glaubt  an  dem 
von  ihm  untersuchten  Erfahrungsmaterial  nachgewiesen  zu 
haben,  nämlich  das  Zurückbleiben  höher  zusammengesetzter 
reiner  Gruppen  gegenüber  der  rechnungsmäßigen  Erwartung, 
kraft  irgendeines  unbekannten  Gesetzes,  des  von  ihm  so  be- 
nannten statistischen  Ausgleichs,  allgemeine  Bedeutung  haben. 

Bei  einer  langen  Reihe  von  Münzversuchen  würden,  wenn 
alles  genau  den  Verlauf  nähme,  den  die  Rechnung  als  den 
wahrscheinlichsten  bezeichnet,  die  Fälle,  wo  auf  Wappen  wie- 
der Wappen  und  auf  Schrift  wieder  Schrift  folgt,  den  Fällen 
das  Gleichgewicht  halten,  wo  auf  Wappen  Schrift  und  auf 
Schrift  Wappen  folgt.  Legt  man  hingegen  den  Verlauf  zu- 
grunde, den  die  von  Pearson  mitgeteilten  8178  Resultate 
dieses  Spiels  genommen  haben  (Nr.  98,  Tab.  6),  so  ergibt  die 
Auszählung,  daß  in  diesem  Material  4191  (sicher  4190)  mal 
auf  ein  Spielresultat  das  entgegengesetzte  imd  nur  3987  mal 
das  gleiche  gefolgt  ist.  —  Ähnlich  wie  beim  Münzspiel  würden 
sich  die  Verhältnisse  bei  der  Roulette  gestalten,  wenn  man 
das  Erscheinen  von  Null  außer  acht  läßt  und  wenn  alles  der 
wahrscheinlichsten  Erwartung  gemäß  geschähe.  In  den  49  152 
von  Marbe  untersuchten  Spielergebnissen  (Nr.  98,  Tab.  7) 
ergab  die  Abzahlung,  daß  bei  Berücksichtigung  der  reinen 
Gruppen  von  10  aufwärts  (von  da  an  begann  das  Zurückblei- 
ben) 44  mal  auf  rot  schwarz  oder  auf  schwarz  rot,  hingegen 
nur  3 6 mal  einem  Resultat  ein  gleiches  folgte. 

Unter  einer  ganzen  Reihe  von  Vorbehalten,  die  so  ziemlich 
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aUes  wieder  in  Frage  stellen,  schlägt  Marbe,  auf  diese  Tat- 
sachen sich  stützend,  folgende  Spielregeln  vor: 

1.  Setze  beim  Spiel  „Wappen  und  Zahl"  immer  auf  das  ent- 
gegengesetzte Resultat,  also  auf  w,  wenn  unmittelbar  vorher 
2  erschienen  war,  imd  auf  z,  wenn  unmittelbar  vorher  w  er- 
schienen war. 

2.  Setze  beim  Roulettespiel,  wenn  eine  Serie  von  9  oder 
mehr  gleichen  Elementen  erschienen  war  28^  immer  auf  das 
entgegengesetzte  Resultat,  also  auf  rot  nach  schwarz,  auf 
schwarz  nach  rot  (Nullfälle  bleiben  außer  acht). 

Der  Wert  dieser  Regeln  ist  durch  die  nachgesetzten  Worte, 
sie  wären  gültig,  wenn  die  Resultate  der  beiden  Spielreihen, 
von  welchen  hier  die  Rede  war,  typisch  wären,  nach  meiner 
Auffassung  vollständig  vernichtet;  denn  Typisches  und  Zu- 
fälliges sind  zwei  Begriffe,  die  sich  nicht  vertragen.  Aber 
selbst  dann,  wenn  diese  Voraussetzung  wirklich  zuträfe,  würde 
der  aus  der  Befolgung  der  Rouletteregel  erzielbare  Gewian, 
dessen  Berechnung  unter  bestimmten  Annahmen  sich  Marbe 
nicht  verdrießen  ließ,  nur  dann  eintreten,  wenn  sich  der  Spie- 
ler auf  eine  Spielreihe  gleichen  Umfangs  wie  die  beobachtete 
einließe.  Nun  erforderte  diese  79  Spieltage;  man  müßte  be- 
fürchten, daß  dann  der  Spieler  den  „sicheren"  Gewinn  mit 
dem  sicheren  Verlust   des   Verstandes  bezahlen  könnte. 

Es  bedeutet  einen  grundsätzlichen  Widerspruch  mit  meiner 
Überzeugung,  wenn  Marbe  den  folgenden  Ausspruch  ver- 
tritt ^9:  „Wie  ich,  um  zu  gewinnen,  setzen  soll,  hängt  nicht 
von  apriorischen  Wahrscheinlichkeitsbrüchen  ab,  sondern  von 
dem,  was  im  Gebiet  der  Spielresultate  tatsächlich 
geschieht.  Dies  aber  kann  nur  mit  Hilfe  genügend  um- 
fangreicher statistischer  Untersuchungen  festgestellt  werden." 


*^  Das  kann  doch  nur  so  viel  heißen:  Sobald  der  Spieler  gezählt  hat, 
daß  neunmal  nacheinander  dieselbe  Farbe  erschien,  beginnt  er  zu  setzen; 
er  kann  doch  nicht  warten,  bis  noch  höhere  reine  Gruppen  entstehen. 

''  S.  371. 
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An  dieser  Meinung  sind  schon  viele  Spieler  zugrunde  ge- 
gangen. 

Ähnlich  wie  mit  den  eben  besprochenen  künstlichen  Glücks- 
spielen steht  es  mit  dem  gewissermaßen  natürlichen  Glücks- 
spiel, bestehend  im  Wetten  auf  das  Geschlecht  des  „nächsten" 
Kindes,  dem  Marbe  auch  ein  eigenes  Kapitel  (das  24.)  wid- 
met. Durch  ähnliche  Abzahlung  an  dem  von  ihm  zusammen- 
getragenen umfangreichen  Material  der  vier  deutschen  Städte 
ergab  sich  ein  Überwiegen  der  Fälle,  wo  zwei  aufeinander- 
folgende Geburten  ungleichen  Geschlechts  sind,  gegenüber  den 
Fällen,  wo  zwei  gleichgeschlechtliche  Geburten  aufeinander- 
folgen, wenn  man  sich  an  die  reinen  Gruppen  von 
einer  bestimniten  Höhe  angefangen  (9  beim  Gesamt- 
material, 12  bei  den  einzelnen  Städten)  hält.  Daraus  wird  die 
ohne  Zweifel  richtige  Folgerung  abgeleitet,  daß,  wenn  jemand 
bei  diesem  Material  nach  solchen  reinen  Gruppen  konse- 
quent darauf  gewettet  haben  würde,  daß  die  nächste  zur  Ein- 
tragung kommende  Geburt  dem  jeweilig  anderen  Geschlechte 
angehören  werde,  er  einen  Vorteil  aus  diesen  Wetten  hätte 
haben  müssen.  Aber  wiederum  muß  dem  unhaltbaren  Induk- 
tionsschluß widersprochen  werden,  daß  die  an  dem  bearbeite- 
ten Material  beobachtete  Erscheinung  „in  größerem  Umfang" 
gelte  und  daß  analoge  Wetten  auch  in  andern  Städten  einen 
analogen  Erfolg  haben  würden.  Zur  Kennzeichnung  des  prak- 
tischen Wertes  einer  solchen  Spekulation  sei  übrigens  noch 
erwähnt,  daß  das  Übergewicht  der  günstigen  Wetten  über 
die  ungünstigen,  das  im  Gesamtmaterial  8,  im  Würzburger, 
Fürther,  Augsburger  und  Freiburger  Material  bzw.  5,  2,  3,  3 
Fälle  ausmachte,  erst  in  einem  Zeitraum  von  20  bis  32  Jahren 
voll  zur  Geltung  kam. 

102.  Im  25.  Kapitel  macht  Marbe  einige  Nutzanwendun- 
gen seiner  Lehre  vom  statistischen  Ausgleich  und  kommt  da- 
mit neuerdings  auf  die  Inkongruenzen  zwischen  mathemati- 
scher und  naturphüosophischer  Denkweise  zu  sprechen.  Nach 
unserer  Auffassung  bedarf  es  gar  nicht  der  Lehre  vom  statisti- 
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sehen  Ausgleich,  in  der  wir  nichts  anderes  erblicken  als  eine 
unzureichend  begründete  Verallgemeinerung  empirisch  ge- 
wonnener spezieller  Erkenntnisse,  und  der  Berufung  auf  die 
problematische  Abhängigkeit  im  vierten  Sinne,  über  die  wir 
uns  in  Nr.  91,  IV,  eingehend  geäußert  haben,  um  einige  der 
Gegensätze  aufzuklären,  die  Marbe  hier  vorführt.  Es  genügt 
vielmehr,  auf  den  schon  betonten  Unterschied  zwischen  reinem 
Denken  und  realer  Wirklichkeit  hinzuweisen.  Jede  Anwendung 
der  Mathematik  auf  die  Wirklichkeit  bedarf  der  Kritik,  sollen 
nicht  Fehlbegriffe  begangen  werden  und  Widersprüche  sich 
einstellen.  So  bleibt  auch  zwischen  der  reinen  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung und  dem  wirklichen  Geschehen,  so  weit  es 
als  zufällig  gelten  kann,  ein  breiter  Raum  für  kritische  Fragen, 
zu  deren  Aufhellung  nur  die  Erfahrung  etwas  beitragen  kann. 
Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  erscheinen  uns  Marbes  Un- 
tersuchungen als  eine  wertvolle  Detailarbeit;  nur  mit  der  Art 
der  Deutung  ihrer  Resultate  und  der  vermuteten  Erklärung 
können  wir  ims  nicht  einverstanden  erklären.  Zu  einigen  in 
diesem  Kapitel  ausgesprochenen  Ansichten  und  aufgestellten 
Behauptungen  seien  Gegenmeinungen  vorgebracht. 

Jedes  Geschehen  ist  einzig  und  allein  durch  die  Umstände 
bestimmt,  unter  welchen  es  vor  sich  geht.  Jede  Änderung 
der  Umstände  hat  eine  Änderung  des  Geschehens  zur  Folge, 
und  umgekehrt  ist  aus  einer  Änderung  im  Geschehen  mit 
Sicherheit  auf  eine  Änderung  der  Umstände  zu  schließen.  Die- 
ser, wie  mir  scheint,  immittelbaren  Einsicht  widerspricht  die 
von  Marbe  wiederholt  vertretene  Ansicht  von  dem  Vorhan- 
densein „besonderer  Bedingimgen",  welche  gewissermaßen 
außerhalb  der  mit  dem  Geschehen  einhergehenden  Umstände 
liegen  sollen;  auf  solche  „besondere  Bedingungen"  führt  er 
den  statistischen  Ausgleich  zurück;  sie  „verhindern"  es  also, 
daß  reine  Gruppen  über  eine  gewisse  Größe  hinaus  überhaupt 
noch  zustande  kommen;  sie  „bewirken",  daß  reine  Gruppen 
von  einem  gewissen  Umfange  angefangen  seltener  auftreten, 
als  es  nach  den  bestehenden  Wahrscheinlichkeiten  zu  erwar- 
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ten  wäre,  und  „erzeugen"  dadurch  eine  größere  Gleichförmig- 
keit in  den  Massenerscheinungen,  als  es  der  Theorie  entspre- 
chen würde;  sie  „lassen  nicht  zu",  daß  trotz  der  logischen  Mög- 
lichkeit durch  einen  längeren  Zeitraum  an  einem  Orte  nur  Kna- 
ben oder  nur  Mädchen  geboren  werden,  ja  nicht  einmal,  daß  das 
Geschlechtsverhältnis  in  den  Geburten  eine  erhebliche  Ände- 
rung erfahre. 

Unzutreffend  ist,  was  M  a  r  b  e  über  die  bisherige  Auffassung 
der  angenäherten  Konstanz  mancher  statistischen  Verhältnis- 
zahlen sagt.  Dieser  Auffassung  zufolge  habe  man  in  der  Kon- 
stanz nichts  weiter  als  ein  Zufallsergebnis  erblicken  wol- 
len. Eine  solche  Ansicht  könnte  nur  aus  einer  mißverständ- 
lichen Auslegung  gewisser  theoretischer  Überlegungen  hervor- 
gehen. Wenn  man  z.  B.  an  eine  Reihe  beobachteter  Geburts- 
fälle mit  der  Vorstellung  herantritt,  sie  unter  das  Schema  von 
Ziehungen  aus  einer  Urne  mit  einer  bestimmten  Anzahl  wei- 
ßer und  schwarzer  Kugeln  (entsprechend  den  männlichen  und 
weiblichen  Geburten)  zu  stellen,  so  schließt  man  allerdings, 
es  sei  am  natürlichsten,  das  Füllungsverhältnis  in  der  Urne 
so  festzusetzen,  daß  daraus  der  beobachtete  Geburtenkomplex 
als  wahrscheinlichstes  Ziehungsergebnis  hervor- 
gehe. Aber  diese  theoretische  Betrachtung,  der  zufolge 
die  Beobachtungsreihe  tatsächlich  als  Zufallsergebnis  genom- 
men wird,  entspricht  doch  nicht  der  tatsächlichen  Auf- 
fassung. Diese  erblickt  in  der  angenäherten  Konstanz  des  Ge- 
schlechtsverhältnisses die  notwendige  Folge  der  Bestän- 
digkeit in  den  physiologischen  und  sonstigen  Umständen,  die 
für  das  Geschlecht  bestimmend  sind,  und  würde  in  einer  be- 
trächtlichen Änderung  jenes  Verhältnisses  das  Symptom  für 
eine  Veränderung  in  jenen  Umständen  erblicken  und*  somit 
Anlaß  finden,  dieser  Veränderung  forschend  nachzugehen. 

Marbe  sagt  weiter ^o,  man  sei  in  der  modernen  Statistik 
gewohnt,  die  Aufmerksamkeit  insbesondere  auf  diejenigen  sta- 
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tistischen  Reihen  zu  lenken,  die  eine  übemormale  Dispersion 
aufweisen,  nicht  aber  auf  diejenigen  Reihen,  denen  man  eine 
normale  Dispersion  „zuschreibt"  (dieses  letzte  Wort  wurde 
deshalb  gewählt,  weil  im  Sinne  der  Lehre  vom  statistischen 
Ausgleich,  durch  den  eine  Erhöhung  der  Gleichförmigkeit  und 
somit  eine  Vermehrung  der  Stabilität  herbeigeführt  werden 
soll,  solche  Reihen  in  Wirklichkeit  eigentlich  eine  imtemor- 
male  Dispersion  besäßen).  Eine  solche  Einseitigkeit  würde 
gegen  den  Geist  wissenschaftlicher  Forschung  verstoßen;  sie 
ist  tatsächlich  nicht  vorhanden.  Die  Statistik  untersucht  die 
Reihen,  wie  sie  sich  ihr  darbieten,  und  zieht  aus  der  Art  der 
Dispersion  ihre  Folgerungen.  Reihen  mit  normaler  Disper- 
sion sind  bei  den  Massenerscheinungen,  mit  denen  es  die  prak- 
tische Statistik  zu  tun  hat,  nur  sehr  selten  anzutreffen  und  ver- 
dienen eben  deshalb  besondere  Aufmerksamkeit.  Gerade  das 
Geschlechtsverhältnis  der  Geborenen  ist  eine  Erscheinung, 
welche  dem  Typus  reiner  Zufallsereignisse  mit  konstanter 
Wahrscheinlichkeit  sehr  nahe  kommt,  und  Marbes  reiches 
Material  böte  eine  gute  Gelegenheit,  hierüber  Untersuchun- 
gen auf  breiter  Basis  anzustellen.  Würden  seine  Geburten- 
registerauszüge  aus  den  vier  Städten  in  Abschnitte  zu  je  looo 
Geburten  zerlegt,  so  ergäben  sich  vier  Reihen  von  je  49  drei- 
stelligen Häufigkeitszahlen  für  eine  männliche  Geburt,  die  eine 
gute  Grundlage  für  Dispersionsuntersuchungen  darböten.  Eine 
Vereinigung  der  vier  Städtematerialien  wäre  für  diesen  Zweck 
nicht  zu  empfehlen,  weü  die  Unterschiede  zwischen  den  Reihen- 
häufigkeitszahlen doch  zu  beträchtlich  sind;  die  Extreme 
0,50878  (Augsburg)  und  0,51259  (Freiburg)  unterscheiden 
sich  voneinander  um  7,4^00  des  Gesamtdurchschnitts  0,51  099. 
Den  Anschauungen,  die  Marbe  bezüglich  der  Unfallshäufig- 
keit vorbringt,  ist  zuzustimmen.  Es  gibt  Umstände,  die  bei 
manchen  Personen  nachweisbar  auf  das  Zustandekommen  von 
Unfällen,  wenn  auch  in  verschiedenem  Maße,  begünstigend 
einwirken;  es  können  dies  Umstände  sein,  die  in  der  Person 
gelegen   sind    (angeborene   Ungeschicklichkeit,   Temperament 
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u.  a.)  und  solche,  die  von  außen  hinzutreten  (Beruf,  Umgebung 
u.  a.).  Erleidet  eine  und  dieselbe  Person  nacheinander  mehrere 
Unfälle,  so  geht  es  nicht  an,  ein  solches  Zusammentreffen  von 
Ereignissen  als  rein  zufällig  aufzufassen ;  es  kann  zum  Teü  auf 
solche  dauernde  Umstände  zurückführbar  sein.  Das  bedeutet 
nicht  eine  bloß  logische,  sondern  eine  reale  Abhängigkeit  der 
einander  folgenden  Unfälle  —  bei  Marbe  eine  Abhängigkeit 
im  vierten  Sinne.  Die  Wahrscheinlichkeit,  einen  Unfall  zu  er- 
leiden, kann  also  in  der  Tat  davon  abhängen,  ob  schon  Un- 
fälle vorausgegangen  sind  oder  nicht.  Etwas  anderes  aber 
ist  es  um  die  Frage,  ob  die  Versicherung  diesem  Sachverhalt 
Rechnung  tragen  soU  und  kann.  Bei  der  gesetzlichen  Ver- 
Bicherung  der  Arbeiter  ist  es  ausgeschlossen;  denn  diese  hat 
es  nicht  mit  den  Unfällen  einzelner  Personen,  sondern  mit  den 
Unfällen  als  unvermeidlichen  Begleiterscheinungen  der  indu- 
striellen, gewerblichen,  landwirtschaftlichen  Arbeit  zu  tun,  eine 
Individualisierung  verbietet  auch  der  soziale  Charakter  der 
Versicherung.  Bei  der  freien  Unfallversichenmg  stünden  vor- 
erst der  Gewinnung  eines  diesen  Sachverhalt  berücksichtigen- 
den genügend  großen  statistischen  Materials  außerordentliche 
Schwierigkeiten  entgegen;  es  wäre  aber  auch  zu  erwägen,  ob 
eine  differenzierende  Behandlung  der  Versicherungswerber  der 
Sache  dienlich  wäre. 

In  demselben  Kapitel  spricht  sich  Marbe  darüber  aus,  ob 
die  in  seinem  Buche  vertretenen  Anschauungen  eine  Änderung 
in  der  Stellung  der  reinen  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  be- 
wirken imstande  sind.  Er  räumt  ein,  es  werde  hier  alles  beim 
alten  bleiben  können;  doch  werde  man  in  der  angewandten 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  betonen  müssen,  daß  wesentliche 
Voraussetzungen  der  reinen  Wahrscheinlichkeitsrechnung  in 
der  Wirklichkeit  kaum  irgendwo  anzutreffen  seien  und  daß 
speziell  der  MultipHkationssatz  nicht  unbedingte  Geltung  habe. 
Er  hält  es  weiter  nicht  für  ausgeschlossen,  das  große  außer- 
mathematische Interesse,  das  die  heutige  theoretische  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung zur  Zeit  besitzt,  könnte  zugunsten  na- 
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turphilosoplusch  -  statistischer  Untersuchung  zurückgedrängt 
werden. 

Was  das  erste  betrifft,  die  Betonung  des  Unterschiedes  zwi- 
schen reiner  WaJhrscheinlichkeitslehre  und  der  realen  Wirk- 
lichkeit, auf  die  sie  zur  Anwendung  gebracht  werden  soll,  so  ist 
damit  in  der  Tat  eine  wichtige  Forderung  ausgesprochen,  auf 
die  in  früherer  Zeit  nicht  gebührend  Rücksicht  genommen 
wurde,  und  Untersuchungen  von  der  Art,  wie  sie  Marbe  mit 
großem  Arbeitsaufwand  und  anerkennenswerter  Ausdauer 
durchgeführt  hat,  sind  wirklich  notwendig,  um  einen  Maßstab 
zu  gewinnen,  wie  weit  auf  diesem  oder  jenem  Gebiet  die  Vor- 
aussetzungen für  die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitstheo- 
rie erfüllt  sind  und  wie  man  die  mit  ihrer  Hilfe  gefundenen 
Resultate  zu  würdigen  hat.  In  dieser  Richtung  hat  schon  das 
Buch  von  Kries  einen  Fortschritt  angebahnt. 

Zu  dem  zweiten  Gedanken  dürfte  die  Bemerkung  berechtigt 
sein,  daß  wohl  die  reine  Wahrscheinlichkeitsrechnung  immer 
das  Modell  zu  bilden  haben  wird,  nach  dem  man  das  zufällige 
Geschehen  beurteilt.  Eine  Rivalität  zwischen  Theorie  und  An- 
wendung wäre  hier  ebensowenig  am  Platze  wie  auf  andern  Ge- 
bieten. So  wie  an  der  Unentbehrlichkeit  der  reinen  Geometrie 
festgehalten  wird,  die  unbekümmert  um  die  von  ihr  zu  machen- 
den Anwendungen  ihr  Dasein  führt  und  sich  weiter  entwickelt, 
so  soll  auch  das  gleiche  der  reinen  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung eingeräumt  bleiben. 

103.  Es  ist  schon  wiederholt  der  vernichtenden  Kritik  ge- 
dacht worden,  die  Sterzinger  an  den  Lehren  der  „alten 
Wahrscheinlichkeitsrechnung"  —  wie  er  sie  nennt  —  geübt 
hat.  Über  das  Neue,  was  an  ihre  Stelle  zu  treten  hätte,  gibt 
am  meisten  Aufschluß  das  letzte  Kapitel  seines  Buches,  das  von 
der  „Naturphilosophie  der  Zufallsspiele  und  verwandter  Ge- 
schehnisse" handelt.  Mit  Unrecht  sagt  Sterzinger,  die  bis- 
herige Untersuchung  zufälliger  Ereignisse  sei  stets  nur  auf  das 
Summarische  gerichtet  gewesen,  womit  die  Ermittlung  der  re- 
lativen Häufigkeit  des  Auftretens  der  in  Betracht  kommenden 
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Ereignisse  gemeuit  sein  soll;  denn  tatsächlich  sind  Ereignis - 
reihen  nach  den  mannigfachsten  Beziehungen  geprüft  worden 
und  es  konnte  festgestellt  werden,  daß  sie  —  wo  die  Voraus- 
setzungen der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  genügender 
Weise  erfüllt  waren  —  durchwegs  mit  den  Ergebnissen  der 
Theorie  so  weit  übereinstimmten^  als  es  überhaupt  erwartet 
werden  darf.  Mit  der  Methode  des  Summarischen  habe  M  a  r  b  e 
zuerst  gebrochen  und  sei  zur  Detailforschung  übergegangen. 
Sterzinget  will  hierin  einen  Schritt  weiter  tim  und  den 
Verlauf  der  zufälligen  Geschehnisse  in  ihrer  zeitlichen 
Aufeinanderfolge  zum  Gegenstande  der  Untersuchung 
machen;  mit  andern  Worten,  er  will  das  Spiel  des  Zufalls 
erlauschen  und  erforschen,  wie  der  Ausgleich  des  Zufalls 
vor  sich  geht. 

Er  hat  zu  diesem  Zwecke  selbst  Versuche  ausgeführt  und 
die  Anordnung  offenkundig  so  getroffen,  um  eine  von 
D'Alembert  ausgesprochene  Meinung  auf  ihre  Richtigkeit 
zu  prüfen;  dieser  Meinung  zufolge  soll  in  wahrscheinlichkeits- 
theoretischer  Beziehung  ein  Unterschied  bestehen,  ob  man  eine 
Anzahl  Münzen  einzeln  hinwirft  (mit  einer  Münze  mehreremal 
nacheinander  spielt)  oder  ob  die  gleiche  Anzahl  Münzen  auf 
einmal  hingeworfen  wird.  —  Die  eine  Versuchsreihe  bestand 
in  155  Würfen  mit  je  8  Münzen;  als  ihr  Gesamtergebnis  wird 
62 6 mal  Kopf  und  606 mal  Wappen  angegeben;  da  aber 
626-1-606=1232  nicht  gleich  ist  8-155  =  1240,  so  können 
die  Angaben  nicht  richtig  sein.  —  Eine  zweite  Versuchsreihe 
umfaßte  200  Würfe  mit  je  12  Münzen;  ihr  Summarergebnis 
wird  mit  1203  Kopf  und  1245  Wappen  angegeben;  wiederum 
weicht  1203-1-1245  =  2448  von  12*200  =  2400  ab. 

Die  einzelnen  Wurf  ergebnisse  wurden  nach  ihrer  Zusammen- 
setzung aus  Kopf  und  Wappen  in  Klassen  unterschieden;  bei 
der  ersten  Versuchsreihe  sind  die  Klassen  durch  die  Verhält- 
nisse 4:4,  3:5,  2:6,  1:7,  0:8,  bei  der  zweiten  Versuchsreihe 
durch  die  Verhältnisse  6:6,  5:7,  4:8,  3:9,  2:10,  i:ii,  o;  12 
gekennzeichnet;   dies  ist  so  zu  verstehen,   daß  beispielsweise 
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unter  dem  Verhältnis  3:5  alle  Würfe  zusammengefaßt  sind, 
bei  welchen  die  eine  Münzseite,  gleichgültig  welche,  3  imd  die 
andere  5  mal  fiel. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  die  dem  Verhältnis  m :  n  entspricht,  ist 
sonach  bei  m  =\=  n 

s/ 

2  — 

s/ 


bei  m 


/n/\2) ' 
7?W' 


wenn  s  =  /n^n  die  Zahl  der  Münzen  bedeutet;  und  die  rech- 
nungsmäßig zu  erwartende  Anzahl  der  Würfe  dieses  Verhält- 
nisses in  A^  Versuchen  beträgt 

m/n/\  2  /  {m/y\2  J  ' 

mit  ihr  ist  die  wirklich  beobachtete  zu  vergleichen.  Dies  gibt 
folgende  Zusammenstellung : 


Erste  Versuchsreihe. 

Verhältnis 

Rechnungsmäßige  Zahl         Beobachtete  Zahl 

4:4 

42,4                                         36 

3:5 

67,8                                        73 

2:6 

33,9                                        30 

I  :7 

9,7                                        13 

0:8 

1,2                                           I 

155                                         153 

Zweite  Versuchsreihe. 

Verhältnis 

Rechnungsmäßige  Zahl         Beobachtete  Zahl 

6:6 

45,1                                        41 

5:7 

77,3                                      7^ 

4:8 

48,3                                     53 

3:9 

21,5                                     28 

2  :  IG 

6.4                                        8 

I  :  II 

1,2                                        3 

0  :  12 

0,1                                         0 

200 


203 


Die  Nichtübereinstimmung  der  Kolonnensummen  zeigt,  daß 
Sterzingers  Angaben  auch  in  dieser  Richtung  ungenau  sind. 
Die  zugehörige  Rechnung  hat  er  offenbar  nicht  gemacht;  denn 
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er  bemerkt  zu  dem  Ergebnis :  „Man  sieht  also,  die  Wahrschein- 
lichkeitsbrüche  sind  andere,  wenn  man  gleichzeitig  wirft."  In 
Wirklichkeit  gehen  Rechnung  und  Beobachtung  so  weit  par- 
allel, als  es  bei  den  kleinen  Versuchszahlen  erwartet  werden 
darf.  Übrigens  ist  nicht  zu  ersehen,  worauf  Sterzinger  die- 
ses Urteil  stützt,  da  er  von  Ergebnissen  aus  Einzelwürfen  gar 
nichts  spricht.  Er  ist  weiter  der  irrigen  Meinung,  die  größte 
Wiederholungszahl  müßte  auf  das  Verhältnis  4 : 4,  bzw.  6 : 6 
fallen.  Darum  bemerkt  er:  „Für  diese  Erscheinung  habe  ich 
noch  keine  Erklänmg,  es  sieht  fast  so  aus,  als  ob  die  sonderbare 
Unregelmäßigkeit  des  Zufalls  und  seine  Abneigung  gegen 
scharfe  Zahlen  sich  auch  hier  ausdrücken  müßte."  Er  ver- 
mutet, bei  noch  größerer  Anzahl  der  Münzen  würde  das  wahr- 
scheinlichste Verhältnis  noch  weiter  von  dem  Verhältnis  der 
Gleichheit  abrücken;  eine  einfache  Rechnung  hätte  ihn  be- 
lehrt, ob  diese  Vermutung  berechtigt  ist.  Von  D'Alembert, 
der  es  für  wahrscheinlicher  hielt,  mit  r  Münzen  auf  einmal 
eine  reine  Gruppe  zu  werfen  als  bei  r  Würfen  mit  einer  Münze, 
meint  Sterzinger,  daß  er  sich  hierin  geirrt  zu  haben  scheine ; 
aber  die  obigen  Versuche  wären  gewiß  nicht  geeignet,  diese 
Meinung  zu  bestätigen  oder  zu  widerlegen. 

Nach  einer  kurzen  Betrachtung  der  Punktbilder,  durch  die 
er  —  in  recht  unübersichtlicher  Weise  —  seine  Versuchsreihen 
zur  Darstellung  gebracht,  sagt  Sterzinger:  „Wenn  man  also 
die  Detailbetrachtung  in  das  Studiimi  der  Glücksspiele  ein- 
führt, so  ist  die  Möglichkeit  geboten,  größere  Wahrscheinlich- 
keit für  den  positiven  oder  negativen  Ausfall  eines  Einzelwurfes 
zu  erhalten  als  nach  dem  bisherigen  Modus  der  Gesamtbe- 
trachtung." Wie  diese  größeren  Wahrscheinlichkeiten  zu  er- 
mitteln sind,  wird  nicht  gesagt;  ob  schon  vor  Beginn  des 
Spieles  eine  solche  Vorausbestimmung  möglich  ist  oder  ob  sie 
erst  im  Gange  des  Spieles  nach  den  vorausgegangenen  Ergeb- 
nissen geschehen  kann,  darüber  fehlt  jede  Angabe.  Für  den 
Spieler  hätte  das  natürlich  großen  Wert,  weil  er  seine  Ein- 
sätze mit  größerer   Sicherheit   des   Erfolges  machen  könnte. 
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Sterzinger  hält  sich  nach  den  Ergebnissen  seiner  Versuche 
für  überzeugt,  daß  es  möglich  sei,  den  Verlauf  im  einzelnen, 
die  „Zerstreuungen  und  Häufungen"  näher  zu  erforschen  und 
sieht  den  ersten  Schritt  dazu  in  dem  Suchen  nach  den  Ursachen 
dieser  Erscheinungen.  Abhängigkeit  der  Würfe  im  Sinne  der 
Wahrscheinlichkeitstheorie  hält  er  nach  der  Art  der  Ausfüh- 
rung der  Versuche  als  Erklärungsgrund  für  ausgeschlossen. 
Die  Häufungen  eines  und  desselben  Verhältnisses  m :  n  nennt  er 
Knäuelungen  und  glaubt,  daß  sie  besonders  bei  Würfen  vor- 
kommen, die  mit  sehr  geringer  Wahrscheinlichkeit  zu  erwarten 
sind  —  das  stünde  im  Gegensatz  zu  Marbes  Ergebnissen. 
Wie  sehr  und  wie  bald  er  sich  überzeugt  hielt,  daß  Häufungen 
mit  einer  gewissen  Regelmäßigkeit  auftreten,  geht  aus  fol- 
gender Stelle  hervor  ^^ :  „Als  ich  bei  der  Herstellung  der  zwei- 
ten Versuchsreihe  bereits  aufhören  wollte,  weü  ich  die  Zahl 
von  150  Würfen  schon  beisammen  hatte,  warf  ich  i:ii  (ein 
Wurf,  dem  die  Wahrscheinlichkeit  0,0059  zukommt).  Aha, 
dachte  ich,  jetzt  komme  ich  in  eine  interessante  Gegend,  bald 
wird  dieser  Wurf  wiederkommen,  und  richtig,  nach  6,  bzw. 
9  weiteren  Würfen  trat  er  tatsächlich  ein." 

Die  Knäuelung  wird  näher  dahin  beschrieben,  daß  auf  ein 
Verhältnis  nicht  nur  ein  gleichartiges,  sondern  auch  auf  den 
wiederholten  Wurf  eines  Verhältnisses  wiederholte  Würfe  eines 
andern  folgen;  auch  von  „Vor-  und  Nachläufern"  wird  ge- 
sprochen, ohne  daß  dies  deutlich  gemacht  würde. 

Sterzinger  hat  außer  Münzwürfen  auch  andere  Ereig- 
nisse auf  ihren  zeitlichen  Verlauf  beobachtet,  u.  zw.  Ladenbe- 
suche, das  Vorüberkommen  von  Menschen  und  Fuhrwerken 
an  einer  bestimmten  Stelle  (auch  für  beide  Richtungen  ge- 
sondert); auch  solche  Ereignisse,  die  durch  Geschicklichkeit 
oder  Absicht  beeinflußbar  sind,  wie  das  Treffen  und  Nicht- 
treffen  im  Billardspiel.  Er  führt  ferner  Fälle  räumlicher 
Verteilung  an,  die  gleichfalls  Leeren  und  Häufungen  aufwei- 
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sen,  wie  die  Silhouetten  verschiedener  Baumarten,  die  Ver- 
teilung von  Blumen  im  Rasen,  der  Himmelskörper  im  Welt- 
raum und  der  Sterne  am  Hünmelsgewölbe.  Er  weist  femer 
hin  auf  gewisse  Erfahrungssätze  (ein  Unglück  kommt  selten 
allein),  auf  die  oft  lange  Verschonung  eines  Hauses  mit  Sterbe- 
fällen und  darauf  folgende  Häufung  solcher,  auf  langes  Aus- 
bleiben und  dann  Häufung  von  Briefen.  Nach  all  diesen  Bei- 
spielen sagt  er:  „Ich  glaube  daher  einigermaßen  berechtigt 
zu  sein,  von  einer  allgemeinen  Naturerscheinung  zu  sprechen 
und  möchte  sie  die  Erscheinung  von  der  durchgängig 
auftretenden  Knäuelung  bezeichnen." 

Ich  möchte  hierzu  folgendes  bemerken.  Im  Grunde  genom- 
men besagt  dies  nichts  anderes,  als  daß  Ereignisse  und  Tatbe- 
stände, die  wir  wegen  ihrer  verwickelten,  undurchblickbaren 
Verursachung  als  zufällig  bezeichnen,  in  ihrem  Auftreten  Un- 
regelmäßigkeiten zeigen,  die  sich  in  einer  ungleichmäßi- 
gen Verteilung  solcher  Ereignisse  und  Tatbestände  nach  Zeit 
und  Raum  kundtun,  und  es  Hegt  im  Wesen  der  ungleichmäßi- 
gen Verteilung,  daß  sie  Verdünnungen  und  Verdichtungen,  Zer- 
streuungen und  Häufungen,  Leeren  und  Knäuelungen  und  wie 
sonst  man  es  heißen  will,  aufweisen  muß.  Es  ist  also  die  Kon- 
statierung einer  selbstverständlichen  Erscheinung,  was  Ster- 
zinger  als  ein  besonderes  Naturgesetz  hinstellen  will.  Aber 
über  diese  Konstatierung  kommt  er  und  kommt  niemand  hin- 
aus, die  Erscheinung  als  solche  ist  theoretisch  nicht  faßbar 
und  daher  auch  nicht  praktisch  verwendbar;  sowie  der  einzelne 
Fall  bis  zu  seiner  Verwirklichung  ungewiß,  unvorhersehbar 
bleibt,  so.  bleiben  es  auch  die  Leeren  und  Knäuelungen,  weder 
ihr  Beginn  noch  ihr  Aufhören  läßt  sich  vorausbestimmen. 

Da  die  besprochene  Erscheinung  an  die  Verdünnungen  und 
Verdichtungen  erinnert,  die  bei  longitudinalen  Wellenbewegun- 
gen auftreten,  so  kommt  Sterzinger  auf  den  Gedanken, 
daß  ihre  Ursache  sowie  auch  die  eigentliche  Ursache  des  „für 
nahezu  mystisch  gehaltenen  Ausgleichs"  in  einem  die  betreffen- 
den Ereignisse  beherrschenden  Rhythmus  liegen  dürfte.  Weil 
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es  sich  aber  jedenfalls  um  einen  Rhythmus  „von  hoher  Kom- 
plikation" handeln  müßte,  so  hofft  er  dem  Rätsel  dadurch 
näher  zu  kommen,  daß  er  sich  diesen  komplizierten  Rhythmus 
durch  Superposition  einfacher  regelmäßiger  Rhythmen  ent- 
standen denkt,  die  sich  durch  allmähliche  Vereinfachung  der 
Vorgänge  herausstellen  sollen.  So  versuchte  er  bei  dem  Münz- 
spiel die  verschiedenen  Momente,  die  auf  das  Resultat  Einfluß 
nehmen,  bis  auf  eines  konstant  zu  halten  (Einlegen  der  Münze 
in  den  Becher,  Fallhöhe,  Neigimg  des  Bechers  beim  Auswerfen 
der  Münze)  und  auf  diese  Weise  zu  erforschen,  was  für  einen 
Rhythmus   das   freigelassene   Moment  für  sich   erzeugt. 

Wer  das  liest,  muß  von  vornherein  von  der  Vergeblichkeit 
eines  solchen  Bemühens  überzeugt  sein.  Sterzinger  kam 
denn  auch  selbst  zu  der  Einsicht,  „daß  ohne  Apparate  scharfe 
Bilder  nicht  zu  erwarten  sind".  Und  so  würde  diese  natur-. 
philosophische  Betrachtung  schließlich  zu  dem  Versuche  hin- 
führen, den  Zufall  maschinell  nachzuahmen,  und  Sterzinger 
spricht  in  der  Tat  von  derlei  Versuchen,  die  er  selbst  unter- 
nommen, um  die  Erscheinung  der  Knäuelung,  die  nach  seinem 
Dafürhalten  für  die  „Physik  der  Zufallsspiele"  von  erheb- 
licher Bedeutung  ist,  mittels  eines  hierzu  konstruierten  Appa- 
rates einer  schärferen  Beobachtimg  zu  unterziehen.  —  Ich 
halte  dafür,  daß  jedes  Bemühen,  das  Walten  des  Zufalls  im 
einzelnen  näher  zu  erforschen,  vergeblich  ist.^s 

Auf  die  Versuche  Sterzingers,  auch  Marbes  Zahl  ;:; 
(Höchstumfang  der  wirlclich  auftretenden  reinen  Gruppen)  und 
den  sogenannten  Ausghdch  des  Zufalls  aus  Rhythmen  zu  er- 
klären, soll  nicht  weiter  eingegangen  werden ;  die  bezüglichen 
Ausführungen  entbehren  der  Bestimmtheit  und  besitzen  keine 
Beweiskraft.  Den  Gedanken,  daß  es  Aufgabe  einer  „moder- 
nen" Wahrscheinlichkeitstheorie  sein  müßte,  den  Verlauf  zu- 
fälliger Ereignisse  im  einzelnen  individuell  zu  erforschen,  kann 
ich  nicht  mit  ihm  teilen. 

**  An  dieser  Meinung  glaube  ich  auch  trotz  der  anders  geaiteten  Auffassung 
dieser  Angelegenheit  bei  Meinong  (S.  597 — 598)  festhalten  zu  müssen. 
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104.  Bei  der  Bearbeitting  beobachteter  Tatsachen  ist 
die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  so  weit  sie  die  Grundlage 
der  Fehlertheorie  und  der  auf  dieser  aufgebauten  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  büdet,  schon  seit  langem  verwendet  wor- 
den. Zur  Erklärung  beobachteter  Tatsachen  ist  sie  erst 
in  einer  späteren  Zeit  herangezogen  worden.  Ob  und  in  wel- 
chem Sinne  sie  dazu  tauglich  ist,  ist  eine  Frage,  auf  die  nicht 
so  ohne  weiteres  Antwort  gegeben  werden  kann;  das  bedarf 
einiger  Erörterung;  daß  diese  noch  nicht  zu  einem  allseits 
befriedigenden  Abschluß  gekommen  ist,  beweisen  die  immer 
wieder  auftauchenden  Meinungsverschiedenheiten.  Es  besteht 
das  intellektuelle  Bedürfnis,  bezüglich  eines  jeden  Geschehens 
Aufschluß  über  sein  Zustandekommen  zu  erhalten.  Dieses  Be- 
dürfnis macht  sich  besonders  geltend  gegenüber  solchen  Vor- 
gängen, die  sich  in  einer  gesetzmäßigen  Weise  abspielen,  und 
bleibt  auch  dann  noch  bestehen,  wenn  die  Gesetzmäßigkeit 
ihrem  äußeren  Verlaufe  nach  bereits  erforscht,  etwa  mathe- 
matisch formuliert  ist.  Das  höchste  Ziel  des  Strebens  nach  Er- 
klärung von  Erfahrenem  geht  nach  seiner  Zurückführung  auf 
Notwendigkeiten.  Aber  diese  vollkommenste  Befriedigung 
des  intellektuellen  Bedürfnisses  ist  dem  empirisch  Erkannten 
gegenüber  ausgeschlossen. 

Dort,  wo  die  Einsicht  in  Notwendigkeit  nicht  zu  erreichen 
ist,  richtet  sich  der  Blick  auf  Möglichkeit  und  die  auf  diese 
sich  stützende  Wahrscheinlichkeit.  Auch  die  Einsicht  in  Mög- 
lichkeit und  Wahrscheinlichkeit  bedeutet  einen  Schritt  auf  dem 
Wege  der  Erkenntnis.  Will  man  das  Wort  ,,Erklärung"  für 
solche  Fälle  vorbehalten,  wo  Notwendigkeit  das  Ziel  ist,  so 
kann  man  von  einem  „Begreiflichmachen"  sprechen,  wo  Ein- 
sicht in  die  Möglichkeit  und  insbesondere  auch  eine  Schätzung 
ihres  Grades  erlangt  worden  ist:  für  je  höher  der  Grad  der 
Möglichkeit  eines  tatsächlich  Beobachteten  erkannt  worden 
ist,  desto  begreiflicher  erscheint  seine  Verwirklichung,  desto 
größer  ist  die  intellektuelle  Befriedigung.  Auf  die  objek-- 
tive  Grundlage  der  Möglichkeit  sei  dabei  Nachdruck  gelegt 
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gegenüber  dem  subjektiven  Moment,  das  in  der  Wahrschein- 
lichkeit liegt. 

An  zwei  schematischen   Beispielen  sollen  charakteristische 
Züge  der  zweiterwähnten  Art  des  Erklärens  aufgezeigt  werden. 

Aus  einer  Urne  sei  eine  Reihe  von  Ziehungen  gemacht  wor- 
den und  ihr  Resultat,  bestehend  in  verschiedenfarbigen  Ku- 
geln, liegt  vor.    Das  Zustandekommen  desselben  aus  Notwen- 
digkeiten zu  erklären,  ist  ausgeschlossen.   Hat  man  aber  den 
Inhalt  der  Urne  zuverlässig  erfahren  oder  selbst  untersucht, 
dann  hat  man  eine  Grundlage  für  das  Begreifen  des  Ereig- 
nisses; zuerst  wird  der   Inhalt  lehren,   daß  dasselbe  möglich 
war,  und  die  Möglichkeits-  oder  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
lehrt  den  Grad  der  Möglichkeit  bestimmen;  je  höher  er  ist, 
um  so  begreiflicher  wird  das  beobachtete  Resultat  erscheinen;, 
je  niedriger  er  ist,  um  so  mehr  wird  man  zu  Zweifeln  über, 
sein   Zustandekommen  geneigt   sein,   vorausgesetzt,   daß     der 
ganze   Sachverhalt   für   Zweifel   Raum  läßt.    Hier  stützt  sich, 
die   Begreif lichmachung  auf  jene  Tatsachen,   die  den   In- 
halt der  Urne  betreffen. 

Es  liege  ein  System  von  äußerlich  gleichen  Urnen  verschie-, 
dener  Füllung  vor;  sowohl  die  Zahl  der  Urnen  jeder  Füllung 
als  auch  die  Füllung  selbst  sei  bekannt.  Wiederum  handle 
es  sich  darum,  das  Ergebnis  einer  Reihe  von  Ziehungen  be- 
greiflich zu  machen,  die  aus  einer  der  Urnen  gemacht  worden 
sind.  Zu  den  Tatsachen,  die  die  Anzahlen  und  die  Füllungen 
der  Urnen  betreffen,  kommen  jetzt  noch  Annahmen.  Ist 
aus  den  Tatsachen  die  Möglichkeit  des  Beobachteten  unmittel- 
bar zu  erkennen,  so  führt  jede  Annahme  über  die  Urne,  aus  der 
gezogen  worden  sein  kann,  zu  einem  Möglichkeitsgrad,  und 
es  wird  jene  Annahme  das  Erfahrene  am  begreiflichsten 
machen,  am  besten  erklären,  die  ihm  den  größten  Möglich- 
keitsgrad verleiht.  Bei  der  Sachlage,  wie  sie  hier  gedacht  ist, 
tritt  bei  der  Bestimmung  der  Möglichkeits.grade  die  Bayessche 
Regel  in  Wirksamkeit. 

Tatsachen  und  Annahmen  sind  also  die  beiden  Elemente,  die 

Wiss.  u.  Hyp,  24:  Czuber,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  22 
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bei  der  Erklärung  und  Begreif lichmachung  von  Erfahrenenj 
den  logischen  Erwägungen  als   Grundlage  dienen. 

105.  Die  Einführung  des  Wahrscheinlichkeitsbegriffs  als 
eines  Erklärungsprinzips  in  die  theoretische  Physik  ist  mit  dem 
Namen  L.  Boltzmann  unlösbar  verbunden. ^^  Insbesondere 
ist  es  jenes  Gebiet  empirisch  erkannter  Tatsachen,  das  unter 
der  Bezeichnung  des  zweiten  Hauptsatzes  der  Thermodynamik 
in  der  Weltanschauung  eine  so  bedeutende  Rolle  spielt,  dem 
sich  Boltzmann  mit  ganzer  Kraft  und  großem  Erfolg  zu- 
wandte. 

In  allem  Naturgeschehen  tritt  eine  bestimmte  Richtung 
deutlich  hervor.  Bewegungsenergie  verwandelt  sich  unter  ge- 
wissen Umständen  immer  und  ohne  Hinzutun  von  außen,  wie 
man  sagt  von  selbst,  in  Wärme,  während  der  umgekehrte  Vor- 
gang nur  auf  künstlichem  Wege,  durch  besondere  Vorkehrun- 
gen, erzwungen  werden  kann.  Der  wärmere  Körper  gibt  an 
den  mit  ihm  in  Berührung  stehenden  kälteren  Wärme  ab,  d.  h. 
er  steigert  seine  Temperatur.  Wärmeabgabe  im  umgekehrten 
Sinne  findet  sozusagen  aus  freien  Stücken  niemals  statt.  Ähn- 
lich wie  in  diesen  so  zeigt  auch  in  allen  andern  Fällen  die 
Natur  bei  aufmerksamer  Beobachtung  die  Tendenz,  ihre  Ver- 
änderungen nur  in  einem  bestimmten  Sinne  zu  vollziehen, 
sich  nach  einem  bestimmten  Endziele  hin  zu  entwickeln,  wäh- 
rend Prozesse  im  umgekehrten  Sinne,  wenn  sie  auftraten,  stets 
das  Resultat  besonders,  meist  künstlich  erzeugter  Umstände 
sind.  Aus  dieser  erfahrungsmäßig  ausnahmslosen  Emseitig- 
keit  der  natürlichen,  d.  h.  „von  selbst"  ablaufenden  physi- 
kalischen Prozesse  und  jeglichen  Naturgeschehens  überhaupt 
erwächst  eine  Schwierigkeit,  sobald  man  daran  denkt,  alle 
diese  Vorgänge  mechanisch,  aus  Bewegungen,  erklären  zu  wol- 
len. Denn  jeder  rein  mechanische  Vorgang,  jede  reibungslose 
Bewegung  stellt  sich  als  etwas  dar,  was  der  völligen  Umkeh- 


^^  Vorlesungen  über  Gastheorie,   2  Teile,  Leipzig  189O  — 1898,  und  zahl- 
reiche Abhandlungen. 
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rung  fähig  ist,  so  daß  alle  Zustände  des  Beweglichen  sowohl 
in  der  einen  wie  auch  in  der  entgegengesetzten  Reihenfolge 
ablaufen  können.  Wie  kann  man  sich  die  Irreversibilität 
des  Naturgeschehens  erklären,  wenn  seine  Grundlage  die  re- 
versible Bewegung  ist  ? 

Das  Wesentliche  an  der  Erklärung,  die  Boltzmann  zur 
Lösung  dieses  anscheinend  unlösbaren  Widerspruches  gab, 
liegt  darin,  daß  er  der  unbelebten  Materie,  genauer  gesprochen 
den  Molekeln,  aus  denen  sie  nach  der  Molekularhypothese  be- 
stehen soU,  das  Bestreben  zuschreibt,  jede  Veränderung  so  vor- 
zunehmen, daß  der  spätere  Zustand  wahrscheinlicher  ist  als 
der  frühere,  was  so  viel  bedeutet,  daß  die  objektiven  Um- 
stände für  den  zweiten  Zustand  günstiger  liegen  als  für  den 
ersten. 

V^on  Wahrscheinlichkeit  wird  nur  bei  zufälligem,  was  für  die 
Wahrnehmung  so  viel  heißt  als  bei  gesetzlosem  Geschehen  ge- 
sprochen. Verträgt  sich  die  Anwendung  dieses  Begriffs  mit 
der  Gesetzmäßigkeit,  die  wir  bei  jeder  Bewegungserscheinung 
von  vornherein  als  selbstverständlich  halten  ?  Sind  die  Mole- 
küle elastische  Kugeln,  so  werden  sich  bei  ihrem  Anprallen 
an  feste  Hindemisse  und  bei  ihren  gegenseitigen  Zusammen- 
stößen dieselben  Gesetze  geltend  machen,  die  man  bei  elasti- 
schen Kugeln  im  großen  empirisch  erforscht  hat.  Das  kann 
gewiß  nicht  bestritten  werden,  aber  ebenso  sicher  steht  fest, 
daß  es  dem  menschlichen  Intellekt  unmöglich  wäre,  die  Be- 
wegungen der  Moleküle,  wenn  diese  sichtbar  und  die  Bewegun- 
gen verfolgbar  wären,  einzeln  zu  verfolgen  und  sich  daraus 
den  Enderfolg  ihrer  Gesamtheit  zu  konstruieren;  einen  sol- 
chen Gedanken  läßt  auch  die  enorme  Zahl  der  Moleküle,  die 
man  sich  selbst  in  einem  kleinen  Teil  einer  jeden  Materie  vor- 
stellen muß,  nicht  aufkommen.  Hier  verspricht  nur  die  Erfas- 
sung im  ganzen,  versprechen  nur  jene  Methoden,  welche  die 
Statistik  anwendet,  um  die  Gesetze  der  Massenerschei- 
nungen zu  erforschen,  einen  Erfolg.  Damit  ist  auf  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung als  ein  Mittel  zur  mathematischen  Be- 
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herrschung  der  Molekularbewegungen  hingewiesen;  als  Grund- 
lage haben  die  Tatsachen  der  Mechanik  zu  dienen. 

Ein  Blick  auf  ein  bestimmtes  statistisches  Problem  wird  dies 
deutlich  machen.  Gewiß  gestaltet  sich  der  physische  Lebens- 
lauf jedes  einzelnen  Menschen  nach  den  Umständen,  unter 
welchen  er  existiert,  und  jede  Phase  vollzieht  sich  mit  Not- 
wendigkeit; es  wäre  aber  auch  dem  schärfsten  Beobachter, 
dem  stärksten  Denker  nicht  möglich,  aus  der  Verfolgung  ein- 
zelner Menschenleben  das  Gesetz  der  menschlichen  Sterblich- 
keit abzuleiten;  das  kann  nur  dadurch  gelingen,  daß  man  von 
den  Notwendigkeiten  des  Einzelverlaufs  absieht,  die  Fälle  wie 
zufällige  Ereignisse  auffaßt  und  ihre  Gesamtmasse  den  Me- 
thoden der  Statistik  unterwirft. 

Die  nähere  Betrachtung  des  zufälligen  Geschehens  gibt  eine 
Vorstellung  dessen,  was  Boltzmann  als  den  Übergang  zu 
immer  wahrscheinlicheren  Zuständen  bezeichnet  und  worin  er 
die  Erklärung  für  die  feste  Richtung  im  Naturgeschehen  er- 
blickt. 

Man  denke  sich  eine  Urne,  in  der  sich  eine  sehr  große  An- 
zahl kleiner  Kügelchen  befindet,  zum  Teil  weiß,  zum  Teil 
schwarz,  und  es  seien  die  Kügelchen  beider  Farben  vonein- 
ander streng  gesondert,  eine  Anordnung,  die  als  zufälliger 
Tatbestand  eine  unvorstellbar  kleine  Wahrscheinlichkeit  be- 
säße. Nun  hole  eine  Person,  indem  sie  beliebig  in  die  Urne, 
also  an  beliebige  Stellen  ihres  Inhalts,  greift,  ein  Kügelchen 
nach  dem  andern  heraus  und  lege  jedes  in  eine  zweite  Urne, 
bis  die  erste  geleert  ist.  Mit  dieser  zweiten  Urne  verfahre 
die  Person  genau  so  und  übertrage  ihren  Inhalt  in  eine  dritte 
Urne,  und  so  geschehe  es  weiter.  Der  Erfolg  dieses  Vorgangs 
wird  der  sein,  daß  die  Farben  immer  mehr  durcheinander  ge- 
mischt werden  und  daß  ihre  Verteilung  von  Urne  zu  Urne  eine 
wahrscheinlichere,  d.  h.  eine  gleichmäßigere  werden  wird;  sie 
nähert  sich  immer  mehr  dem  wahrscheinlichsten  Zustand,  der 
darin  besteht,  daß  an  allen  Stellen,  d.  h.  in  beliebigen  Teilen 
des  Urneninhalts,  die  beiden  Farben  in  jenem  Verhältnis  mit- 
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einander  vermengt  sind,  das  sie  in  der  ersten  Urne  aufwiesen. 
Dieser  wahrscheinlichste  Zustand  wird  um  so  vollkommener 
zu  erreichen  sein,  je  größer  die  Zahl  der  Kügelchen  und  je 
kleiner  diese  sind. 

Statt  des  Vorgangs  des  sukzessiven  Ziehens  aus  beliebigen 
Tiefen  und  des  Übertragens  in  eine  neue  Urne  kann  man  den 
Inhalt  der  ursprünglichen  Urne  durch  eine  lange  Dauer  schüt- 
teln, jedoch  so,  daß  dabei  möglichst  viele  Bewegungsrichtun- 
gen im  Räume  zur  Geltung  kommen;  der  Erfolg  wird  der 
gleiche  sein. 

Ist  einmal  die  gleichmäßige  Verteilung  der  beiden  Farben 
nahezu  erreicht,  so  wird  weiter  fortgesetztes  Schütteln  oder 
Umfüllen  an  dem  Zustand  keine  wesentliche  Änderung  mehr 
hervorbringen,  die  Lagerung  der  Kügelchen  wird  sich  wohl 
weiter  ändern,  aber  die  Verteilung  der  Farben  wird  um  den 
wahrscheinlichsten  Zustand  innerhalb  enger  Grenzen  schwan- 
ken. Man  kann  sagen,  der  wahrscheinlichste  Zustand 
hat,  wenn  er  einmal  erreicht  oder  nahezu  erreicht  ist,  die 
Tendenz,  sich  zu  erhalten.  Es  widerstrebt  unserer  Vor- 
stellung, sich  zu  denken,  daß  jemals  wieder  eine  Entmischung 
der  Farben  und  die  Rückkehr  zur  ursprünglichen  Anordnung 
erfolgen,  der  ganze  Vorgang  als  ein  Kreisprozeß  verlaufen 
könnte;  und  doch  ist  die  Möglichkeit  davon  nicht  in  Abrede  zu 
stellen,  sie  wäre  bei  ganz  kleiner  Zahl  der  Kügelchen  auch  gar 
nicht  so  gering,  bei  einer  sehr  großen  Menge  von  Kügelchen 
aber  wird  sie  unaussprechlich  klein;  denn  einmal,  ursprüng- 
lich, war  es  tatsächlich  so,  darum  ist  es  auch  möglich.  — 
Und  die  Begründung  für  all  das,  kann  eine  solche  gegeben 
werden  ?  Ebensowenig  wie  für  das  Gesetz  der  großen  Zahlen, 
das  hier,  nur  in  einer  besonderen  Form,  zum  Ausdruck  kommt. 

106.  Was  hier  durch  äußeres  Zutun,  durch  das  fortgesetzte 
Ziehen  oder  das  Schütteln  hervorgerufen  wurde,  geschieht  in 
einem  Gase  nach  der  Molekularhypothese  in  der  Natur  von 
selbst  durch  die  beständige  fortschreitende  Eigenbewegung  der 
einzelnen  Moleküle,  aus  denen  man  sich  ein  Gas  zusammen- 
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gesetzt  denkt.  Die  dabei  erfolgenden  Zusammenstöße  der  Mo- 
leküle untereinander  und  mit  festen  Hindernissen,  die  ihnen 
in  den  Weg  gestellt  sind,  zerstören  einen  ursprünglich  mehr 
oder  weniger  geordneten  Bewegungszustand  immer  durchgrei- 
fender und  treiben  ihn  jenem  ungeordneten,  wahrscheinlich- 
sten und  darum,  so  lange  die  äußeren  Umstände  die  gleichen 
bleiben,  auch  stationären  Zustand  entgegen,  der  sich  im  Ge- 
gensatze zu  der  uns  sichtbaren  Bewegung  als  Wärme 
und  Spannung  kundgibt. 

Sowie  dort  der  wahrscheinlichste  Zustand  durch  eine  be- 
stimmt qualifizierte  Verteilung  der  Farbe,  ist  er  in  einem  Gase 
durch  eine  bestimmte  Verteilung  der  Geschwindigkeiten  ge- 
kennzeichnet, und  diese  Verteilung  konnte  unter  Zugrunde- 
legung gewisser  Annahmen  über  die  Beschaffenheit  der  Mole- 
küle nach  den  Gesetzen  der  Mechanik  ermittelt  werden.  Das 
Gesetz  der  Geschwindigkeitsverteilung,  von  Maxwell  zuerst 
aufgestellt  und  von  Boltzmann  aufs  neue  bewiesen,  kann 
in  der  Form  eines  Wahrscheinlichkeitssatzes  ausgedrückt  wer- 
den, ähnlich  wie  das  Verteilungsgesetz  der  zufälligen  Fehler. 
Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein  beliebiges  Molekül  eine  Ge- 
schwindigkeit besitze,  die  in  das  sehr  enge  Intervall  von  u  bis 
u-\-du  fällt,  hat  den  Ausdruck 


U^\/n 


darin  bedeutet  U  die  wahrscheinlichste  Geschwindigkeit,  also 
diejenige,  die  bei  den  relativ  meisten  Molekülen  des  betreffen- 
den Gases  herrscht.  Der  Faktor  von  du  ist  das,  was  man  als 
„Geschwindigkeits Verteilungsgesetz"  bezeichnet. 

Diesem  Gesetze  zufolge  erscheinen  allerdings  alle  noch  so 
großen  Geschwindigkeiten  als  möglich,  wie  auch  das  Fehler- 
gesetz beliebig  große  Fehler  im  positiven  wie  im  negativen 
Sinne  zuläßt.  Aber  nur  Geschwindigkeiten,  die  sich  nicht  all- 
zuweit nach  der  einen  wie  nach  der  andern  Seite  von  der 


107.  WahrscheinlichkeitsbegriflF  in  der  theor.  Physik  ^^r 

wahrscheinlichsten  entfernen,  wird  durch  das  Gesetz  eine  noch 
erhebliche  Wahrscheinlichkeit  zugesprochen,  so  daß  selbst  bei 
den  enormen  Molekelzahlen,  wie  sie  einem  Gasquantum  zu- 
geschrieben werden,  Moleküle,  deren  Geschwindigkeit  weit 
über  der  wahrscheinlichsten  oder  tief  imter  ihr,  also  nahe  der 
Null  liegt,  in  verhältnismäßig  sehr  geringer  Menge  zu  erwar- 
ten sind. 

107.  Einen  besonders  anschaulichen  Begriff  von  dem,  was 
als  mathematisch  noch  möglich,  als  physisch  jedoch  für  aus- 
geschlossen anzusehen  ist,  gibt  die  Betrachtung  der  Ausdeh- 
nung eines  Gases  aus  einem  Räume  in  einen  größeren  Raum 
unter  dem  Gesichtspunkte  der  Molekularhypothese. 

Zwei  Räume  A  und  ß  sind  durch  eine  gasdichte  Scheide- 
wand voneinander  getrennt  und  man  stelle  sich  vor,  A  ent- 
halte bloß  einige  wenige  Gasmoleküle,  die,  entsprechend  jener 
Hypothese,  in  irgendwelchen  Richtungen  beständig  hin  und 
her  fliegen  und  an  den  Wandungen  nach  dem  für  elastische 
Kugeln  geltenden  Gesetze  reflektiert  werden,  wodurch  ihre 
Bewegungsrichtungen  immer  wieder  eine  Änderung  erfahren, 
während  die  Geschwindigkeiten  unverändert  bleiben.  Nach 
Entfernung  der  Scheidewand  werden  die  Moleküle  ihre  Be- 
wegungen auch  auf  den  Raum  B  ausdehnen  und  werden  sich 
zu  verschiedenen  Zeiten  in  verschiedener  Weise  auf  den  Raum 
A-^B  verteilen:  bald  wird  sich  ein  Teil  in  A,  ein  Teil  in  B, 
bald  wieder  werden  alle  in  A,  dann  wieder  in  B  sich  befinden. 
Solange  die  Zahl  der  Moleküle  klein  ist,  könnten  diese  Ver- 
teilungsmöglichkeiten, wenn  man  von  einem  Anfangszustand 
ausginge,  aus  den  Geschwindigkeiten,  den  Bewegungsrichtun- 
gen und  der  geometrischen  Gestalt  der  Gefäßwände  sogar 
ihrem  Grade  nach  bemessen  werden.  Sobald  aber  die  Zahl  der 
Moleküle  eine  sehr  beträchtliche  wird,  treten  immer  mehr  auch 
gegenseitige  Stöße  auf  und  hört  die  Möglichkeit  einer  Rech- 
nung auf;  man  ist  genötigt,  das  ganze  an  sich  gesetzmäßige 
Geschehen  als  ein  zufälliges  aufzufassen.  Mit  dieser  Wendung 
ändert  sich  die  ganze  Sachlage,  es  wird  nur  mehr  das  Größen- 
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Verhältnis  der  Räume  maßgebend,  und  alle  andern  Umstände^ 
wie  Anfangslage,  Bewegungsrichtungen  und  Geschwindigkei- 
ten,  Gestalt  der  Wände,   treten  zurück.    Setzt  man 

A      _       _^    _  ^ 

und  bezeichnet  mit  TV  die  Anzahl  der  Moleküle,  so  geben  die  Glie- 
der der  Entwicklung  (a  +  ß)^  über  die  Gunst  der  Umstände  für 
alle  möglichen  Verteilungen  Aufschluß. 

Nun  denke  man  sich  statt  einer  großen,  aber  noch  erfaßbaren 
Anzahl  einzelner  Moleküle  ein  Gas,  das  den  Raum  A  erfüllt, 
mit  seiner  ungeheuren,  nicht  mehr  faßbaren  Menge  von  Mole- 
külen. Die  Erfahrung  lehrt,  daß  sich  dasselbe  nach  Beseiti- 
gung der  Scheidewand  mit  außerordentlicher  Schnelligkeit 
über  den  ganzen  Raum  ausbreitet  und  daß  sich  alsbald  im 
ganzen  Raum  ein  stationärer  Zustand  (in  bezug  auf  Druck 
und  Temperatur)  ausbildet.  Wie  ist  das  aus  der  Zufallstheorie 
zu  erklären  ? 

Unter  den  Gliedern  der  Entwicklung  von  {a -\- ß)''^  ist  jenes 
das  größte,  in  welchem  die  Exponenten  von  a  und  ß  in  dem  Ver- 
hältnis dieser  Zahlen  selbst  stehen,  und  je  größer  A^,  um  so 
mehr  überwiegen  die  Glieder  einer  gewissen  engen  Umgebung 
des  größten  Gliedes  die  Summe  aller  übrigen.  Ins  Sachliche 
übertragen  heißt  dies :  die  physischen  Umstände  liegen  für 
eine  gleichmäßige  oder  dieser  sehr  nahe  Verteilung  der  Mole- 
küle über  den  ganzen  Raum  derart  günstig,  daß  eine  solche 
Verteilung  mit  einer  der  Einheit  sehr  nahe  kommenden  Wahr- 
scheinlichkeit zu  erwarten  wäre,  wenn  man  von  allen  Gesetz- 
mäßigkeiten in  dem  Vorgang  absieht;  für  eine  Verteilung, 
welche  von  der  gleichmäßigen  innerhalb  erheblicher  Grenzen 
abweicht,  ergibt  sich  eine  Wahrscheinlichkeit,  deren  Größe  so- 
zusagen unter  der  Schwelle  des  Fassungsvermögens  für  Zah- 
len liegt.  Dem  Gliede  cc^^  entspräche  der  Fall  der  gleichzeiti- 
gen Anwesenheit  aller  Moleküle  in  dem  Räume  A,  also  der 
Rückkehr  des  Gases  in  den  ursprünglichen  Zustand.  Welchen 
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Wert  der  echte  Bruch  a  auch  haben  möge,  ob  groß  oder 
klein,  wenn  der  Exponent  A^  eine  Zahl  von  der  Ordnung  der 
Trillionen  ist,  wie  das  bei  einem  auch  beschränkten  Gasquan- 
tum angenommen  werden  muß,  dann  wird  der  Wert  von  cc^ 
eine  unfaßbar  kleiiie  Zahl.  Wenn  nun  auch  ein  Ereignis,  dem 
eine  noch  so  kleine  Wahrscheinlichkeit  eigen  ist,  in  einer  ent- 
sprechend langen  Reihe  von  Verwirklichungen  schließlich  doch 
einmal  eintreten  kann,  so  ist  zu  schließen,  daß  auch  die  Rück- 
kehr des  Gases  in  seinen  ursprünglichen  Zustand,  also  die 
Reversibilität  des  beschriebenen  Vorgangs,  nicht  als  unmöglich 
gelten  kann;  aber  für  die  Zeitdauer,  nach  welcher  die  Rück- 
kehr mit  Berechtigung  erwartet  werden  dürfte,  ergeben  sich 
jede  menschliche  Vorstellung  überschreitende  Werte. 

Dies  der  Gedankengang,  durch  welchen  Boltzmann  die 
ausnahmslos  beobachtete  Tatsache  der  Nichtumkehrbarkeit 
physikalischer  Prozesse  begreiflich  gemacht  hat:  die  Hypo- 
these des  molekularen  Baues  der  Materie  ist  geeignet,  diese 
Tatsache  aufzuklären  und  den  scheinbaren  Widerspruch  zu 
lösen,  der  zwischen  der  Umkehrbarkeit  jeder  mechanischen 
Bewegung  und  der  nie  zu  beobachtenden  Umkehrung  der  auf 
Bewegungsvorgänge  zurückgeführten  physikalischen  Prozesse 
zu  bestehen  scheint. 

108.  Nach  diesen  Ausführungen  sei  noch  ein  Blick  geworfen 
auf  einige  kritische  Äußerungen  über  die  Rolle,  welche  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  der  theoretischen  Physik  zu- 
gefallen ist,  und  auf  einige  damit  im  Zusammenhange  stehende 
Betrachtungsweisen. 

Der  Stellungnahme  Meinongs  zu  diesen  Dingen,  die  er  im 
Anschlüsse  an  die  Betrachtung  über  das  Bernoullische  Theo- 
rem und  des  Gesetzes  der  großen  Zahlen  kundgibt,  kann  man 
in  wesentlichen  Punkten  beipflichten.  Vor  allem  wird  man  sich 
mit  der  Verneinung  der  Frage  einverstanden  erklären,  ob  in 
den  wahrscheinlichkeitstheoretischen  Betrachtungen  ein  Be- 
weis für  die  Sätze  der  Thermodynamik,  für  die  Irrevesibilität 
physikalischer  Prozesse  zu  erblicken  ist.    Diese  Tatsache  hat 
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die  experimentelle  Physik  auf  dem  Wege  der  Induktion  hin- 
länglich sichergestellt.  Wer  einer  ausgedehnten  Induktion  mit 
ausnahmsloser  Wiederkehr  derselben  Verbindung  von  Tatsäch- 
lichkeiten, also  ohne  Gegeninstanzen,  Sicherheit  zuzuerkennen 
bereit  ist,  würde  sich  durch  einen  Beweis,  der  den  wirklich 
beobachteten  Tatsachen  nur  Wahrscheinlichkeit  zuschreibt, 
nicht  befriedigt  fühlen,  und  wenn  diese  Wahrscheinlichkeit 
auch  noch  so  groß  wäre.  Richtig  ist  auch,  daß  eine  Beweis- 
führung, die  sich  auf  das  Gesetz  der  großen  Zahlen  stützt, 
nicht  als  induktionsfrei  gelten  kann,  weil  dieses  Gesetz  nicht 
den  Rang  einer  apriorischen  Erkenntnis  hat.  Im  besten  Falle 
wäre  also  die  experimentelle  Induktion  in  Konkurrenz  gebracht 
mit  etwas,  was  selbst  auf  Induktion  beruht. 

In  der  von  Boltzmann  gebrauchten,  so  kurzen  und  so 
scharf  beleuchtenden  Wendung:  „Übergang  von  einem  minder 
wahrscheinlichen  Zustand  zu  einem  wahrscheinlicheren",  von 
der  Meinong  sagt,  daß  sie  nicht  frei  sei  von  aller  Un- 
deutlichkeit,  erblicke  ich  den  Ausdruck  einer  von  Boltz- 
mann angenommenen  (geahnten,  erkannten)  Tendenz  alles 
Geschehens,  jenem  Verlauf  zuzustreben,  für  welchen  die  Um- 
stände am  günstigsten  liegen.  Wo  kein  herrschendes  Prinzip 
zur  Einhaltung  einer  „Ordnung"  zwingt,  dort  stellt  sich  ein 
unwiderstehlicher  Hang  nach  „vollkommener  Unordnung"  ein 
und  ruht  nicht,  bis  sie  so  gut  wie  möglich  erreicht  ist;  den 
äußerlichen  Grund  dafür  kann  man  in  der  hier  sehr  zustatten 
kommenden  Ausdrucksweise  von  Kries  dahin  kennzeichnen, 
daß  der  „Unordnung"  ein  weitaus  größerer  Spielraum  der 
allgemeinen  Verhaltungsweisen  zu  Gebote  steht  als  irgendeiner 
„Ordnung".  Die  dem  Zwange  eines  herrschenden  Prinzips  ent- 
zogene Bibliothek  verfällt  der  allgemeinen  Tendenz  nach  Un- 
ordnung, die  fortwirkend  aus  dem  großen  ins  kleine  nicht  auf- 
hört, bis  in  allen  Teilen  die  ursprünglich  bestandene  Ordnung 
zerstört  ist,  und  die  in  ihrem  Fortbestehen  das  Zustandekom- 
men irgendeiner,  also  auch  der  ursprünglichen  Ordnung, 
hindert. 
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Ein  anderes  grobsinnliches  Bild  des  Vorgangs,  den  wir  uns 
in  einem  Gase  in  seiner  feinsten  und  vollendetsten  Ausbildung 
zu  denken  haben,  bietet  die  „Auflösung"  eines  Festzuges.  So- 
bald das  zwingende  Prinzip,  das  die  einzelnen  Abteilungen  des 
Zuges  und  die  Zuschauermenge  in  einer  bestimmten  Ordnung 
gehalten  hat,  zu  wirken  aufhört  und  jeder  einzelne  sich  frei  be- 
wegen kann,  kommt  alsogleich  die  Tendenz  nach  Unordnung 
zur  Geltung,  und  alsbald  sind  alle  Beteiligten  auf  die  bunteste 
Art  durcheinander  gemischt. 

Zwei  Umstände  erscheinen  Meinong  als  maßgebend  dafür, 
daß  man  die  Anwendung  des  Wahrscheinlichkeitsbegriffs  in 
der  hier  erörterten  Weise  als  einen  Fortschritt  der  theoreti- 
schen Physik  anerkennt.  Einmal  ist  es  die  Verifikation,  welche 
die  Molekularhypothese  dadurch  erfährt;  denn  die  große 
Wahrscheinlichkeit,  mit  der  aus  ihrer  Anwendung  die  experi- 
mentell festgestellten  Tatsachen  hervorgehen,  spricht  dafür, 
daß  die  Wirklichkeit  sich  annähernd  so  verhält,  wie  es  die 
Hypothese  annimmt.  Auf  der  andern  Seite  muß  es  dem  Ver- 
ständnis empirisch  erkannter  Gesetze  förderlich  sein,  wenn 
sie  als  aus  einer  gemeinsamen  Ursache  hervorgehend  nachge- 
wiesen werden  können,  auch  dann,  wenn  der  Zusammenhang 
nicht  im  Wege  einer  logisch  gesicherten  Deduktion,  sondern 
nur  als  ein  in  hohem  Grade  möglicher  dargetan  werden  kann. 
Möglichkeit  sei  ein  Surrogat  für  Gewißheit,  Wahrscheinlich- 
keit ein  Surrogat  für  Wahrheit,  ein  um  so  besseres,  je  höher 
ihr  Grad.  —  Dieser  erkenntnistheoretischen  Auffassung  kann 
man  sich  anschließen. 

109.  Nicht  wesentlich  verschieden  hiervon  ist  die  Auffassung 
von  Kries,  nur  daß  dieser  das  Prinzip  der  Spielräume  in  den 
Vordergrund  stellt,  wie  er  denn  auch  Boltzmanns  Gedanken- 
gänge daraufhin  prüft,  ob  und  wie  dieses  Prinzip  darin  ver- 
treten ist;  er  kommt  zu  dem  Ergebnis,  daß  in  der  Tat  dem 
Wesen,  wenn  auch  nicht  der  Ausdrucksweise  nach,  Spielräume 
in  der  von  ihm  geforderten  Art  Verwendung  finden.  Kries' 
maßgebende     Gedanken     lassen     sich     etwa    so    zusamraenfas- 
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sen.^*  Die  intellektuell  wertvollsteErklärung  irgendeines  Geschehens, 
also  insbesondere  eines  physikalischen  Prozesses,  nämlich  seine 
deduktive  Zurückführung  auf  Notwendigkeiten,  ist  selten 
(streng  genommen  nie)  erreichbar.  Gelingt  es  nachzuweisen, 
daß  für  ein  faktisch  Beobachtetes  aus  einer  getroffenen  An- 
nahme ein  weitaus  überwiegender  Spielraum  des  möglichen 
Verhaltens  spricht,  so  hat  dies  einen  um  so  höheren  intellektu- 
ellen Wert,  je  beträchtlicher  der  dem  Beobachteten  zugehörige 
Spielraum  im  Vergleich  zu  dem  auf  andere  Möglichkeiten  ent- 
fallenden sich  darstellt.  Aber  zu  numerischen  Wahrschein- 
lichkeitsbestimmungen kann  es  deshalb  zunächst  nicht  kom- 
men, weil  es  im  allgemeinen  ausgeschlossen  ist,  alle  mit  dem 
Beobachteten  verträglichen  Vorstellungsweisen  vollständig  auf- 
zuführen, noch  mehr,  jeder  von  ihnen  eine  apriorische  Wahr- 
scheinlichkeit zuzuweisen.  Kries  denkt  dabei  an  die  Anwen- 
dung des  Bayesschen  Theorems,  das,  wenn  alle  erforderlichen 
Daten  zu  gewinnen  wären,  zu  jedem  Erklärungsversuch  die 
Wahrscheinlichkeit  seiner  Richtigkeit  anzugeben  gestattete.  Er 
unterscheidet  daher  die  hier  gebrauchte  Verwendungsweise  des 
Prinzips  der  Spielräume  von  derjenigen,  die  auf  Wahrschein- 
lichkeitswerte führt,  und  nennt  sie  die  „untersuchende  Anwen- 
dung" dieses  Prinzips. 

110.  In  einer  andern  Weise  stellt  sich  Marbe  zu  den  hier 
behandelten  Fragen.  Zur  Kennzeichnung  seines  Standpunktes 
seien  die  folgenden  Sätze  angeführt:  „Daß  man  experimentell 
und  induktiv  bestätigte  Tatsachen  deshalb  nicht  als  notwendig, 
sondern  nur  als  sehr  wahrscheinlich  ansieht,  weil  man  bis 
heute  nur  imstande  ist,  ihre  Wahrscheinlichkeit,  nicht  aber 
ihre  Notwendigkeit  zu  deduzieren,  scheint  mir  ganz  unzuläs- 
sig." ^5  ^^Man  muß  daher  auch  nicht  die  erwähnten  Tatsachen 
(gemeint  sind  die  Aussagen,  die  im  zweiten  Hauptsatz  der 
Thermodynamik    enthalten    sind)    de rk luetischen    Gas- 


^*  S.  173  ff.,  insbes.   176. 
^'^  S.  144. 
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theorie  und  der  mechanischen  Wärmetheorie^e  le- 
diglich deshalb  bemängeln,  weil  man  sie  nicht  befriedigend 
erklären  kann."  „Als  unbefriedigend  muß  ich  es  bezeichnen, 
wenn  es  theoretisch  nur  gelingt,  eine  experimentell  erwiesene 
Tatsache  als  höchst  wahrscheinlich,  nicht  aber  als  notwendig 
zu  deduzieren."  37 

Diesen  Ausführungen  muß  vor  allem  die  grundsätzliche 
Frage  entgegengehalten  werden:  Ist  es  denn  möglich,  in  der 
realen  Wirklichkeit  irgendetwas  mit  Notwendigkeit  zu  dedu- 
zieren? Um  auf  ein  ganz  anderes  Gebiet  als  das  der  Gase 
und  der  Wärme  hinzuweisen,  ist  es  möglich  als  notwendig 
zu  deduzieren,  daß  eine  Magnetnadel  durch  einen  vorbei- 
geführten Strom  in  der  Weise  abgelenkt  wird,  wie  es  die 
ausnahmslose  Beobachtung  lehrt  ?  Wenn  eine  Theorie  zu  zei- 
gen vermag,  daß  eine  bisher  ausnahmslos  beobachtete  Tat- 
sache aus  den  gemachten  x^nnahmen  mit  sehr  großer  Wahr- 
scheinlichkeit folgt,  so  bezieht  sich  diese  Wahrscheinlichkeit 
nicht  auf  die  wirklich  beobachteten  Tatsachen,  sondern  auf 
die  der  Theorie  zugrundeliegenden  Annahmen.  Wüßte  man 
von  den  Tatsachen  nichts,  die  wirklich  ungezähltemal  schon 
eingetreten  sind  und  sooft  die  Umstände  darnach  sind,  immer 
wieder  eintreten,  so  müßte  man  sie  mit  jener  großen  Wahr- 
scheinlichkeit erwarten;  aus  dem  hierauf  wahrgenommenen 
Eintreffen  folgte  keineswegs,  daß  der  Vertatsächlichung  diese 
und  überhaupt  bloß  Wahrscheinlichkeit  zukommt,  sondern  nur, 
daß  die  Theorie  geeignet  ist,  die  Tatsachen  begreiflich  zu 
machen,  und  zwar  um  so  besser  geeignet,  mit  je  größerer 
Wahrscheinlichkeit  sie  das   Tatsächlichwerden  erwarten  ließ. 

In  seiner  Kritik  der  Boltzmannschen  Darstellung  des 
zweiten  Hauptsatzes  benützt  M  a  r  b  e  ein  Argument  gegen  diese 
Darstellung,  das  mir  ungeeignet  scheint  zu  ihrer  Bekämpfung; 
weil     die     Wahrscheinlichkeitsbestimmungen,     auf     die     sich 


*'  Ich   halte  es   für   nicht   richtig,    von  Tatsachen    der    kinetischen  Gas- 
theorie zu  sprechen. 
''  S.  389. 
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Boltzmann  stützt,  apriorischer  Natur  sind,  und  weil  M a r b e 
glaubt,  den  dürftigen  Wert  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
a  priori  nachgewiesen  zu  haben,  so  erblickt  er  hierin  eine  Ver- 
schlechterung der  Position  Boltzmann s.  Gewiß  konnte  die- 
ser nicht  anders  als  apriorisch  vorgehen,  seine  Wahrschein- 
lichkeitsansätze aber  sind  auf  Grund  der  Gesetze  über  die 
Bewegungserscheinungen  an  elastischen  Regeln  usw.  gemacht 
und  insofern  objektiv  begründet,  die  daraus  gezogenen  physi- 
kalischen Schlußfolgerungen  haben  sich  an  der  Wirklichkeit 
bewährt;  die  Position  Boltzmanns  hat  also  keine  Verschlech- 
terung erfahren. 

Marbe  befaßt  sich  auch  mit  dem  Maxwellschen  Ge- 
schwindigkeitsverteilungsgesetz  und  bezweifelt  dessen  physi- 
kalische Notwendigkeit;  nach  seiner  Meinung  sollte  an  die 
Stelle  des  Gesetzes  ein  Problem  treten,  von  dem  ich  glaube, 
daß  es  zu  den  unlösbaren  gehört,  nämlich:  Von  der  Annahme 
ausgehend,  daß  „infolge  bestimmter  unbekannter  Bedingungen 
die  Geschwindigkeitsverteilung  so  stattfinden  müsse,  daß  eine 
bestimmte  mittlere  Geschwindigkeit  notwendigerweise  resul- 
tierenmuß", sollte  man  dieseBedingungen  suchen.  Es 
ist  keine  Andeutung  darüber  gemacht,  was  diese  Bedingungen 
betreffen  und  auf  welchem  Wege  ihnen  beizukommen  wäre. 
Bis  es  gelingt,  die  mittlere  Geschwindigkeit  der  Gasmoleküle 
aus  irgendetwas  mit  Notwendigkeit  zu  deduzieren,  wird  man 
sich  mit  der  Maxwellschen  Formel  behelfen  müssen. 

Für  Boltzmanns  Aufstellung,  daß  die  physikalischen  Pro- 
zesse im  Sinne  des  Übergangs  von  minder  wahrscheinlichen 
Zuständen  zu  wahrscheinlicheren  vor  sich  gehen,  schlägt 
Marbe  eine  andere  Formulierung  vor^S:  ,, Übergang  des  un- 
gleichförmigen (d.  h.  schlechter  übereinstimmenden)  Verhal- 
tens der  Geschwindigkeiten  in  ein  gleichförmigeres  (d.  h. 
besser  übereinstimmendes)  Verhalten."  Mir  scheint  diese 
Formulierung   den  herrschenden  und  begründeten    Anschau- 

''  S.  39;. 
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ungen  zu  widersprechen;  gerade  die  geordnete,  also  in  Ge- 
schwindigkeit und  Richtung  besser  übereinstimmende  Bewe- 
gung der  Moleküle  stellt  den  minder  wahrscheinlichen  Zu- 
stand dar,  während  die  ungeordnete,  in  Geschwindigkeit  und 
Richtungen  ungleichförmige  Bewegung  denjenigen  Zustand 
bildet,  den  die  Theorie  als  den  wahrscheinlicheren  erkennen 
läßt. 
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